Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Lucia Csachovéa
Pentagonalne teselécie

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 55 (2010), No. 2, 125-132

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/141947

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 2010

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/141947
http://dml.cz

Pentagonalne teselacie

Lucia Csachovd, Praha

Odpoved na otdzku, ktory pravidelny mnohouholnik vytvira monoedralnu rovinni
teselaciul), je z hladiska gkolskej matematiky jednoduché: je to §tvorec, rovnostranny
trojuholnik a pravidelny Sestuholnik (obr. 1).2) Takisto zndme a jednoducho doké-
zatelné je, Ze Iubovolny sStvoruholnik (aj nekonvexny) vytvéra rovinna teselaciu, a
Tubovolny trojuholnik takisto (obr. 2, 3). Problematika vytvérania monoedralnych
teselacii opakovanim jedného konvexného n-uholnika s m = 5 uZ ale nie je taka
jednoduché. Ako z predchadzajucich riadkov vyplyva, pravidelny pituholnik nepatri
k Gtvarom, ktoré je mozné vyuzif pre vytvorenie teselacie, ale niektoré dalSie konvexné
pituholniky 4no.

Obr. 1. Monoedralne rovinné teselicie vytvorené opakovanim zhodnych pravidelnych mno-
houholnikov.

Na druhej strane pravidelny Sestuholnik teselaciu vytvéara, ale neplati to pre kazdy
Sestuholnik. Ziaden konvexny n-uholnik s n > 7 uz ale monoedralnu rovinni teselaciu
nevytvéara. Dokaz tohoto tvrdenia pochddza od I. M. Nivena z roku 1978 [5]. Prave
histérii rieSenia problematiky pokryvania roviny konvexnymi pafuholnikmi je tento
prispevok venovany.

1) Pod pojmom monoedrdlna teseldcia sa rozumie pokrytie roviny bez prekrytia opakova-
nim jedného uzavretého rovinného utvaru.

2) Dovodom je, ze len tieto pravidelné n-uholniky maja velkosti vnttornych uhlov také,
Ze ich celo¢iselny nésobok je rovny 360° (rovnostranny trojuholnik: 6 x 60°, Stvorec: 4 x 90°,
pravidelny Sestuholnik: 3 x 120°).

RNDr. LuciA CSACHOVA, Ph.D., Matematicky tstav AV CR, Zitna 25, 115 67 Praha 1,
e-mail: lucia.csachova@gmail.com.

Clanok je upravenou verziou autorkinho prispevku prednesenom na 30. mezindrodni kon-
ferenci historie matematiky, Jevicko 2009, a publikovany v prislusnom zborniku [3].
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Objav, ktoré konvexné Sestuholniky vytvaraji monoedralnu rovinni teselaciu, je
pripisovany Karlu Augustovi Reinhardtovi (1895-1941), ktorého dizertacénd praca
Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone®) z roku 1918 obsahuje tiplné rieSenie tohoto
problému.*) Odvodil, Ze rovinné teselacie vytvaraji tri typy konvexnych Sestuholnikov
(obr. 4), pricom pod ,typom“ sa vSeobecne rozumie mnozina mnohouholnikov, ktoré
vyhovuji uréitym podmienkam pre velkost strén a vntatornych uhlov.

Objavovanie konvexnych teselujtcich pétuholnikov je ale sidgou, ktord trvala nie-
kolko desatroéi. Po prvykrat sa klasifikdcia patuholnikov vytvéarajucich monoedralne
teselacie v rovine objavila takisto v Reinhardtovej dizertacnej praci, v ktorej stanovil
pit®) roznych skupin poziadavok pre uhly a strany daného pituholnika, a kazda z nich
tak definuje jeden teselujici typ patuholnika. (Pre patuholniky tohoto typu existuje
vela rozliénych teselacii.) Podla [6] Reinhardt nepochyboval, Ze vytvoril kompletné
riesenie tohoto problému, ale nevedel dokazat, ze kazdy teselujici patuholnik je mozné
urcite zaradit k jednému z danych piatich typov. Napriek tomu bol Reinhardt vo
svojom odvodzovani tak dokladny, Ze sa jeho klasifikdcia prijala ako finalny vysledok.
Reinhardtovo tvrdenie potvrdili H. Heesch®) a O. Kienzle v roku 1963.7) O pét rokov
neskor ale R. B. Kershner z Johns Hopkins University oznamil, Ze naSiel dalsie tri
typy pétuholnikov teselujicich rovinu (pouzil metédu odlisntt od Reinhardtovej), a ze
spolu tychto osem typov nakoniec tvori kone¢ny zoznam [4].8) Aj toto rozsirenie sa
neskor ukazalo ako nie konec¢né.

V roku 1975 v julovom &isle ¢asopisu Scientific American M. Gardner?) vo svojej
rubrike publikoval Kershnerov zoznam 6smych typov teselujicich piatuholnikov. Vdaka

3y Reinhardt, K.: Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone. Dissertation der Naturwis-
senschaftlichen Fakultdt, Koniglichen Universitdt Frankfurt am M., Borna — Leipzig, 1918.
Dizerta¢nt pracu pisal K. A. Reinhardt pod vedenim L. Bieberbacha (1886-1982), ktory je
znamy svojou pracou v oblasti dynamiky komplexnych premennych.

4) Teselacie st obsahom aj 18. Hilbertovho problému, v ktorom sa riesi otdzka vyplnenia
priestoru bez medzier zhodnymi polyédrami. Cast tohoto problému vyriesil prave L. Bie-
berbach, éast K. A. Reinhardt v roku 1928 (Reinhardt, K.: Zur Zerlegung der euklidischen
Riume in kongruente Polytope. Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaf-
ten Berlin, Physikalisch-Mathematische Klasse, 1928, 150-155), podstatna cast je doteraz
nevyriesena.

5) V skuto¢nosti Reinhardt odvodil osem typov teselujtcich pituholnikov, ale prvé tri typy
st povazované za Specidlne pripady troch typov teselujucich konvexnych Sestuholnikov a je
mozné z nich dané Sestuholniky vytvorit vlozenim dalsieho vrcholu na jednu stranu [4]. Pre
ostatnych pit typov péatuholnikov to neplati.

%) Heinrich Heesch (1906-1995), nemecky matematik, zaoberal sa tedriou grafov a tesela-
ciami (po Iiom st pomenované pojmy ako napriklad Heeschova cela alebo Heeschovo ¢&islo).

7y Heesch, H., Kienzle, O.: Fliachenschluss. System der Formen liickenlos aneinandersch-
liessender Flachteile. Berlin — Gottingen — Heidelberg: Springer-Verlag, 1963.

8) Kershner napisal, Ze jeho dokaz je prili§ namdhavy a ze ho bude publikovat ¢o najskor
niekde inde. (Pozn.: Ci Kershner tento ddkaz publikoval neskér, sa mi nepodarilo zistit.)

9) Martin Gardner (1914), americky popularizdtor matematiky. Pocas 25 rokov (1956—
1981) viedol rubriku Matematické hry v ¢asopise Scientific American, vdaka ktorej priblizil
krasu matematiky verejnosti a mnohych inspiroval k praci nad matematickymi problémami.
Téme teselacii sa venoval niekolkokrat vo svojej rubrike i v mnohych svojich knihéch (je
autorom viac nez 60 knih).
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tomu tento problém znovuotvoril a obozndmil s nim Siroku ¢itatelskii verejnost, vra-
tane mnohych amatérov — matematikov. Prvym aktivnym c¢itatelom, ktory Gardnerovi
poslal svoje vysledky, bol Richard James, pocitacovy odbornik z Kalifornie. Ten sa
rozhodol uZ po preéitani prvej casti ¢lanku otestovat svoje schopnosti a bez pomoci
Kershnerovho zoznamu néjst nejaké z piafuholnikovych teseldcii. Nasiel patuholnik,
ktory v Kershnerovom zozname chybal, a M. Gardner ho publikoval.

a) b)
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ANVANANAV
IAVAVANVAV

Obr. 2. a) Stvoruholnikové teselacia vytvorena opakovanim nekonvexného stvoruholnika,
b) priklad trojuholnikovej teselacie.

Jednou z dalsich aktivnych ¢itatelov bola Marjorie Riceoval®), ktord ¢itala synom
predplateny ¢asopis a ¢lanok o Jamesovych objavoch v Scientific American z decem-
bra 1975 v nej vzbudil pozornost. Tiez ju zaujal julovy ¢lanok o patuholnikovych
teselaciach a uz vtedy si myslela, aké zaujimavé to muselo byt pre Kershnera objavit
nové typy teselujucich patuholnikov. Ale az po objave Richarda Jamesa jej zdujem
natolko vzréstol, Ze sa rozhodla zistit, ¢ je schopné najst nejaky dalsi piatuholnikovy
typ [6]. Marjorie si najprv spisala vSetky informécie o danych deviatich typoch a
snazila sa najst spolo¢né vzfahy, ktorym vyhovovali dané p#fuholniky a prislusné
teselacie. Vianoce v roku 1975 boli pre 1iu velmi naro¢né, pretoze sa tomuto problému
venovala aj pri praci v kuchyni, pricom sa snazila, aby to nikto nezistil a nemusela
tak svoju ¢innost nikomu vysvetlovat. V polovici februara 1976 Marjorie poslala svoje
nékresy M. Gardnerovi. V tom dase sa zacala vzajomnd koreSpondencia a priatelstvo
medzi Marjorie a Doris Schattschneiderovou, ktora sa stala nielen jej priatelkou ale aj
konzultantkou.'!) Doris posielala Marjorie ¢lanky, ktoré sa v danom ¢ase objavovali

10y Marjorie Riceovd (1923), matka piatich deti a zena v domécnosti zo San Diega. Po
ukondeni strednej $koly, sa stala sekretarkou a neskor sa vydala za svojho $éfa. Pri hladani
typov teselujicich péfuholnikov si vytvorila svoj vlastny systém oznacovania vyjadrujuci
podmienky a vztahy medzi dizkami stran a velkostami vnatorngch uhlov.

') Doris Schattschneiderova ziskala doktorat na Yaleskej univerzite v roku 1966. Uc¢ila na
Northwestern University a University of Illinois v Chicago Circle, a od roku 1968 na Moravian
College. Tu ju jej zdujem o umenie priviedol k myslienke vytvorit kurz s ndzvom Teseldcie:
Matematické umenie. O tejto téme napisala vela. Spolupracovala s grafikmi — umelcami na
vytvoreni knihy a kolekcie jedine¢nych geometrickych modelov M. C. Eschera — Kaleidocycles
(Schattschneider, D., Walker, W.: Kaleidocycles. Pomegranate Publications, Petaluma, CA
1987).
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k danej problematike v odbornych éasopisoch, a Marjorie sa snazila napriklad Sestu-
holnikové cely rozdelit tak, aby ziskala p#tuholnikové. Bez formalneho matematického
vzdelania, ale s nadsenim sa jej podarilo poc¢as obdobia dvoch rokov néjst styri nové
typy teselujicich pafuholnikov, priom vzniknuté teseldcie eSte dokreslila napriklad
kvetinovym alebo zvieracim ornamentom, a viac nez Sestdesiat topologicky réznych
pétuholnikovych teselacii. Podrobny opis ako R. James alebo M. Riceova nasli dalsie
typy teselujtcich pétuholnikov, je mozné ndjst napriklad v [7].

0 (0%
TS
@ B

Obr. 3. Pre stucet velkosti vnitornych uhlov v Tubovolnom $tvoruholniku plati:
a+ B+ +6=360°

a

Obr. 4. Tri typy Sestuholnikov vytvarajtcich vSetky monoedrdlne rovinné teseldcie. Pod-
mienky, ktoré musia niektoré strany spliiat, st vyznacené v obrazku (strany s rovnakymi
dlzkami st oznafené rovnakymi pismenami), podmienky pre velkosti vnatornych uhlov st
nasledujice: a) B =2n—a—"v,e=2n—d—¢, b)y=2n—0—p, e =2n—a—f,
c) velkost troch vnutornych uhlov, ktoré zvieraju trojice zhodnych stran, je 120°.
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Obr. 5. Teselacie vytvorené opakovanim konvexnych patuholnikov, ktoré objavila a dokreslila
zvieracim €i rastlinnym motivom Marjorie Riceovd, obidva pétuholniky st typu 2 (podmienka
pre velkosti vnitornych uhlov je C + E = 180°, pre velkosti strén a = d) '?); pre prvy
teselujiici pifuholnik navyse plati, #e vSetky strany musia mat rovnakt dlzku, v druhom
okrem rovnakej dlzky vietkych piatich stran je jeden z uhlov v podmienke ten najmensi zo
vietkych piatich.™®)

12y Blizsie vysvetlenie oznacenia je v poznamke pod ¢iarou 14.
13y QObrazky su prevzaté zo stranky M. Riceovej home.comcast.net/ tessellations/tes-
sellations.htm [stranka aktudlna k 23. 4. 2010].
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Obr. 6. Strnast typov patuholnikov vytvarajicich monoedralne teselacie; teselacie 1—5 odvo-
dil K. Reinhardt (1918), R. B. Kershner teseldcie 6 -8 (1968), R. James teseldciu 10 (1975),
M. Riceova teselacie 9, 11—13 (1976-1977), R. Stein teselaciu 14 (1985).'%)

4y Obrazky su prevzaté z internetovej stranky www.mathpuzzle.com/tilepent.html
[stranka aktualna k diiu 23. 4. 2010]. Podmienky pre dizky stran a velkosti vnaitornjch uhlov
jednotlivych typov st nasledujuce (A, B, C, D, E — vntutorné uhly pidtuholnika, a, b, ¢, d, e —
strany patuholnika, strana a je jednym ramenom uhla A, atd.; takéto oznacenie je napriklad
pouzité v ¢lanku [5]) —typ 1: D+ E =180°, typ 2: C+ F =180°, a =d, typ 3: A=C =
=D=120°,a=bd=c+e, typ4: A=C =90°,a=0b,c=d, typ 5: C = 24 = 120°,
a=bc=d typ6: C+FE =180°, A=2C,a=b=c¢,c=d, typ 7: 2B + C = 360°,
2D+ A =360°,a=b=c=d, typ 8 2A+ B = 360°, 2D +C = 360°,a = b =c = d,
typ 9: 2E + B = 360°, 2D + C = 360°, a =b=c=d, typ 10: E = 90°, A+ D = 180°,
2B—D =180°,2C+D = 360°,a = e = b+d, typ 11: A =90°, C+ FE = 180°, 2B+ C = 360°,

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 2 131



Zoznam trinastich typov teselujucich pafuholnikov sa objavil uz v roku 1978 v Mathe-
matics Magazine v ¢lanku Doris Schattschneiderovej [6]!°) a D. C. Hunt a M. D.
Hirschhorn v roku 1983 tvrdili, Ze dokézali jeho kompletnost. Dokaz dvojica pub-
likovala v roku 1985 v renomovanom éasopise Journal of Combinatorial Theory.1®)
V roku 1985 vSak objavil dalsi, Strnasty, teselujici péatuholnik Rolf Stein, Student
z Univerzity v Dortmunde, ktory vyhldsil (nepouceny zo sktsenosti Reinhardta
a Kershnera), ze dany problém je vyrieSeny raz a navzdy.!”) Prehlad doteraz znamych
typov péatuholnikov vytvarajucich monoedralne teseldcie s prislusnymi teseldciami je
na obr. 5.
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d=e=2a+c typ12: A =90°, C + F = 180°, 2B + C = 360°, 2a = c+ e = d, typ 13:
A=C=090° 2B =2F =360°—D,c=d, 2c = e, atyp 14: D = 90°, 2FE + A = 360°,
C+ A=180°, B+ D+ E =360°, 2¢ = 2c = a.

15) Tento zoznam 13 teselujtcich typov pdtuholnikov uviedli v svojom ¢lanku [1] aj B.
Griinbaum a G. C. Shephard, ktori napisali jednu z najrozsiahlejsich a najkomplexnejsich
publikécii o teseldciach [2].

16y Hirschhorn, M. D., Hunt, D. C.: Equilateral Convex Pentagons Which Tile the Plane.
Journal of Combinatorial Theory, Ser. A 39, 1 (1985), 1-18. Autori tvrdia, Ze rovnostranny
konvexny p#tuholnik vytvéara teselaciu v rovine vtedy a len vtedy, ak m4 stadet dvoch uhlov
rovny 271 alebo je to jednoznac¢ne urceny pituholnik so Specidlnymi uhlami. Ich dékaz je
zalozeny na preskimani vSetkych bodov prieniku 100 kriviek. V ¢lanku O. Bagina Tiling the
Plane with Congruent Equilateral Convex Pentagons (Journal of Combinatorial Theory, Ser.
A 105, 2 (2004), 221-232) autorka predvadza alternativny dokaz tvrdeni o pétuholnikoch
a to zalozeny na Eulerovej vete pre rovinné grafy.

7y O tomto objave napisala D. Schattchneiderova spolu s R. Steinom ¢lanok A new
pentagon tiler publikovany v roku 1985 v Mathematics Magazine 58 (5), 308 a obalka.
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