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Jeden ze sedmi problémi tisicileti se
piiblizuje k plnému vyteseni
Barry Cipra, Northfield

Poznamka redakce. Prestoze tento ¢lanek vysel jiz v roce 2006, uveiej-
néni jeho prekladu zustava aktudlni dodnes, protoze obsahuje formulaci
Poincarého hypotézy, historicky prehled dil¢ich reseni, nékolik ilustrac-
nich ptriklada a dalsi zajimavosti. Od roku 2006 se odehrala rada udélosti.

Grigorij Jakovlevi¢ Perelman (nar. 13. 7. 1966) jesté donedavna pra-
coval v laboratofi matematické fyziky Stéklovova matematického tstavu
v St. Petersburgu. Matematickd komunita uznala spravnost jeho diukazu
Poincarého hypotézy, a proto byla v roce 2006 Perelmanovi udé€lena Field-
sova medaile. On ji vSak odmitl pfevzit, stejné jako milion dolarti, ktery
za dukaz Poincarého hypotézy vypsal Claytav institut. Svym rozhodnutim
se Perelman proslavil mnohem vice, nez kdyby obé ocenéni prijal.

Obecnéjsi problém, dikaz tzv. Thurstonovy Geometrizacni hypotézy,
byl zfejmé také jiz tispésné vyreSen na zakladé Perelmanovy prace — viz
poznamka piekladatele ke konci ¢lanku.

V roce ocekdvani nového tisicilet! (2000) soustfedil Claytiv matematicky tstav (Clay
Mathematics Institute) pozornost celého svéta na sedm matematickych problémi vy-
jimec¢ného historického i praktického vyznamu, a to nabidkou odmény ve vysi miliénu
dolart za vyfeSeni kteréhokoliv z nich. (Viz ¢ldnek , Think and Grow Rich“ v ¢aso-
pise What’s Happening in the Mathematical Sciences, Volume 5.) Sedm zminénych
problémi bylo vyhlaeno jako soutéZni problémy o cenu tisicileti (Millenium Prize
Problems). Béhem tii let se objevil prvni vazny kandid4t na miliénovou prémii. Nyni
se zd4 pravdépodobné, Ze pocet problému tisicileti se zmensi ze sedmi na Sest jesté
pfed koncem prvni dekddy nového tisicileti.

V listopadu 2002 a v bieznu 2003 zverejnil Grigorij Perelman ze Stéklovova tstavu
v Moskvé dvé prace, které naznacily klicové kroky pro vyfeseni sto let starého to-
pologického problému zndmého pod jménem Poincarého hypotéza. Obé prace v sobé
spojovaly myslenky ze dvou zcela odlisnych disciplin a ponechévaly mnoho podrobnosti
jako kol pro ¢tenéafre, proto je znalci povaZzovali za hodné tézké ¢tivo. AvSak b&hem tii
let pfisného posuzovani nikdo z nich nenasel zadné mezery, které by vaznéji ohrozily
Perelmanovo tvrzeni, Ze hypotézu skutecné dokazal. Nékolik expertti se obezietné blizi
ke kone¢nému verdiktu, ze dikaz je uplny.

BARRY CiPrA: First of Seven Millenium Problems Nears Completion. In: D. Mackenzie,
B. Cipra: What’s happening in the Mathematical Sciences, Volume 6 (2006), str. 3—13.
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Stejné dilezity je fakt, ze Perelman zavedl do diferencidlni geometrie fadu novych
technik, o nichz experti predpokladaji, ze zptsobi v tomto oboru revoluci. Mize se
ukazat, Ze jsou dostatecné k diukazu dokonce obecnéjsiho vysledku, zndmého v topo-
logii jako Thurstonova geometrizac¢ni hypotéza. Pro tfirozmérnou topologii by to byl
stejné fundamentalni vysledek, jako byl objev periodické soustavy prvki pro chemii.

Historicka prochazka topologii

Co jsou tyto hypotézy a pro¢ jsou tak dilezité? Odpovéd vyzaduje maly Gvod.

V devatenactém stoleti se matematikové snazili vypotradat s globalni matematickou
teorii ploch. Objevili jednoduché schéma pro klasifikaci ploch s uzitim jediného déisla,
tak zvaného rodu plochy. Dvé plochy jsou topologicky identické — coz znamena, ze je
mozno topologicky deformovat jednu na druhou — kdyz a jen kdyz maji tyz rod.

Nejjednodussi priklad plochy je samoziejmé ploché euklidovska rovina.

Avsak topologové davaji prednost plochdm, které jsou uzaviené a omezené, tj.
kompaktni, takze jejich zajem se pfesunul na sféru, kterd muze byt také povazovana
za rovinu rozsifenou o ,bod v nekone¢nu“. Sféra je rodu nula, tedy zhruba feceno,
nevytvari svym tvarem v prostoru zadny ,otvor“. Ponékud pfesnéji feceno to znamena,
ze kazda uzaviend smycka na povrchu sféry mize byt spojité stazena do jediného bodu
(viz obrazek 1 vlevo).

Rod je vzdy nezéporné celé ¢islo a pro kazdou jeho volbu lze sestrojit prislusnou
kompaktni plochu. Plocha rodu 1 ma jediny otvor a vypada v podstaté jako anuloid.
Tato plocha se v topologii nazyva toroid. Protoze je rodu 1, ne kazd4a uzaviena kiivka
nakreslena na toroidu mtze byt stazena do bodu — naptiklad smycka, kterd obtaci
otvor toroidu tuto vlastnost nemd (viz obrazek 1 vpravo). Plochy vyssiho rodu maji

Dvojrozmérna sféra Toroid

Obrazek 1. Dvojrozmérna sféra je jednoduSe souvisla, protoze kazda uzaviena smycka na
povrchu sféry muze byt spojité stazena do jediného bodu. Na druhé strané toroid neni
jednoduse souvisly. Vyznacend smycka na obrazku 1 dole je zachycena na $iji toroidu a
nemuze se na ném zmensit.
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ameérné vice otvort, ale teorie je stale jednoducha: jestlize dvé kompaktni (a orientace
schopné, pozn. piekl.) plochy maji stejny pocet otvorii, jsou topologicky rovnocenné.

Matematicka povaha kompaktnich t¥irozmérnych prostori nebo také 3-variet, jak
se jim strucné iké, je mnohem komplikovanéjsi. Neexistuje zde jednoduché ¢islo, jako
byl rod, které by odlisovalo jednu 3-varietu od jiné. Védci misto toho vytvorili pro
studium 3-variet celou zbrojnici technik.

Na pocatku moderni teorie 3-variet stal kolem roku 1900 francouzsky matematik
Henri Poincaré. Ten vytvoril algebraickou teorii, ve které jsou uzavienym kiivkam
v 3-varieté prirazeny prvky jisté grupy, kterd se nazyva fundamentdlni grupa variety.
To byl kli¢ovy impuls pro vznik topologie jako Zivotaschopného odvétvi matematiky.
Variety dimenze 3 jsou ,mékké a poddajné“, tézko se zobrazuji a je tézké si je
predstavit. Na druhé strané algebra je strucné, pfesna a je pristupnd symbolické
manipulaci. Pokud by kazda varieta byla jednoznacné urcena néjakou grupou, teorie
variet by se drasticky zjednodusila.

Bohuzel takova pékna korespondence neexistuje. Je pravda, ze pokud maji dveé
variety rozdilné fundamentélni grupy, pak jsou topologicky rizné. Avsak obrécené
to neplati: dvé variety mohou mit stejnou fundamentalni grupu, ale stile mohou byt
topologicky rtizné.

V ¢lanku publikovaném v roce 1904 Poincaré vyslovil hypotézu o tom, ze existuje
jedna vyjimka, kdy lze tvrzeni obratit: jestlize je fundamentalni grupa trivialni, coz
nastane, kdyz kazdou smycku lze stdhnout do bodu, potom jedind 3-varieta s touto
vlastnosti je tfirozmérna sféra, stru¢né 3-sféra.

Tiirozmérnd sféra je tiirozmérnd analogie obycejné dvojrozmérné sféry (nekdy
oznacované kratce jako 2-sféra). Stejné jako 2-sféra mfize byt povazovdna za eu-
klidovskou rovinu rozsifenou o bod v nekonecnu, 3-sféra mulze byt povazovana za
euklidovsky prostor rozsifeny o bod v nekoneénu. Také muze byt popsana jako mnozina
viech Feeni rovnice 22 + y2 + 22 4+ w? = 1 ve ¢tyfrozmérném prostoru, podobné jako
2-sféra muze byt popséna ve tiirozmérném prostoru jako mnozina vSech fesSeni rovnice
22 + y? + 22 = 1. (Obecné, n-sféra je popsana v euklidovském prostoru dimenze n + 1
rovnicf 3 + 23 + ...+ 22, =1).

Ve skutecnosti Poincaré neformuloval svou hypotézu jako hypotézu, ale jako problém
k feseni: je mozné, aby 3-varieta méla trividlni fundamentélni grupu, aniz by byla
identicka s 3-sférou? (Technicky termin ,identickd“ zde znamena ,homeomorfni“, coz
je odvozeno z feckého oznaceni pro ,stejny tvar”.) Rozdil mezi hypotézou a otevienym
problémem je dileZity. Abyste mohli néjaky problém formulovat jako hypotézu, musite
podat odolné, ale ne nutné presvédcivé svédectvi o tom, ze jde o pravdivé tvrzeni.
Poincarého opatrnost mohla byt zptsobena jeho vlastni hotkou zkuSenosti. O Ctyfti
roky diive formuloval, a to rovnou jako teorém, silnéjsi tvrzeni, které se ukazalo byt
chybnym; ve svém ¢lanku z roku 1904 toto tvrzeni odvolal a podal protipfiklad. Ve své
predchozi praci studoval Poincaré jinou a v jistém smyslu ,,méné silnou“ algebraickou
strukturu spojenou s varietami, zndmou jako grupa homologii. Nespravné tvrdil, ze
kazda n-varieta, kterd mé stejnou grupu homologii jako n-sféra, je homeomorfni
s n-sférou. Jeho protipriklad z roku 1904 byla 3-varieta se stejnymi grupami homologii
jako 3-sféra, ale majici netrividlni fundamentalni grupu.
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Poincaré byl jen prvnim z mnoha lidi, ktefi byli oklaméni nepolapitelnou 3-sférou.
Ve dvacatém stoleti byly provedeny c¢etné pokusy dokédzat Poincarého hypotézu a
vydana fada prohlaseni o jejim ispésném vyfeseni. Podobné jako velka Fermatova véta
(viz ,Fermats Theorem — At Last“, Whats Happening in the Mathematical Sciences,
Volume 3) se tato hypotéza ptridala ke kratkému seznamu nechvalné znamgch problémt
— problémt zdanlivé snadnych, které se vsak vysmivaly vSem pokustim i zkusenjch
matematiki o jejich feSeni.

KdyZ se matematikové zacali vice zajimat o vicerozmérné variety (které nemohou
byt zviditelnény v nasem tiirozmérném vesmiru, ale které jsou nicméné pro topologa
stejné ,redlné“), byli pfirozené zvédavi, zdali lze Poincarého hypotézu rozsifit také na
tyto variety. Kdyz ma n-rozmérnd kompaktni varieta trivialni fundamentélni grupu,
musi to byt nutné n-sféra?

Na prvni pohled se mize zdat, Ze n-rozmérnad verze Poincarého hypotézy musi
byt mnohem obtiznéjsi nez 3-rozmérna verze. Piece nemiZeme vubec vidét, jak
n-rozmeérnd varieta vypada. Ale prvni velky prulom ve véci Poincarého hypotézy pfisel
v roce 1960, kdyz Stephen Smale (Institute for Advanced Studies) a John Stallings
z Oxfordské univerzity nezavisle na sobé dokazali, ze hypotéza plati v dimenzi 5 a
vyse. Dvé desitky let poté, v roce 1982, Michael Friedman, ptsobici nyni ve firmé
Microsoft Research ve staté Washington, dokézal hypotézu pro n = 4. Diky hlubokym
vétam Smalea, Stallingse a Friedmana matematikové nyni védéli jak topologicky
charakterizovat n-sféru ve vSech piipadech, s vyjimkou toho, na ktery se puvodné
tazal Poincaré, tj. v dimensi n = 3.

Bohuzel vse nasvédcéovalo tomu, Ze neni zadna nadéje, ze by dikazy, které fungovaly
ve vysSich dimenzich, mohly byt pouzity i pro dimenzi tf¥i. Zvlastni stupné volnosti,
které jsou k dispozici ve vyssich dimenzich, obcéas dovoluji pouzit postupy, které
nefunguji v nizsich dimenzich. Napfiiklad v dimenzi 4 a vyssi muze byt kazda kiivka
zbavena uzld. Ale jak vSichni vime ze zkuSenosti, v tfirozmérném prostoru existuji
neodstranitelné uzly. Takze naptiklad dukaz Poincarého hypotézy, ktery vyuziva moz-
nost rozvazani uzlti na kfivkach, nemuze ve tfech dimenzich platit. Velmi podobna
prekazka (ale tykajici se dvojrozmérnych ,uzli“) je hlavnim divodem, pro¢ Smaleiv
a Stallingsuv dikaz nefunguje v dimenzi mensi nez 5.

Zivot ve tfech dimenzich

T¥rozmérné variety maji ,chuf a vini“ velmi odliSnou od variet vicerozmérnych.
V 70tych letech si uvédomil William Thurston, v té dobé pusobici na Princetonské
univerzité, ze rozhodujici tlohu v topologii malych dimenzi hraje geometrie, a jeho
geometricky pristup nyni ovlada celou disciplinu. Thurston predlozil myslenku, ktera
se nyni nazyva geometrizacni hypotéza. Velmi zhruba feceno, geometrie je topologie
opatiend pojmy vzdalenosti a ihlu; jestlize topologie je geometrie studované na ,,gu-
mové folii“, potom geometrie je ,vykrystalizovana“ topologie. Thurston se domnival,
7e kazd4 3-varieta muze byt rozloZena na ¢asti takovym zptisobem, zZe kazdé ¢asti bude
pridruZena geometricka struktura vybrand z osmi specialnich t¥irozmérnych geometrii
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(viz obrazek 4 dale). Tyto geometrie jsou dobfe znamy. Napiiklad pouze jedna z nich
ma trividlni fundamentalni grupu, a to je 3-sféra.

Nékteré casti Thurstonovy hypotézy jsou nesporné. Jednou z nich je potiebnost
presné osmi geometrii. Geometrickd struktura v Thurstonové teorii je kompaktni t¥i-
rozmeérny prostor se specialnim zpuasobem méfeni thld a vzdalenosti znaAmym jako ho-
mogenni Riemannova metrika (pojmenovand podle Bernharda Riemanna, matematika
devatenéctého stoleti, ktery inicioval abstraktni zkoumani variet). Slovo ,homogenni*
znamena, ze metrika je stejnd ve vSech bodech, podobné jako homogenizované mléko
ma vsude stejnou konzistenci. ,,Pfidruzend geometrie“ odkazuje na jiny tfirozmérny
prostor, obvykle nekompaktni, se stejnou metrikou, ale s trividlni fundamentalni
grupou. (Vyraz ,se stejnou metrikou“ je tfeba chapat lokdlné — pozn. ptekl.) V obecné
teorii variet existuje ke kazdé varieté ,univerzalni nakryvajici varieta“, kterd ma
trividlni fundamentalni grupu. ProtoZe univerzalni nakryvajici varieta neni vétSinou
kompaktni, nemusi to byt nutné sféra (ale mize to byt tfeba i tfirozmérny euklidovsky
prostor — pozn. prekl.). Geometrickd struktura pak vznikne jako faktorovy prostor
(,kvocient“) pfislusné pfidruzené geometrie vytvoreny diskrétni grupou transformaci,
ktera je algebraicky totéz co fundamentalni grupa dané geometrické struktury. Takze
v Thurstonové programu poskytuje geometrie spojovaci ¢lanek mezi topologii a alge-
brou.

Pojmu geometrizace je snadnéjsi porozumét ve dvou dimenzich, kde se dé€je néco
podobného. Pro plochy existuji t¥i riazné geometrie: standardni sféra, znama euklidov-
ska rovina a méné znadma neeuklidovska neboli ,hyperbolickd® rovina. Sféra je svym
vlastnim univerzalnim nakrytim; jeji grupa pohybtu se sklada z rotaci. Euklidovska
rovina je geometrie toroidu: jelikoz toroid si mtizeme predstavit jako ¢tverec v roviné,
jehoz pary protéjsich stran jsou ztotoznény, muzeme jeho kopiemi ,,vydlazdit“ rovinu.
(Toroid s euklidovskou metrikou se d4 také realizovat jako ,anuloid“ ve ¢tyfrozmérném
euklidovském prostoru, zatimco obycejny anuloid v t¥irozmérném prostoru mé zakii-
venou metriku — pozn. pfekl.). Grupa pohybt roviny se sklad4 z translaci a rotaci.

Obrazek 2. Na Poincarého kruhovém mo-
delu hyperbolické geometrie je hyperbo-
lickd rovina reprezentovana otevienym
kruhem v roviné a primky jsou reprezen-
tovany jako oblouky kruznic, které lezi
uvnitf kruhu a dotykaji se hranice kruhu

pod pravymi dhly. Je-li ddna pifimka [ a
bod P nelezici na této pfimce, pak existuje
mnoho rovnobézek k pfimce [ bodem P. Na
obrazku jsou vyznaceny ¢tyfi z nich. Tato

vlastnost odlisuje hyperbolickou geomet-

rii od euklidovské geometrie, kde existuje

pouze jedna rovnobézka k dané pfimce
Poincarého model jdouci bodem nelezicim na této piimce.
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Obrazek 3a. Hyperbolickd rovina mé mnohem vice ruznych vydlazdéni pomoci pravidelnych
mnohouhelnik® nez euklidovska rovina. Obrazky 3a, 3b ukazuji dvé z nich: vydlazdéni rovno-
strannymi trojuhelniky, pfi kterém ma sedm trojuhelnikt spoleény vrchol (3a), a vydlazdéni
pomoci osmithelnikt, pfi kterém ¢&tyfi osmithelniky maji spoleény vrchol (3b). Takové
mozaiky nejsou v euklidovské geometrii mozné, protoze soucet velikosti thla pfi kazdém
vrcholu mozaiky by byl vétsi nez 2n. (Obrazky laskavé poskytl Douglas Dunham.)

Kazda jind plocha — rodu dva a vyssiho — je pridruzena k hyperbolické roviné.
Hyperbolickd rovina mé jednoduchy model: je jim otevieny kruh v roviné. Ale na
rozdil od euklidovskych primek v roviné jsou hyperbolické , pfimky“ definovany jako
oblouky kruznic, které lezi uvnitt kruhu a dotykaji se hranice kruhu pod pravymi dhly.
Snadno vidime, co ¢ini hyperbolickou rovinu neeuklidovskou: je-li dana ,,pfimka“ a bod
nelezici na této ,pfimce*, pak existuje nekonecné mnoho ,primek® jdoucich timto
bodem, které neprotinaji danou ,primku“, a lze je tedy pokladat za ,rovnobézné“
s danou ,,pfimkou” (viz obrazek 2).
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Obrazek 3b.

Grupa pohybii hyperbolické roviny se také sklada z translaci a rotaci, ale dovoluje
takova ,vydlazdéni* hyperbolické roviny, kterd neexistuji v euklidovské roviné (viz
obrazek 3). To je to, co dovoluje pouzit hyperbolickou rovinu jako geometrii pro
plochy vyssiho rodu. Napiiklad hyperbolicka rovina muze byt vydlazdéna pravotuhlymi
osmithelniky. (V euklidovské geometrii neni takové vydldzdéni mozné, protoze tam
neexistuji pravotihlé osmithelniky.) Kazdy pohyb hyperbolické roviny, ktery zachovava
takové vydlazdéni, odpovida nékterému prvku fundamentalni grupy ,precliku® se
dvéma otvory. Odtud vidime, Ze ,preclik“ se dvéma otvory je opatien hyperbolickou
geometrii.

Kfivost obycejné sféry a euklidovské roviny je snadné pochopit. Pro hyperbolickou
rovinu to neni tak jasné. Kfivost v podstaté vyjadiuje to, co se déje s vzajemné
blizkymi oblouky kiivek, v jejichz poc¢atecnich bodech jsou te¢ny vzajemné rovnobézné
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a k¥ivky pak pokracuji tak, aby zachovavaly co ,nejptiméjsi smér®, ale stale ztistavaly
na ploe. (Jde tedy o geodetiky — pozn. prekl.). V euklidovské geometrii dostaneme
rovnobézné primky, které si udrzuji stale stejny odstup. Na ploSe s kladnou kfivosti,
jako je sféra, maji kiivky tendenci se sbihat. (Pfedstavme si napiiklad dvé kfivky,
které maji pocateéni body na rovniku a mifi k jihu, pri¢emz udrzuji ten nejpriméjsi
smér, jaky je na sféfe mozny. Takové dvé kiivky se vZdy protnou v jiZnim pdlu.).
Na druhé strané, v hyperbolické geometrii se dvé kiivky, které maji v pocatecnim
okamziku rovnobézné teCny, v prubéhu casu stale vice rozbihaji.

Abychom to shrnuli, kazd4 plocha (kompaktni a orientace schopnd — pozn. prekl.)
je pfidruzena k jedné ze t¥i geometrii. Sféra (kterd ma rod 0) je pfidruzena sama sobé.
Toroid (rodu 1) méa plochou geometrii euklidovského prostoru. A plochy vyssiho rodu
pripoustéji hyperbolickou geometrii. Thurstonova geometriza¢ni hypotéza pak vlastné
tiké, ze hodné podobna situace nastane pro 3-variety, pouze misto tii geometrii je jich
zde osm. A obcas se stava, Ze varieta musi byt nejprve roziezdna na Casti, a teprve
kazdé z téchto ¢asti mize byt pridruzena nékterd s osmi geometrii.

Tii z osmi zakladnich geometrii ve tfech dimenzich jsou pouhé analogie zakladnich
dvojrozmérnych geometrii. Sférickd geometrie je prosté geometrie 3-stéry. Euklidov-
sk geometrie je to, co si myslite. A hyperbolickd geometrie je tfirozmérna verze
hyperbolické roviny, jejiz model je oteviena koule, tak jako modelem hyperbolické
roviny byl otevieny kruh. Dalsi dvé geometrie jsou direktni souciny pfimky se sférou,
resp. hyperbolickou rovinou. Tyto geometrie jsou rovné v jednom sméru a zakfivené
v ostatnich dvou smérech (k nému kolmych — pozn. pfekl.) Posledni t¥i geometrie,
které se nazyvaji Solv, Nil a SL(2, R), jsou specidlni. Objevuji se spise zfidka, ale
v z4djmu uplnosti je musime vzit do uvahy. (Také bychom nevynechali ¢islo 2 ze
seznamu prvocisel pouze proto, Ze suda prvodéisla se vyskytuji tak zfidka.)

Geometrizace je U¢inny pojem, protoze diky struktufe vnucené homogenni Rie-
mannovou metrikou se stane mnoho topologickych vlastnosti daleko pristupnéjsimi.
Naptiklad jedind geometrie, ktera pripousti koneénou fundamentalni grupu, je sféricka
geometrie (mysli se tim varieta, kterd vznikne jako faktorovy prostor z 3-sféry a na
niz je ddna Riemannova metrika s konstantni kladnou kiivosti — pozn. prekl.) a jedina
geometrie, kterd méa trividlni fundamentélni grupu, je samotna 3-sféra. Jinymi slovy,
Poincarého hypotéza je ,snadnym® disledkem Thurstonovy geometrizac¢ni hypotézy.

Thurston a dalsi matematici dokazali podstatné ¢asti geometrizacni hypotézy. Na-
priklad Thurston ukéazal, ze velka tfida 3-variet, znamgych jako Hakenovy variety (a
pojmenovanych po Wolfgangu Hakenovi, ktery je dobfe znadm, spolecné s Kenem
Appelem, svym faméznim vyfeSenim problému ¢tyF barev) mé vesmés geometrii
hyperbolického prostoru. (V jistém smyslu je ,vétsina“* 3-variet hyperbolického typu.)

Nechme se unaset (Ricciho) proudénim

Pocatkem 80tych let navrhl Richard Hamilton, ktery tehdy ptisobil na Kalifornské
univerzité v San Diegu, zpusob, jak dokdzat Thurstonovu geometriza¢ni hypotézu
s vyuZitim pojmu, ktery se nyni nazyva Ricciho proudéni. Kazd4 varieta (jakékoliv
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»,Doutnik”. Toto je FeSeni rovnice Ricciho
proudéni, které je stacionarni, a tedy ni-
kde nevytvoti uzky ,stonek“, ktery by se
dal ulomit pomoci ,topologické chirurgie®.
Jeden z prvnich kli¢ovych kroki Perelma-
nova dikazu bylo dokazat, ze ,doutnik®
neni limitni polohou Zddného Ricciho prou-
déni na tfirozmérnych varietach. (Obrazek
vytvoril Michael Trott pomoci programu
Mathematica.)

dimenze) muZe byt opatfena n&jakou Riemannovou metrikou. Tato metrika ale ne-
musi byt homogenni. Hamiltonova myslenka spocivala v tom, ze si varieta ,najde
svou vlastni cestu“ k homogenni metrice, tim, Ze umoznime, aby se metrika vyvijela
zpusobem, ktery velmi pripomind proudéni tepla. Jestlize teplo proudi mistnosti bez
prekazky, bez zdroji nebo tepelnych jimek, teplota se nakonec ustali na konstantni
arovni. Jestlize néco podobného udélame s Riemannovou metrikou na varieté, k¥ivost
se také nakonec ustali na konstantni tirovni — a varieta se stane homogenni.

Proudéni tepla je popsano parcialni diferencidlni rovnici, ktera klade rovnitko mezi
mirou zmény teploty v Case a jeji variaci v prostoru (coZ je z technického hlediska
druh4 derivace). Hamilton se dostal k podobné rovnici pro Riemannovy metriky: necht
mira zmény metriky v Case je proporcionalni veli¢ing, ktera se nazyva Ricciho kiivost
(na pocest italského matematika devatenactého stoleti Gregoria Ricciho-Curbastra).
Ricciho kfivost je tésné svazana s pojmem zakfiveni prostoru v Einsteinové obecné
teorii relativity. Rovnice pro Hamiltonovo—Ricciho proudéni mé velmi jednoduchy tvar:
jestlize g = ¢(t) oznac¢uje Riemannovu metriku ménici se v ¢ase t, pak piislusna rovnice
zni 0g/0t = —2R(g), kde R(g) je Ricciho kiivost metriky g.

Hamiltonova myslenka spociva kratce feceno v tom, ze pokud néjaka 3-varieta je
skutecné geometrickd, pak nezalezi na tom, kterd Riemannova metrika na ni byla
zvolena jako pocatecni, protoze rovnice Ricciho proudéni ji vzdy tak uhladi, ze k¥ivost
bude vsude stejna. Jinymi slovy, pocinaje beztvarou topologickou podobou, geometrie
3-variety se sama odhali jako limita metriky g(¢) pfi t jdoucim k nekoneénu.
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John Morgan, topolog z Kolumbijské Univerzity, uziva pro popis Ricciho proudéni
(a jeho souvislost s rovnici vedeni tepla) metaforu peceni: Piedstavte si nasi varietu
jako hroudu tésta na kolace a rovnici Ricciho proudéni jako pec. Hrouda, ktera se vlozi
do pece, nemé zadny zvlastni tvar, ale to, co pak vytdhneme ven z pece, bude krasné
zakulaceny a kifupavy kolac¢. , Ricciho pec” za nas udéla vSechnu praci.

Co se stane, kdyz je varieta slozeninou dvou raznych geometrii? Obrazné feceno, co
kdyZ je to slepenina tésta na kolace, na palacinky a na vdolky? V idedlnim ptipadé
priméje Ricciho pec rtzné kousky tésta, aby se oddélily, a za chvili se daji rozdilné
druhy peciva snadno rozeznat, a pohromadé je bude drzet pouze nékolik tenkych
stonktt — a i ty se nakonec ulomi{ nebo vypaii (viz obrazek 5).

Metafora ovsem neni diikkaz. Hamiltonova myslenka narazela na teoretické prekazky.
Hlavni potize se objevily v disledku vlastnosti tenkjch stonkti — matematicky jim
fikdme singularity —, které vznikaji, kdyz se jednotlivé ¢éasti variety snazi od sebe
oddélit. Zdélo se, Ze nic nemiize zabranit tomu, aby se husté splef singularit nevyvijela
takovym smeérem, Ze metaforickda varieta se stane pouze stonkem a nezbude zadné
pecivo. Nebylo také jasné, jaky druh singularit se vlastné muze objevit. Hamilton

S§2x §!

Obrézek 4. Thurstonova geometriza¢ni hypotéza predpokladala, ze kazda tfirozmérnd varieta
mize byt rozdélena na c¢asti, z nichz kazda pripousti jednu z osmi geometrickych struktur.
Tento obrazek ukazuje ¢asti se ¢tyfmi riznymi strukturami: ,toroid“ se dvéma otvory bude
mit hyperbolickou strukturu, obyc¢ejny toroid s jednim otvorem euklidovskou strukturu, sféra
bude mit sférickou strukturu a Seifertova fibrovana varieta, jako je S? x S*, ma strukturu
direktniho souéinu. Hypotéza umoziiuje vést nékteré fezy podél toroidii (coz neni na obrazku
zachyceno) spiSe nez podél sfér. Pro ilustraci jsou kousky variet nakresleny jako dvojrozmérné
plochy, ale ve skute¢nosti maji byt tfirozmérné. (Pfetisténo z ¢lanku ,Geometrization of
3-Manifolds via the Ricci flow“, Michaela Andersona, AMS Notices, inor 2004, obrazek 1,
strana 185.)
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a dalsi matematici pracujici s Ricciho proudénim nebyli zejména schopni vyloucit
typ singularity, kterou nazyvali ,doutnik“ (viz obrazek ,Doutnik*). Doutnik, rov-
néz nazyvany Wittenovou cernou dirou, je rotacné symetrické reseni rovnice Ricciho
proudéni pro (nekompaktni) euklidovskou rovinu. V podstaté je to singularita, kterd
zustava naprosto v pohodé, kdyz se po libovolnou dobu ,,pece“ v Ricciho peci. To by
znemoznilo nadéji na ,odlomeni* nebo ,vypafeni“ vSech singularit.

Singularity se nemusi nutné objevit. Hamilton ukazal, Ze Ricciho pec funguje doko-
nale pro variety s kladnou k¥ivosti. Dokonce v pfipadé, Ze nékteré jejich ¢asti jsou vice
zakfivené nez jiné, rovnice Ricciho proudéni vse uhladi tak, ze kiivost na celé varieté se
asymptoticky blizi konstanté. To dokazuje, Ze vSechny takové variety jsou geometrické.
Hamilton také dokézal, ze k objeveni se singularit je tfeba urcitého ¢asu: pokud ma
varieta na pocatku hladkou kfivost, potom si udrzuje hladkou kfivost prinejmensim po
urc¢itou dobu. Ale bylo zfejmé, Ze singularity se nutné vytvoii v pfitomnosti negativni
kfivosti — a jakmile se jednou objevi, neda se viibec predvidat, co bude dal.

Perelman toto vse zménil. Ve dvou elektronickych preprintech vystavenych online
predlozil rusky matematik program pro vhodné zachéazeni se singularitami, které se
objevi pti Ricciho proudéni. V prvnim ¢lanku analyzoval vlastnosti singularit a ukéazal,
ze (napftiklad) doutnik se viibec neobjevi. Podle Morgana zjistili experti velmi rychle,
ze tato Cast Perelmanova dikazu je spravna, a to jim dalo motivaci, aby se pustili do
mnohem obtiznéjsich ¢asti, které nasledovaly. Jednou z klicovych soucasti analyzy je
pojem entropie pro metriky. V termodynamice je entropie méfitkem neuspoiadanosti
a roste spolu s ¢asem. Perelmanova entropie metriky méa podobny sklon k rtstu, coz
je praveé ta vlastnost, kterda dokaze udrzet singularity pod kontrolou.

Perelmantv druhy ¢lanek podrobné ukazuje, jak zachézet se singularitami, kdyz se
objevi. Zakladni myslenka je, Ze se odfiznou ¢asti variety, které jsou okolimi vyvijejicich
se singularit, na otvory se nalepi hladké kousky, které se zkonstruuji ,rucné“; a
pak se necha Ricciho proudéni déale plisobit na modifikované varieté. Problém je,
ze odfezavani (kterému topologové Fikaji chirurgie, protoze ve skute¢nosti nestaci jen
Fezat — musite také rdnu zaSit!) mize zpisobit, Ze se objevi jesté vice singularit,
takze by se muselo zpracovavat nekone¢né mnoho kouskt v kone¢ném ¢asovém useku.
Perelman prekonal tuto potiz jingm argumentem, pfipominajicim myslenku entropie.
Ukazal, ze chirurgie muze byt vzdy provedena takovym zptisobem, ze objem variety se
snizi o n&jaké mnozstvi, feknéme (7). Soucasné viak Ricciho pec zplsobuje zvétsovani
objemu, podobné jako siska chleba roste ve skutecéné peci. Ale kdyby bylo provedeno
nekone¢né mnoho ,chirurgickych operaci“ v koneéném case, pak bychom postupné
odecetli od variety nekone¢ny objem — a rist objemu pfi Ricciho proudéni by tuto
ztratu nemohl vyrovnat. Odtud pak vyplyva, ze v koneéném Case se objevuje nutnost
jen kone¢né mnoha chirurgickych operaci. Tedy proces Ricciho proudéni doprovazeny
chirurgickymi zakroky muze pokracovat neomezené v Case a ziskd se tim dostatecny
¢as na to, aby se varieta rozdélila na ¢asti s rozdilnymi homogennimi geometriemi.

Perelmanovo dilo ptipravilo jevisté pro diikaz Thurstonovy geometriza¢ni hypotézy.
Na konci druhého ¢lanku autor naznacil, jak probiha argumentace, a slibil dodat
detaily v tfetim clanku. Tento ¢lanek stale ¢ekd na zvefejnéni. V Cervenci 2003 vsak
Perelman vystavil velmi kratky clanek, ktery podava samostatny diikaz Poincarého hy-
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Obrazek 5. Ricciho proudéni na dvojrozmérnych varietach ma tendenci homogenizovat kiivost,
takZe se tyto variety blizi ke sféfe, toroidu nebo toroidu s vice otvory. Obrazek ukazuje, jak
se pocateéni hrbolata plocha vyhlazuje do tvaru sféry. Ricciho proudéni ve tfech dimenzich
ma tyz sklon k uhlazovani kfivosti, to je vSak velmi komplikovano skutec¢nosti, ze se vytvareji
a pak ustipuji singularity, jako jsou tenké ,$ije“ nebo ,ruzky“. (Obrézek laskavé poskytli J.
Hyam Rubinstein z univerzity v Melbourne a Robert Sinclair z Ustavu védy a techniky na
Okinawé.)
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potézy zalozeny na vysledcich prvnich dvou ¢lankd. Zhruba v téze dobé podali Tobias
Colding z Courantova tstavu matematickych véd a William Minicozzi II z univerzity
Johna Hopkinse jiny dikaz, rovnéz zalozeny na prvnich dvou Perelmanovych ¢lancich
a vedouci ke stejnému vysledku.

Jednoduchost obou dtkazi dodala védcim dtvéru, ze pfinejmensim Poincarého
hypotéza jim byla celou dobu na dosah — za pfedpokladu, ze v Perelmanovych hlavnich
¢lancich nejsou zadné mezery. Mohlo by se zdat, Ze pro recenzenty to byla jednoduché
zéleZitost, ale Perelmanova prace zaméstnavala experty po vice neZ tii roky. Argu-
menty jsou extrémné technicky naro¢né a v dikazu je také mnozstvi novych myslenek.
Tt oddélené skupiny matematikt vytvorily tlustopisy, vysvétlujici Perelmantv dtkaz.
Jedna skupinka, Bruce Kleiner a John Lott z Michiganské univerzity, zvefejnovala
svou praci na Internetu postupné, tak jak se jim dafilo dosdhnout pokroku. Druha
skupinka, Huai-Dong Cao z Lehigh University a Xi-Ping Zhu z university v Zhong-
shanu v Ciné, publikovala sviij ¢lanek v ervnu 2006 v casopise Asian Journal of
Mathematics. (V tomto témér 500-strankovém ¢lanku autofi jiz v ndzvu oznamuji, Ze
podali nejen dikaz Poincarého hypotézy, ale i uplny dikaz Geometrizac¢ni hypotézy
a to na zakladé Perelmanovy prace! — pozn. ptekl.) Ttet{ skupinka, John Morgan
a Gang Tian z MIT, planuje vydat sviij rukopis jako knihu. Morgan fika, ze uz je
presvédcen, ale to neznamena, Ze cely pfibéh skoncil. ,Experti jsou velmi optimisticti,
ale obezfetni. Kdyby Slo o obycejny matematicky problém, byli bychom spokojeni uz
pred dvéma lety. My jsme vSak pokracovali (ve zpochybiiovani) pouze proto, Ze je to
Poincarého hypotéza, a ma tak dlouhou historii omyli, kterych se dopustili i velmi
dobfi matematikové.

Aby se feseni Poincarého hypotézy kvalifikovalo pro udéleni ceny tisicileti, musi
byt publikovano v recenzovaném casopise ,nebo v jiné podobné formé, jakou Science
Advisory Board (Clayova Matematického tstavu) prohldsi za kvalifikovanou“ a po
svém publikovani musi projit dvéma lety dalsiho peclivého ovéfovani. Sdm Perelman
byl od zvefejnéni svych preprinti napadné zticha a nikdy své vysledky nenabidl
zadnému cCasopisu. Nicméné James Carlson, prezident Clayova Matematického tustavu,
potvrdil, Ze t¥i vysvétlujici stati o Perelmanové dile spliiuji podminky publikace, a
dvouleté hodiny jiz tedy ,tikaji“. Zda se tedy pravdépodobné, ze prvni velky prilom
matematiki v tfetim tisicileti bude pfipraven vejit do historie nékdy v letech 2008
nebo 2009.

Podékovani. Piekladatel dékuje vazené kolegyni Nadé Stehlikové za peclivou
kontrolu prekladu a ¢etné podnétné pripominky vedouci ke zlepseni stylu. Prace na
tomto prekladu byla podporena vyzkumnym zamérem MSM 0021620839 Ministerstva
gkolstvi, mladeze a té&lovychovy CR.
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