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Fourierova analyza dvojrozmérnych
terénnich dat

Karel Segeth, Praha

1. Uvod

S rozvojem poditacéi, jejich rychlosti a pamétové kapacity se rychle zdokonalovaly
zpusoby zpracovani obrazovych dat. Proto se zahy objevila myS8lenka znazornit dvoj-
rozmérna naméfend data (terénni data) jako Cernobily obraz a zpracovavat je stej-
nymi technikami jako bézné obréazky. Zpracovinim pfitom budeme rozumét linearni
frekvenéni a smérovou analyzu dat, tj. potlac¢eni nékterych frekvenci nebo nékterych
smérovych projevu v datech. To jsou standardni operace pii obecném zpracovani dvoj-
rozmérnych signali.

Pro ucely zpracovani dat neni dulezité barva a ¢ernobilé obrazy se v paméti ukladaji
pomoci 256 stupna Sedi od bilé po ¢ernou, a tak se také zpracovavaji. Jednoduchymi
prostfedky lze data i vysledek jejich zpracovani obarvit ,,pseudobarvami, jako tfeba
na fyzické mapé. Pri zpracovani skuteénych barevnych obrazt, kédovanych ve skéle
RGB, se postupné zpracovavaji tii jednotlivé barvy, ¢ervend, zelena a modra.

V tomto ¢lanku se pokusime piedvést oba mozné zpisoby lineadrni analyzy diskrét-
nich dat, tj. jejich filtraci v prostorové oblasti i ve spektralni oblasti, a ukdZeme vyhody
i nevyhody obou zptusobu. Zakladnim matematickym prostFedkem tu je diskrétni kon-
voluce, diskrétni Fourierova transformace a véta o konvoluci, ktera popisuje vzajemny
vztah téchto dvou pojmu. MuZeme tedy cely tento prispévek pokladat za ukizku jedné
aplikace diskrétni Fourierovy transformace.

Zatimco v uplnych pocatcich v osmdeséatych letech dvacatého stoleti si autori
vytvareli potfebny software pro sviij pocita¢ sami a zapasili s velikosti paméti, s ope-
ra¢ni rychlosti i s nevhodnymi vystupnimi zafizenimi tehdejsich poé¢itaci, dnes je velmi
vykonny a vSestranny software standardni souc¢asti vétSiny operacnich systémii.

Cast vysledku zpracovani dat je uvedena v citovanych pracich, fada jinych vysledki
byla zvefejnéna v dalsich publikacich.

Zacneme ilustrativnim pfikladem zpracovani magnetickych dat. Vénujme se analy-
ze jednorozmérnych dat obéma svrchu uvedenymi zptisoby a rozsifme vyklad na dvoj-
rozmérné data. Zvolili jsme ptvodni piiklady, které ukazuji také zobrazovaci techniky
dostupné pied nékolika lety. K prikladim prfidame komentaf a nakonec se zminime
o soudobém standardnim softwaru a jeho dostupnosti.

Prof. RNDr. KAREL SEGETH, CSc., Matematicky tstav AV CR, v.v.i., Zitna 25,
115 67 Praha 1, e-mail: segeth@math.cas.cz
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2. Zpracovani magnetickych dat

Magnetické metody geofyzikalniho prizkumu jsou vhodné pro hledani rud, jejichz
loziska pod zemi deformuji magnetické pole na povrchu. Daji se vSak identifikovat
i davné ptikopy za tisice let zasypané okolni zeminou, protoZe zemina v zasypaném
prikopu mé obecné jinou (pfevazné vyssi) magnetickou susceptibilitu nez okolni ma-
terial. Proto se projevi jako anomélie magnetického pole.

Jeden z principu archeologické prospekce spoc¢iva v hledani anomaélii v hodnotach
magnetického pole naméfeného na zemském povrchu (viz napf. heslo Archaeology,
Magnetic Methods v [5]). V terénu se v uzlech pravidelné obdélnikové sité méii dife-
rencialnim magnetometrem vhodna slozka vektoru intenzity magnetického pole. Na-
méfend data pak tvori matici readlnych &isel, ktera odpovida geometrii sité.

Obr. 1. Lokalita Sumice. Vrstevnice naméfenych magnetickych dat.

Magnetické data znézornéna vrstevnicemi na obr. 1 byla naméfena v lokalité Su-
mice v okrese Znojmo v pravidelné ¢tvercové siti uzli méfeni na rovnobéznych pro-
filech, ktera pokryla celou lokalitu a v niz byla vzdalenost sousednich uzli i sousednich
profild 2 m [6]. Jiz z obr. 1 je vidét, Ze jde o kruhovy objekt tvofeny dvéma soustfed-
nymi piikopy, jeZ jsou na nékolika mistech pireruseny vstupy. V levé dolni ¢asti obrazku
vnéjsi prikop neni patrny. Byla publikovana hypotéza, Ze tato ¢ast prikopu nikdy
nebyla dobudovéna.
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Takovych a podobnych objekti je na Moravé, v éechéch, na Slovensku, v Rakousku
a v Madarsku cela fada. Nazyvaji se rondely a pochézeji z mladsi doby kamenné
(neolit, 64 tis. let pied n. 1.). PFedpoklada se, Ze rondely slouzily jako sidla. Pramér
rondelu byva kolem 80 m, nékdy i vétsi. Prvotni metody pro nalezeni takovych objekta
jsou zpravidla odkryv v ramci zachranného archeologického prizkumu nebo leteckéa
fotografie. Teprve pak pFichéazeji ke slovu magnetické metody [5].

Protoze anomalie na obr. 1 méa kruhovy charakter, nemé smysl provadét jeji smé-
rovou filtraci. Pfi zpracovani dat byl proto aplikovan ve frekven¢ni oblasti pouze slaby
pasmovy filtr, aby se odstranily projevy vysokych frekvenci, jez pfedstavuji Sum v na-

méfenych datech, a nejnizsi frekvence, jez jsou projevem trendu, ktery neni pro zpra-
covani zajimavy.

Obr. 2. Lokalita Sumice. Obr. 3. Lokalita Sumice.
Uméle osvétleny reliéf ohlazenych dat. Data ohlazena jinym filtrem neZ na obr. 2.

Na obr. 2 jsou data po filtraci zobrazena jako reliéf technikou umélého osvétlend
(v nagem piipadsé je ,zdroj svétla®“ v pravém hornim rohu obrazku). Uvnit¥ vnitiniho
prikopu jsou drobné anomaélie ohlazeny. Obrazek ukazuje i nevyhodu provedené filtrace
dat. Protoze sit méficich bodu je pfilis ridka, vystupuji po filtraci artefakty, odpovida-
jici struktufe sité a volbé filtru. Na obr. 3 je vysledek podobného zpracovani pomoci
jiného filtru s dolni propusti (svétla mista znamenaji vysoké hodnoty pole). Obrazky

jsou vytvofeny na tiskarné p¥i pouziti klasické techniky zvané digitdlni polotonovdni [7].

V levé horni ¢asti obr. 1 je vyznacena sonda, ktera byla v pribéhu archeologického
prizkumu vykopana a potvrdila existenci obou pfikopti asi 5 m Sirokych a 2,2 m hlu-
bokych.
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3. Linearni filtrace 1D dat

Prostorovy (Gasovy) filtr

Ukéazeme zpiisoby a vlastnosti nejjednodussi linearni filtrace (s tzv. polohové nezavislou
impulsni odezvou) prostorové (¢asové) omezeného signilu nejprve na jednorozmérném
ptikladé. Dvojrozmérny ptipad popiSeme pozdé&ji (srov. téZ skripta [2]). Uvazme koned-
nou posloupnost realnych dat V = [v;], 7 = 0,1,..., M —1, méFenych v ekvidistantnich
bodech na pfimce nebo v ¢ase a dalsi kone¢nou posloupnost realnych ¢isel predstavu-
jicich prostorovy nebo casovy filtr P = [pg], ¢ = —Q,...,Q, kde M a Q, Q@ < M
jsou prirozena ¢isla. Pro dalsi vyklad bude ucelné, kdyz misto kone¢né posloupnosti V'
budeme uvazovat nekonecnou posloupnost, kterd vznikne periodickym opakovanim
puvodné zmérenych M hodnot. Pro praktické ucely je tieba postupovat ponékud

Polozme tedy v;j4ar = v; pro vSechna j celd a tuto nekone¢nou periodickou posloup-
nost s periodou M ozna¢me pro jednoduchost opét V. Zavedeme diskrétni konvoluci
V =V x P vektori V a P vztahem

Q
v; = Z Uj—qPq - (1)
q=—Q

Nekone¢nou posloupnost V budeme nazyvat filtrovand data. Snadno se oveéri, ze
Uj+m = U; pro viechna j cela. Nekoneéna posloupnost V' je tedy periodicka s perio-
dou M a muzeme ji reprezentovat pomoci jejich M prvka v;, j =0,1,...,M — 1.

Jednoduché p¥iklady prostorovych filtri jsou horné propust (high-pass filter), ktera
z dat odstrani trend, tj. malo se ménici slozku dat, a ponecha v nich jejich vysoko-
frekvencni slozku, napf.

P=[-31-3],

a dolni propust (low-pass filter), ktera odstrani Sum, tj. vysokofrekvenéni slozku dat,
ale poneché nizké frekvence, napt. klouzavy primér

_ 111
P=553]-
Kombinaci horni a dolni propusti miZzeme vytvofit pdsmovou propust (band-pass filter)
nebo jeji opak, pdsmovou zddrz (band-reject filter). O efektu uvedenych propusti se
muzeme presvédéit pri jejich aplikaci na posloupnost konstantnich dat, tfeba V =
[...,1,1,...,1,...], ve vztahu (1).

Diskrétni Fourierova transformace

Nez uvedeme, jak se filtruji jednorozmérna data ve spektralni oblasti, ukazme, jak se
naméiend data interpoluji trigonometrickymi polynomy. Mé&jme tedy data V' namérena
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v M uzlech, jejichZ vzajemnéa vzdalenost je h,, a hledejme spojitou funkei v(z) takovou,
aby
v(jhg) =v;, j=0,1,...,M—1.

To je klasicka tloha trigonometrické interpolace. Budeme jeji feSeni predpokladat ve
tvaru

| M2
W)= 2 S sefil) ®)
k=—M/2
kde
2rkx . . 2mkx 2mikx
fr(z) = cos M 1Slthx = exp ( M. ) , (3)

k=—M/2,... M/2—1,

je M komplexnich goniometrickych funkci s nejvétsimi moZnymi periodami, fo =1
a si jsou koeficienty interpolace, které mohou obecné byt komplexni i pro realna
data V.

Snadno se odvodi (viz napt. [8]), ze

M—-1

2mijk
sk:Zvjexp 7;\14] , k=-M/2,...,M/2—-1, (4)

§=0
a Ze s témito koeficienty bude vzorec (2) skute¢né interpolovat data V, tj. Ze

M/2—1

1 2mijk
UJ:M Z Sk@Xp(—j\}] )7 ]:0,1,,M_1 (5)
k=—M/2

Ze vzorcu (4) a (5) dostaneme, ze data V jsou realna (tj. v; = 7;), pravé kdyz plati

S = S_k - (6)

Protoze z vlastnosti exponenciély ryze imaginarniho argumentu plyne si4a = Sk a

o (2T M)N (2w
pl————) == (-7 )

lze po posunuti sé¢itactho indexu psat interpolaci (5) ve tvaru

1= omijk
UijZOSkexp( M >7 ‘7:0717"'7M71' (7)

Nekone¢nou periodickou posloupnost komplexnich é&isel S = [si] s periodou M nazve-
me Fourierovo spektrum dat V. Vztah

= 2ijk
Sk:Z'Ujevajv k:Oalv"'vM_lv (8)

j=0
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ktery plyne ze (4) a pfevadi data V na spektrum S, se nazyva diskrétni Fourierova
transformace. Vztah (7), ktery prevadi spektrum S na data V', se nazyva inverzni
diskrétni Fourierova transformace. Diskrétni Fourierova transformace je uréitou ana-
logii spojité Fourierovy transformace.

Piipomenme, Ze diskrétni Fourierova transformace, ktera pfevadi data V na spekt-
rum S, je dana vzorcem (8), zatimco inverzni diskrétni Fourierovu transformaci, ktera
zobrazuje spektrum S na data V', pfedstavuje vzorec (7). Pro vzajemné vztahy mezi
daty a spektrem sta¢i uvazovat jen reprezentaci periodickych posloupnosti V a S
pomoci jejich M prvki.

Oznatme w = exp(2mi/M) ryze imaginarni ¢islo (M-tou primitivni odmocninu
z 1) a E = [ej], kde e, = ex; = exp(2mijk/M) = w’*, symetrickou &tvercovou
matici fadu M. Vypodtem se snadno ovéii, Zze matice E~! inverzni k E méa prvky
exp(—2mijk/M)/M = w=I* /M.

Pomoci tohoto oznaceni muzeme vztahy (8) a (7) prepsat jako nasobeni vektoru
matici,

S=FV, V=ES.

Zname-li prvky matice E, potfebujeme pro vypocet jednoho takového nasobeni vek-
toru matici, tj. pro vypocet spektra z dat nebo obricené, fadové M? operaci séitani
a nasobeni.

Vzorce (8) a (7) pfepiSme jako

M—1
Sk = Zwﬂkvj, k=0,1,....M—1,

j=0

1 M-1
v =17 ;wﬂksk, j=01,...,.M—1.

Piejdeme-li v poslednim vztahu k ¢islaim komplexné sdruzenym, dostaneme
| M-l
= jk* . _
vj = i kz_ow Sk, J=0,1,....M—1.

Najdeme-li tedy vyhodny algoritmus pro vypocet diskrétni transformace, muzeme
poditat inverzni diskrétni transformaci stejnym algoritmem. Do algoritmu vloZime &isla
komplexné sdruzené k prvkim spektra a jako vysledek dostaneme, po vydéleni M, ¢isla
komplexné sdruzené k prvkim dat.

Rychla Fourierova transformace

Algoritmus pro vypocet diskrétni Fourierovy transformace, ktery potifebuje fadoveé
méné operaci nez M?, je zaloZzen na néasledujicim tvrzeni.

Danielsonovo-Lanczosovo lemma. Budiz M sudé. Pak

sp=s04+wksh, k=0,1,...,M—1, (9)
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kde

M/2—-1 oriik
52: Z Vg €XP ——— iJ
/ M2’
M/2 1
2mijk
si: Z V2j41 €Xp M/JZ k=0,1,....M —1.
7=0

Tvrzeni lemmatu umoziiuje prevést vypocet diskrétni Fourierovy transformace vek-
toru V o M slozkach (transformaci délky M) na vypodcet transformace vektoru o M /2
slozkach vg; se sudymi indexy a transformace vektoru o M /2 slozkach va;y1 s lichymi
indexy. Nulu pro tento ucel povazujeme za sudé ¢islo. Po vypoctu téchto dvou trans-
formaci délky M/2 se slozka sy poiadovaného vysledku S o M slozkach dostane jako
linearn{ kombinace vhodnych slozek s a sj.

Je-li &islo M/2 sudé (tj. M je délitelné ¢tyfmi), miizeme obé& transformace dél-
ky M/2 stejuym zpusobem rozdélit opét na dvé transformace délky M /4. Takové
transformace délky M/4 budeme ted pocitat 4 a jejich vysledky budeme postupné
linearné kombinovat, abychom nakonec dostali vektor S.

Budeme-li pfedpokladat, Ze ¢islo M je mocnina 2, tj. M = 2", r > 1, miZeme
v déleni slozek vstupniho vektoru V', zkracovani délek transformaci a zvySovani poctu
téchto ,kratkych* transformaci pokracovat. Po r krocich dospé&jeme k M transforma-
cim délky 1. Podle vzorce (8), kde poloZime M = 1, zjistime, Ze transformace délky 1
jediné vstupni hodnoty je praveé tato hodnota. Zname tedy vysledky vSech transformaci
délky 1 a budeme vzorce Danielsonova-Lanczosova lemmatu pouzivat ke ,,zpétnému
chodu“, abychom postupnym linearnim kombinovanim vysledka kroka r,r — 1,...,1
dostali vektor S.

Pro M = 23 = 8 je algoritmus znazornén na obr. 4 pomoci signdlového grafu.
Krouzky znazorniuji vstupni data, mezivysledky a vystupni data, Sipky vyjadiuji s¢itani
jednotlivych hodnot vynasobenych koeficienty, které jsou u Sipek pripsany, a —1 zna-
mend zménu znameni hodnoty, ktera vstupuje do souc¢tu (a jde tedy o rozdil).

ProtoZe postupné systematicky délime vstupni data v; podle délitelnosti indexu j
mocninami dvou, je tfeba pfed zatatkem celého vypoctu (tj. pred zac¢atkem pocitani
transformaci délky 1) data pfeskupit zpisobem, ktery se nazyva bitovd reverze a je
vidét i na obr. 4 vlevo.

Algoritmus byl poprvé publikovan v praci [3], nazyva se rychld Fourierova trans-
formace a fadi se mezi nejvyznamnéjsich 10 algoritmi dvacatého stoleti [4]. Zakladnim
»,Sstavebnim kamenem* algoritmu je vzorec pro linearni kombinovani v Danielsonové-
Lanczosové lemmatu, ktery ma v prvnim kroku podobu (9), tj.

Sk = 52 + w s,lg )

Sk4-M/2 =50 —whsl, k=0,1,...,M/2 -1,
kde jsme uzili vzorec w*tM/2 = —wk. Celé toto schéma se nazyva motylek a je zna-
zornéno na obr. 5. Je vidét, ze cely signalovy graf rychlé Fourierovy transformace na
obr. 4 se sklad4 ze 3 sloupcii motylki (obecné r sloupcti) a v kazdém sloupci je M/2
motylki.
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V0 O ’>< \ ) o O O So
V4 O o O Q o 0 51
wo ) ><><
V2 O o 0 Q O O 59
w? -1
w? -1 w? -1
V1 O O 0} O O O S4
\ w” —1
wo ) ><>< w1 \
w? -1 w? —1
w? -1 w? -1 wd -1

Obr. 4. Signalovy graf rychlé Fourierovy transformace pro M = 8.

82 O Q Sk
sp O— Sk4-M/2
w” -1

Obr. 5. Motylek.

Ze signalového grafu se uz snadno da urcit pocet aritmetickych operaci potfebnych
pro vypocet rychlé Fourierovy transformace vektoru V o M = 2" slozkach. Protoze r =
log, M, je fadovy pocet operaci roven M log, M, coZ je (fadové) podstatné ménd nez
M?2, tj. pocet operaci potiebnych pro vypocet transformace z definice (8) nidsobenim
vektoru matici. Existuje fada variant rychlé Fourierovy transformace s po¢tem operaci
mirné odlisnym, avSak fadoveé je to vzdy M log, M.
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Spektralni filtr

Umime-li rychle (a tedy i levné) spocitat spektrum dat a také obracené data ze spektra,
muZzeme se zajimat o to, jak se ve spektru projevi prostorova nebo ¢asova filtrace dat,
ktera je popsana konvoluci (1). Ozna¢me F diskrétni Fourierovu transformaci (8)
a F~! jeji inverzi (7). Dodefinujme posloupnost P nulovymi prvky pro indexy q =
—M/2,....,—-Q—1aqg=Q+1,...,M/2—1 tak, aby pocet jejich prvka byl M. Ve
vzorci (1) pro konvoluci mizeme zménit meze souc¢tu na —M /2 a M/2 — 1, aniz by
se zménila hodnota vysledku. P¥i vypoctu F(P) postupujme zptisobem, ktery jsme
popsali pro vypocet F(V).

Pak miizeme vyslovit vétu, ktera se da dokazat pro Fourierovu transformaci vse-
obecné, nejen pro transformaci diskrétni.

Véta o konvoluci. Pro posloupnosti V' a P plati

F(VxP)=F(V) F(P),
V=VxP=FYFV) F(P)).

Zavedli jsme oznaceni pro soucin C' = A- B vektorii A a B po slozkdch, kde klademe
Cp = anpb, pro vsechny indexy n.

Jsou-li tedy V data, je S = F(V) jejich spektrum, a je-li P prostorovy filtr, je
T = F(P) jeho spektrum, které nazveme spektrdlnt filir. Pak S = F(V) - F(P) je
filtrované spektrum dat a V =V « P = F~Y(F(V) - F(P)) jsou filtrovana data.

Filtr muZzeme zadat pfimo jako spektralni, tj. zadat T = F(P), protoZe mé nazorny
geometricky smysl. Za reprezentaci nekonecné periodické posloupnosti S spektra dat
miZzeme zvolit jeji konefnou ¢ast o M prvcich s, k = —M/2,...,M/2 — 1. Podle (6)
budou data V realna, pravé kdyz sy = S_x. Pro konstrukei spektralnich 1D filtra
aplikovanych na realna data je uzite¢na predstava rozvoje dat podle redlnych bazovych
funkci, které z rozvoje podle funkei (3) dostaneme jednoduchou transformaci. Snadno
se spocte (srov. [2]), zZe

g (®) = s fr(v) + sk f-r(T)

2mikx i 2mikx /s 2rkx L
frd . ex — _ X = I .
Sk exXp Mh, S—_k exp Mh. Sk | COs Mh, argsg | ,

kde arg c je argument komplexniho ¢isla c¢. MtzZzeme si tak pfedstavit, Ze pro interpolaci
realnych dat pouziviame realné bazové funkce, které jsou typu kosinus. Funkece gi(x)
pak predstavuji redlné soucty pari s¢itancii ve vzorci pro interpolaci. Zaviseji na |s|
a argument kosinu zavisi, kromé k a x, téZ na fazovém posunu arg s; v pocatku.

P1i této volbé reprezentace nekonecné periodické posloupnosti lezi interpolacni
koeficienty sy, funkci fi o nejnizsich frekvencich ve vyjadieni (2) pobliz ,,prostfedniho®
koeficientu sg, ktery odpovida funkci fy = 1. Horni propust tedy muZeme ve spektru
realizovat tak, Ze zvolime pfirozené ¢islo n < M/2 (na jeho velikosti bude zéaviset
Hsila® filtru; filtr je tim silngjsi, ¢im vice modifikuje data), polozime slozky t_, ..., t,
spektralniho filtru T rovny 0 a ostatni slozky rovny 1. Po vynasobeni S=T-8 po
slozkach ,,odstranime* ze spektra S v8echny koeficienty si, |k| < n, a ve filtrovaném
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spektru tedy bude s, = 0, |k| < n. Pak bude nésledovat vypocet vV = ]-"’1(,?),
tj. filtrovanych dat. Podobné se sestroji i dolni nebo pasmova propust. Podminka (6)
zustane ve filtrovaném spektru zachovéina a filtrovana data budou realna.

Neékteré praktické poznamky ke spektralni filtraci (volba M jako mocniny 2, ohla-
zeni vstupnich dat, ohlazeni filtru) uvedeme déle pro dvojrozmérny piripad. Tykaji se
v8ak i jednorozmérného piipadu.

4. Linearni filtrace 2D dat

Prostorovy filtr

Realna 2D data méfena v ekvidistantni obdélnikové siti (tvofené ekvidistantnimi body
na ekvidistantnich rovnobé&znych profilech) ulozime do obdélnikové matice V' = [vj;],
7=0,1,....M—-1,1=0,1,..., N—1. Podobné zapiSeme prostorovy filtr jako obdélni-
kovou matici P = [pg], ¢ = —Q,...,Q, r = —R,..., R. Stejné jako v jednorozmérném
pripadé dodefinujeme data V' periodicky s periodou M v prvnim indexu a s periodou N
v drubhém indexu, tj. polozime v, a1+ N = vj. Ziskdme tak nekoneénou periodickou
matici dat, kterou budeme opét znacit V. Pfi praktické filtraci je tfeba, stejné jako
v jednorozmérném piipadé, postupovat ponékud slozitéjsim zptisobem, ktery ukazeme
pozdéji.
Diskrétni konvoluci V = V P matic V a P zavedeme analogicky k (1) vztahem

Q R
Vi = g g Vj—q,l—rDPqr -

=—Qr=—R

Matice V filtrovanych dat je nekoneéné periodicka matice, tj. VjtM,1+N = Uj;. Budeme
ji reprezentovat pomoci jejich M N prvka vy, j=0,1,...,. M —-1,1=0,1,...,N — 1.
Priklady prostorovych frekvenénich filtri mohou byt horni propust

1 _1 _1
B
1 1 1
8 8 8
nebo dolni propust
11 1
i1
P=13 35 3
11 1
9 9 9

P1i zpracovani dvojrozmérnych dat mame navic moznost jejich smérové filtrace,
které pro jednorozmérna data neexistuje. Prostorovy smérovy filtr v datech potlac¢uje
nebo zvyraziuje zvolené sméry (linie) prostfednictvim vypoctu gradientu diskrétnich
dat, jak uvidime nize.
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Diskrétni Fourierova transformace

Ozna¢me h, vzdalenost bodii na profilu a h, vzdalenost mezi profily méfeni. Ana-
logicky k (2) ted budeme interpolovat 2D data pomoci M N goniometrickych funkei
dvou proménnych

Fom(a,y) = 2rikx . 2mimy . 2mikr  2wimy (10)
m\ T, = €X - X - = €X - - ’
k> Y P\"Mh, ) P\ N, P\"Mn, ~ Nh,

k=-M/2,...,M/2—1, m=-N/2,...,N/2—1,

které maji nejvétsi mozné periody v x i y. Ukédze se, Ze koeficienty trigonometrického
interpolacniho vzorce jsou prvky dvojrozmérné diskrétni Fourierovy transformace S
dat V. Analogii vzorctu (8) a (7) bude diskrétni Fourierova transformace

M—-1N-1

omijk  2mil
gkm:ZZvjlexp%eXp ”;Vm, k=01,....M—1, m=0,1,...,.N—1,
j=0 1=0

a inverzni diskrétni Fourierova transformace

1 = omijk omilm
UjlWZZskmexp< i >exp( N ),
k=0 m=0
j=0,1,...,M—1,1=0,1,...,N—1.

Rychla Fourierova transformace se d& zobecnit pro vypocet dvojrozmérné diskrétni
transformace. Za predpokladu, ze M i N jsou mocniny 2, bude pocet operaci rychlé
transformace radové roven M N log, M N.

Spektralni filtr

Zavedeme-li sou¢in C = A- B matic A a B po slozkdch analogicky, jako jsme to udélali
pro vektory, tj. polozime-li ¢, = anpbynp pro viechny indexy n i p, snadno se dokaze
platnost véty o konvoluci. Mtizeme tedy i pro 2D data prevést prostorovou filtraci na
filtraci spektralni.

Spektralni frekvenéni filtrace bude ve 2D pfimym zobecnénim jednodimenzionél-
niho pfipadu. Data V jsou uspofaddana do matice o M Fadcich a N sloupcich a za
reprezentaci nekoneéné, po fadcich i po sloupcich periodické matice spektra S vezmeme
jeji kone¢nou ¢ast sgm, k= —-M/2,...,M/2—1,m = —N/2,...,N/2—1. Dosahneme
tak toho, co jsme pozadovali uz u 1D frekvenéni filtrace, tj. aby (pfiblizné) prostiedni
prvek matice S byl koeficient sgp u funkce foo = 1.

Podobné jako v jednorozmérném piipadé dodefinujme matici P prostorového filtru
nulovymi prvky tak, aby byla typu (M, N). Frekvenc¢ni filtr mtZeme zadat p¥imo jako
spektralni, tj. T = F(P). Pii filtraci musime mit na zfeteli, Ze analogicky ke vzorci (6)
budou data V realnd, praveé kdyz Siy, = 5_,—m. Pro konstrukei spektralnich 2D filtrt
aplikovanych na realna data je uzite¢na predstava rozvoje dat podle realnych bazovych
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funket, které z rozvoje podle funkei (10) dostaneme jednoduchou transformaci. Snadno
se vypocte, ze

gkm(x7y) = Sk:mfk:m(xay) + ka,fmf*k,fm(xay)

2rikxr  27mimy 2rikz  2mimy
= Skm €Xp <— M, - N—hy) + S—k,—m €XP ( Mh, + Nhy )
= 2[Spm| cos (277]% + 2mmy + arg skm) .

Mh, Nhy

Muzeme tak pro interpolaci 2D redlnych dat pouzit redlné bazové funkce, které jsou
typu kosinus. Funkce gim (x,y) pak predstavuji redlné soucty pari séitancii ve vzorci
pro interpolaci. Zaviseji na |Sgm,| a argument kosinu zavisi, kromé k, m, z, y, téz

na arg Skm-

A 2 N
N
\ Y
\
N
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
N N
N \
N \
\ N
N N |
N N |
N \
N N !
N\ N |
\
N AN
> \
N \
N 7
N -
I /\\\“
9] |~
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71
/>\ |
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B Mhyk
« >
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Obr. 6. Vlnity plech [Kresba: Hana Bilkova.

Jednotlivé funkce gk, se pro pevné k a m daji zobrazit jako ,vlnité plechy* (netlu-
mené kosinové vlny) definované v celé roviné xy. Jejich amplituda je 2|sk.m|, jejich
fazovy posun v pocatku je arg sk, a povrchové primky systému vlnitych plechi jsou
kolmé k piimce prochazejici po¢atkem, ktera svira s kladnou osou x thel « o tangenté
(Nhy/m)/(Mhy/k). Tuto pfimku nazveme smérem vinitého plechu (obr. 6). Uréitému
vlnitému plechu odpovidaji ve spektru koeficienty spp, a s_p, —m, jez lezi symetricky
vzhledem ke stfedu spektra, koeficientu sgg. Polozime-li tedy tpm = t—g,—m = 0 ve
spektru 7" filtru P, dostaneme Sy, = S_i,—m = 0 ve filtrovaném spektru a po inverzni
diskrétni Fourierové transformaci nebudou filtrovani data obsahovat slozku, ktera
odpovida sméru vlnitého plechu uréeného indexy k a m. Ve spektralnim smérovém
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filtru T', ktery m4 potlacit ur¢ity smér v datech, obvykle klademe t,, = t_, _, = 0
pro dvojice indext n a p, které pfedstavuji sméry vlnitych plecht v uréitém rozmezi
ahla (vysedi). Jak se snadno ukaZe, osa této vysece musi byt kolma ke sméru, ktery
chceme v datech odstranit.

V praxi je obvyklé, Ze vzdéilenost profili hy je nékolikrat vétsi nez vzdalenost h,
uzld na profilu. Pak lze diskrétni Fourierovu transformaci pouzit pro ,,vlozeni novych
profili* mezi stavajici. Ve spektru S dat tuto operaci provedeme zvétSsenim rozméru
spektra, tj. pfidime ke spektru vysoké frekvence, ale s nulovymi koeficienty si,, =
5_k,—m. Po inverzn{ diskrétni Fourierové transformaci dostaneme data V' interpolovana
mezi profily, jejichz spektrum se nelisi od spektra ptivodnich dat V.

T 1
T T
1 1
T T
. S / 7 -

ya 7

N— ———\ / %
\ N P A

\ \ / N\

. \ N / \, .
P N\
——————\ / N\
N P N a
\ /
\, - S
-
T
— = . __._._._.¥._._._.__ P e e
i
7 N\
7 S
7 S
7 S 7
S 7
—————7 S 7

f— —— A 7 :

S 7

/ 7 S 7
ya S 4

/ ———~/ S N\

N .
o

! !
T 1
1 1
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Obr. 7. Spektralni filtry: frekvenéni, smérovy a kombinovany.

Pro jednoduchost budeme déle predpokladat, ze data V' jsou méfena ve ¢tvercové
ekvidistantni siti, tj. h, = hy. Pokud znézoriiujeme spektrum dat nebo spektrum filtru,
coZ obecné mohou byt komplexni hodnoty s, nebo ti,,, je na obrazku amplitudové
spektrum, tj. realné nezaporné hodnoty |sgm| nebo [tgm,|. Schematické ukazky spektral-
nich filtrd T jsou na obr. 7 (bila barva znamenda jednicky, ¢erna nuly). Spektralni
filtr na obréazku vlevo je frekven¢ni, odstrani z dat velkou ¢ast nejvyssich frekvenci
a souCasné velkou ¢ast nejnizsich frekvenci, zbylou ¢ast, stfedni frekvence, propusti.
Je to tedy pasmova propust. Spektralni filtr uprostied je smérovy, odstrani data, ktera
odpovidaji pfiblizné svislému sméru, a ponecha data, kterd odpovidaji priblizné vo-
dorovnému sméru. Filtr na obrazku vpravo je kombinovany, jeho uc¢inek odpovida
aplikaci obou predchozich filtra po sobé. Je to tedy pasmova propust kombinovana se
smérovym filtrem, ktery propousti vodorovny smeér.

5. Jednoduché priklady

Pii praktické filtraci se v 1D i 2D pouziva nékolik technickych triki, které zarucuji,
ze se vyhneme jevu, zvanému okrajovy efekt. Velmi zjednoduSené fe¢eno, jde o ucinek,
ktery je v diskrétnich datech analogicky aliasingu p¥i zpracovani spojitych dat diskrét-
nimi prost¥edky (podrobné viz napf. [2]). Zabranime rozkmitani spektra vlivem koneé-
nosti dat a jejich periodizace a zabranime rozkmitéan{ filtrovanych dat, zpiisobenému
tim, Ze do nich filtr s ostrymi pfechody (jen jedni¢ky nebo nuly) zanese vysoké frek-
vence.
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Prvni operace (srov. [1]) tedy je odeéteni priiméru od vSech prvkii dat (to je vlastné
slaba horni propust) a doplnéni dat vhodnymi hodnotami z obou stran na podet M’
(nebo ve 2D fadky a sloupci vhodnych hodnot na pocet M’ x N'), pticemz M’ i N’
jsou pFirozené mocniny 2. Postupujeme pritom tak, Ze polozime krajni hodnoty (nebo
krajni fadky a sloupce) doplnénych dat rovny nule. Potom provedeme ohlazent dat,
tj. hladkou extrapolaci dat na puvodnich krajich profila k nule na novém kraji pro-
fili a hladkou extrapolaci ptivodnich krajnich profili také k nule na novych krajnich
profilech.

Pak aplikujeme diskrétni Fourierovu transformaci na M’ hodnot ohlazenych dat
(nebo dvojrozmérnou transformaci na M’ x N’ hodnot ohlazenych dat). Ziskané spekt-
rum vynéasobime po slozkach spektrem filtru, ve kterém jsme napied ohladili pfechody
mezi jednickami a nulami, a pak pouZzijeme inverzni diskrétni Fourierovu transformaci,
abychom dostali filtrovana data.

h P T

Obr. 8. Odstranéni jednoho systému vlnek Obr. 9. Odstranéni pasma frekvenci z dat.
typu sinc z dat.

Na obr. 8A jsou data, spoltend jako soucet dvou funkci typu sincz = sinz/z,
tj. tlumenych sinovych vln, jejichz povrchové pfimky jsou navzajem kolmé a jejichz
amplitudy jsou v poméru 10 : 1, bila4 barva odpovida vysokym hodnotam, tmava
nizkym. Na obr. 8B je spektrum dat. Systému vIn s vétsi amplitudou odpovida ve
spektru protahlé maximum kolmé na smér povrchovych pfimek tohoto systému v da-
tech. Smyslem zpracovéni je odstranit systém vin s vétsi amplitudou. Vhodny spektral-
ni smérovy filtr je na obr. 8C (je patrno, Ze mezi Gernou a bilou €asti filtru je Sedy
prechod, ktery odpovida ohlazeni filtru), zatimco filtrovana data na obr. 8D skuteéné
predstavuji jen systém vin s nizs§i amplitudou, ktery je v ptivodnich datech na obr. 8A
Spatné viditelny.

Dalsi piiklad vychazi z dat na obr. 9A (tzv. Siemensova riiZice, pouzivana k testova-
ni optickych zafizeni). Jeji spektrum je na obr. 9C. Jako spektralni frekvencni filtr byl
pouzit komplement pasmové propusti, tj. pasmova zadrz. Filtrované spektrum je na
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obr. 9D, bila tentokrat zna¢i nulové hodnoty v amplitudovém spektru. Ve filtrovanych
datech na obr. 9B je patrny ucinek zadrZe: stfed a okraje obrazku (nizké a vysoké
frekvence) zustaly zachovany, zatimco data v mezikruzi, jez odpovida stfednim frek-
vencim, jsou znehodnocena, tyto frekvence byly odstranény.

6. Dostupny software

Piehled o dostupném softwaru pro filtraci dvojrozmérnych dat (stejné jako o softwaru
pro feSeni jinych tloh) lze najit v kategorii softwaru pro zpracovani obrazii na strance
www.nist.gov, kterou provozuje National Institute for Standards and Technology ve
Spojenych statech. Stranka obsahuje odkazy na software, jenz je bezplatné k dispozici,
i komer¢ni software.

Z béZnych programovych systémt muzeme jmenovat tfeba Microsoft Photo Editor
nebo Adobe Photoshop, ale urc¢ité dalsi moznosti jsou i pfimou sou¢ésti novéjsich verzi
systému Windows Internet Explorer nebo Matlab. Malokdo by asi ¢ekal, Ze subroutina
pro rychlou Fourierovu transformaci je ukryta i v programu Microsoft Excel, kde je
mozno ji pouzit pro Fourierovu analyzu periodickych jednorozmérnych dat.

Programy pro zpracovani obrazii jsou schopny celé fady ritznych tprav, které se
vétsinou provadé&ji prostorovymi filtry (tj. ne ve spektru). Nékteré apravy pak jsou
pfipad zaostieni rozmazanych dat (deblurring, sharpening). Nejlepsi zpisob, jak se
s funkci takovych programi seznamit, je vyzkousSet si je na néjakém ,,cvicném* obraze.

Podobné digitalni techniky, at uz v prostorové nebo spektralni oblasti, se pouzivaji
napf. pii odstranéni Sumu (,,odzrnéni“) starych filmi na celuloidovych nosi¢ich nebo
v jedné dimenzi k ,,odSuméni“ zvukovych zdznamui na gramofonovych deskach.
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