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Uvod do financ¢nich derivati,
zvlasté forwardul a opci

Carmen Simerskd, Praha

1. Uvod

Termin ,finanéni derivat“ v souc¢asné dobé nalezneme v mnoha odbornych i béznych
textech. Oznacuje se tak jakykoliv finanéni nastroj (instrument), jehoZ cena je ngjakym
zpisobem odvozena (derivovana) od ceny realného aktiva (tzv. podkladového aktiva).
Obecnost této definice dava tusit, Ze existuje velké mnoZstvi riznych typta derivati.
Zakladnim pouzitim v8ech je ale jedna ze dvou moznosti: pokud méame v drzeni pod-
kladové aktivum, pak koupé derivatu na néj slouzi obecné ke snizeni rizika investice —
tzv. jeji zajisténi; pokud vlastnime pouze derivat, pak naopak spekulujeme na vyvoj
ceny podkladového aktiva a nage riziko muze byt (velmi) velké.

Tento ¢lanek ma za cil seznamit ¢tenafe se dvéma zakladnimi druhy derivata —
forwardem a opci. Prvni z nich tvori zaklad tzv. linearnich derivati — priblizné feceno,
zisk nebo ztrata z drZeni forwardu je linearni funkci okamzité ceny podkladového
aktiva. Opce je naopak prikladem derivatu nelinearniho, kdy zisk & ztrata zavisi na
této cené vyrazné nelinedrnim vztahem.

Zatimco matematicky aparit pro ocenovani forwardi je jednoduchy a primocary,
u opci je situace jina. Zde se uplatiiuje ¢asto zminovany Blackiv-Scholestiv model, se
kterym chceme ¢tenafe blize seznamit.

O finané¢nich derivatech je i v ¢eStiné fada publikaci, mnohé téZz na zakladni drovni
(napf. [1]). V loniském roce vySel v tomto ¢asopise odborny ¢lanek [2], ktery se zabyval
numerickymi metodami pro ocefiovani speciadlniho druhu opci — americkych kupnich
opci. Véfime, ze tento ¢lanek poslouzi jako zakladni informace pro pripadné zajemce
o numerické aspekty ocenovani derivati, zejména riznych typa opci.

2. Finanéni produkty a zakladni matematické nastroje

Clovek nebo instituce (banka, investi¢ni fond, podnik,...) mtZe investovat do produktu,
ktery je zhruba feceno

e bezrizikovy (jehoZ budouci hodnota je znama): pojistény vklad v bance, zakou-
peni statniho dluhopisu statu se stabilni ekonomikou,

e rizikovy (jehoZ hodnota je ndhodna veli¢ina): investice napiiklad na akciovych
trzich, do komodit, do pohyblivého kurzu mezi ménami, trokovych sazeb, do
derivati atd.
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Pravé vztah investora k riziku mtze vyrazné ovlivnit koneény vynos investice. Investic-
ni spole¢nosti vétsinou vytvareji portfolia z rizikovych a bezrizikovych investic, pokud
mozno tak, aby pii co nejmensim riziku byl dosazZen co nejvétsi zisk.

Pfipomefime vzorce pro bezrizikové investice (aktiva) P u nasledujicich typi
aroceni:

jednoduché irocens: P(t) = P(0)(1 + rt),

slozené drocent: P(t) = P(0)(1+ L)™,

kde P(t) znamena splatnou ¢astku za Gas t (méfeny v rocich) pfi poc¢atetnim depo-
zitu P(0), r tzv. nominalni (ro¢ni) urokovou sazbu a m je pocet pFipisovani troku
ro¢né pii proporciondlni Grokové sazbé .

Vzhledem k tomu, Ze lim,, ;o (1 + =)™ = e, je opodstatnéné definovat matema-
ticky vyhodné limitni troceni, které zde budeme déle pouzivat. (Zpétné odvozeni tro-
kovych sazeb jednoduchého i sloZzeného troceni ze sazeb spojitého troceni je snadné.)

Spojité vroceni : P(t) = P(0)e™, pro fixni tirokovou sazbu 7.

Ve finan¢ni matematice se k porovnéani penéznich ¢astek (tokd) z riznych ¢asovych
obdobi pouziva metoda ¢asové hodnoty penéz nazyvané princip soucasné hodnoty.
Pojem soucasnd hodnota financéniho toku planovaného k budoucimu datu 7T znamena
hodnotu tohoto toku vztazenou k néjakému referenénimu datu #y, kterym obvykle
byvé soucasné datum.

U spojitého aroceni se soucasna (diskontovana) hodnota v ¢ase ¢y budouciho to-
ku P(T) vypocte nésledovné:

P(ty) = P(T)e "(T—t0) (1)

Rizikové investice nazyvame ty, jejichz budouci hodnotu nelze pfedvidat. Pfi
jejich spravé je tifeba pocitat s kolisanim jejich ceny v case. Vétsinou jsou hodnoty
rizikového produktu ovlivnény mnoha faktory, u kterych predem nezname jejich cho-
vani. Ve finan¢ni matematice se k popisu nejistoty pouziva pocet pravdépodobnosti
a statistika.

Rizikové aktivum se nazyva podkladové aktivum, pokud jsou na ném zalozeny nebo
na ném zaviseji dalsi rizikové produkty, tzv. derivaty.

3. Derivaty a jejich ocenovani

Derivdt je definovan jako terminova smlouva na nékteré podkladové aktivum. Je to
obchod mezi dvéma stranami, kde se dohodnou podminky o budoucim nakupu nebo
prodeji urc¢itého podkladového aktiva a v budoucnu je tento obchod za téchto podmi-
nek realizovan (vypofadan).

Podle mezinarodnich standardi je derivat finanéni nastroj, ktery spliuje tyto pod-
minky:

a) jeho hodnota se méni v zavislosti na zméné ceny podkladového aktiva,

b) ktery nevyZzaduje po¢ateéni investici nebo vyZzaduje malou poc¢ate¢ni investici ve
srovnani s cenou podkladového aktiva,

¢) je vyporadan v budoucnosti.
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Poznamenejme, Ze podkladové aktivum nemusi byt nutné obchodovatelny nastroj.
Muze jim byt také burzovni index, poc¢asi, vysledek sportovniho utkani atd. Podstatou
derivatu je ¢asovy rozdil mezi datem sjednéni obchodu a jeho vyporadanim, pri¢emz
podminky a parametry obchodu jsou definovany v den sjednéni obchodu. Zménou
(ceny) podkladového aktiva do data vyporfadani dochazi ke zméné ceny prisluného
derivatu. Pokud jedna strana vydéla v den vypotradani néjakou ¢astku, potom druhé
stejnou ¢astku prodéla (jde tedy o tzv. nastroje s ,nulovym sou¢tem*). Smluvni strany
maji zajem uzaviit kontrakt jen tehdy, jestlize se jejich trzni oéekavani lisi. Pomoci
derivati lze vlastné obchodovat finanéni riziko na financ¢nich trzich.

Rozeznavame dva zéakladni typy derivata

e pevné (jsou zavazné pro obé& strany): forwardy, futures, swapy,
e podminéné (zaviseji na vili jedné strany kontraktu): opce.

Prikladem pevného derivatu je nésledujici komoditni forward.

Priklad 1. Péstitel brambor se na podzim obéaval, Ze na jafe cena brambor klesne.
S odbératelem brambor uzaviel smlouvu na prodej uréitého mnozstvi brambor za urci-
tou cenu v urcity ¢as na jafe. AZ ten Cas nastane, péstitel proda odbérateli sjednané
mnozstvi za pfedem sjednanou cenu, at uz bude cena brambor aktualné na trhu jaka-
koli. Péstitel se zajistil proti poklesu cen. Pokud cena skuteéné klesla pod sjednanou
cenu, péstitel se spravné zajistil, pokud stoupla, pripravil se o zisk. Protistrana kon-
traktu (miZe byt napi. vyrobce bramboraka) se také chtél zajistit, ale naopak proti
vzrastu cen. Oba davaji prednost jistoté pred spekulaci.

Derivaty jsou ovsem vyuzivany nejen k zajisténi, ale casto ke spekulativnim tce-
lim. Protistrana nebyva piimy odbératel, ale obchodnik-spekulant. S derivaty se pak

obchoduje jako s jinymi cennymi papiry. Je to ,,obchodovani se smlouvami na budouci
obchody*.

Priklad 2. Obchodnik-spekulant, ktery neni odbératel brambor, spekuluje na vzrast
cen brambor, aby mohl smlouvu pozdé&ji (do doby splatnosti) prodat nékterému odbé-
rateli. Jestlize na jafe dojde k podstatnému zdrazeni brambor (napf¥. dvojnasobnému,
neZ je cena dohodnuté ve forwardu), obchodnikovi se pravdépodobné podafi smlouvu
pred datem splatnosti prodat napf. odbérateli brambor za cenu, ktera bude vyhodna
i pro odbératele brambor. Obchodnik-spekulant bude mit zisk, aniz by s komoditou
prigel do styku. Stejné tak ovSem miuZe cena klesnout a potom smlouva ztraci svoji
cenu. Pokud obchodnik nechce byt zavalen bramborami, musi forward prodat odbéra-
teli brambor se ztratou.

Dalgim prikladem forwardu je:

Priklad 3. Podnikatel, ktery vyvazi z CR zbozi do Némecka, se zajisti v bance mé-
novym forwardem, ktery mu zarudi, Ze se kurz mezi ménami CZK a EUR zafixuje,
tj. stane se bezrizikovym. Podnikatel v budoucnosti obdrzi dohodnuty objem korun
pri prfedem dohodnuté konverzi mén. Roli spekulanta zde hraje banka.

Historicky dolozenym prikladem podminéného derivatu je:

Priklad 4. Opce, kterou sjednal v 6. stoleti pt.n.l. Thales Milétsky. Byla to smlouva
na mozny (nikoli povinny) budouci pronajem olivovych listi. Thales totiz predpokladal
na zakladé svych astrologickych pozorovani hojnou trodu oliv v nasledujicim roce.
V pristim roce pak rezervovanou kapacitu, tj. realizovanou opci, se ziskem prodal.
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Oceniovani derivati se déje na principu soucasné hodnoty finan¢nich toka (po-
uzivame zde spojité droceni viz (1)) a za predpokladu neexistence arbitraznich ptile-
Zitosti.! Princip nemoznosti arbitrdze znamena, ze dvé finanéni portfolia A a B, ktera
maji shodny budouci vynos v ¢ase T, museji mit stejnou cenu i pro véechna t € (0, 7).
V opa¢ném piipadé by pro ceny portfolii A(t), B(t) v ase to € (0,T) platilo:
A(to) > B(to) a zaroven A(T) = B(T'). To by znamenalo, Ze ten, kdo vlastni v ¢ase to
portfolio A, prodéa jej a nakoupi portfolio B, bude mit bezrizikovy zisk.

Princip nemozZnosti arbitraZe znamené, Ze neni moZno bez vynaloZeni investic
a podstoupeni néjakého rizika dosdhnout zisk.V praxi jsou arbitrazni prilezitosti pu-
sobenim trhu brzy odstranény.

Dale se pro ocenovani cen derivata predpoklada, ze likvidita aktiv je okamzita
a dokonal4, Gcastnici trhu si mohou pujcovat hotovost za bezrizikovou fixni tirokovou
sazbu r a navic, ze transak¢éni naklady jsou nulové.

4. Forward

Forward je jednoduchy derivat. Je to smlouva mezi prodejcem (kratka pozice) a ku-
pujicim (dlouhd pozice) sjednana v Case t = 0, Ze v ¢ase T prodejce proda kupujicimu
podkladové aktivum S za terminovou cenu K. Smlouva je zavaznd pro obé strany.
Sjednani forwardu nevyzaduje zadné pocatecni naklady.

Terminové cena K je zfejmé smluvena tak, aby hodnota forwardu byla pro obé dvé
strany smlouvy nulova. Jestlize S(t) znaci cenu podkladového aktiva S a f(¢) hodnotu
forwardu dlouhé pozice v ¢ase t € (0,T) (kratka pozice ma opané znaménko), potom
f(0) = 0. Hodnota forwardu f(t) se zfejmé vyviji v priab&hu ¢asového intervalu (0, T).
V intervalu (0,T) miZe mit kladnou i zdpornou hodnotu v zavislosti na cenach S(t).
V ¢&ase vyporadani je f(T) = S(T) — K (zisk nebo ztrata kupujiciho).

Spravedlivd cena forwardu (spravné stanovend, fair) F(t), t € (0,T) se nazyva takova
terminové cena, pii které by hodnota forwardu f(t) byla nulova, pokud by ¢as sjednani
kontraktu byl ¢, t € (0,T). Tedy F(0) = K a F(T) = S(T).

Pokud je podkladovym aktivem S:

e produkt, ktery nepfinasi zadny zisk (bezdividendova akcie, bezkuponovy dluho-
pis), a oznad¢ime-li terminovou cenu K, potom plati

ft)=S{t)—Ke ™™ a  F(t)=S8(t)e" TV, 2)

Pro dikaz staci uvazovat dvé portfolia A a B obsahujici v ¢ase t:

A: dlouhou pozici ve forwardu na S a hotovost Ke~"(T—%) kterou investor ulozi
na dobu (T —t) do banky za trokovou sazbu 7,

B: jednotku aktiva S.

V ¢ase T maji portfolia A i B tutéz hodnotu S(7), tj. cenu jednotky aktiva S,
nebot v A za ziskanou hotovost z banky K e "(T=er(T—t) = K obdrzime for-
wardem S. Plati: f(T)+ K = S(T).

1 Arbitrdz je finan¢ni transakce, pii které se pii nulovém poc&ateénim vkladu dosahuje piedem
jistého (bezrizikového) kladného zisku. Zisku se dosahuje bud na zakladé cenového rozdilu mezi dvéma
finanénimi trhy, nebo mezi dvéma finanénimi nastroji, kdy ceny na terminovém trhu neodpovidaji
cendm odvozenym z cen podkladovych aktiv na soucasném trhu.
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Stejnou hodnotu museji tedy mit (pfedpoklad nemoznosti arbitraze) i v ase ¢:
f(t) + Ke "(T=Y = §(t). P¥ipometime, 7e spravedliva cena F(t) je takova
cena K, pro kterou f(t) =0, kde t € (0,T). Odtud F(t) = S(t)e" T,

e produkt, ktery pfinasi do data splatnosti forwardu znamé platby (dividendy nebo
kupony), jejichZ soufasnd hodnota v ¢ase t je Dy, potom

J()=5(t) ~ Dy~ Ke 0w F(t) = (S() - D) TD. (3)

Pro dikaz uvazujeme portfolium A jako v dukaze pfedchoziho piipadu a B obsa-
hujici v ¢ase ¢ jednotku aktiva S a ptjcku hotovosti D;. Postupné ziskané platby
s celkovou soucasnou (diskontovanou) hodnotou D; se reinvestuji za bezrizikovou
sazbu r. Tedy jejich budouci hodnota v ¢ase T bude D, e"(T—1),

V case T maji portfolia A i B tutéz hodnotu — cenu jednotky aktiva S, nebot
v A za ziskanou hotovost K z banky obdrzime forwardem sjednané S. Zuro-
¢ené platby v bance zaplati ¢astku, kterou je tieba vratit, tj. Dy e"(T—* . Stejnou
hodnotu museji mit tedy i v case t: f(t) + Ke "T=Y = S(t) — D;. Odtud
F(t) = (S(t) — D;) e"T=0),

Obdobné by se ukazalo, ze je-li S

e produkt, ktery vynasi spojity zisk, ktery je spojitym tokem castek se spojitou
mirou s, potom
F(t) = S(t) el =T, (4)

e cizi ména, tedy devizovy kurz S(t) = Sp z(t), tj. kolik mény D lze ziskat za
jednotku mény Z,
F(t) = S(t)elro—rz)(T=1), (5)
Spravedlivy sménny kurz ménového forwardu zavisi na souc¢asném (spotovém)
kurzu a na bezrizikovych trokovych mirach v obou ménach. Piejdeme-li ze spoji-
tého troceni na bézné pouzivané ro¢ni sazby jednoduchého troceni a uvazujeme-
li rozdilné sazby pro ukladéani a pijcovani, potom nakupni sménny kurz mény Z
pro vypofadani v ¢ase T bude

L+ (T —t)

FY , =58 _(t ,
D,z D,Z( ) 1 +rg(T—t)

(6)

a obdobné prodejni kurz

L+ 789(T —t)

Fp,=8F (t)—2— 2
D,Z p.z(t) 1+ 0 (T — 1)

(7)
kde Sﬁz(t) je spotovy nédkupni sménny (SDPZ(t) prodejni) kurz mény Z (vy-
jad¥eny v méné D) v Case t, rg je bezrizikova urokova mira pro vklad v méné D
a rY bezrizikova tirokovA mira, za kterou lze dostat Gvér v méné D (obdobné
pro ménu 7).

~ive

je smlouva, jehoz pfedmétem je dohoda o fixaci Grokové sazby (napf. na avér) na
urcité konkrétni obdobi v budoucnosti. Podkladovym aktivem je tedy trokova sazba.
Pro spravedlivou (rovnovaznou) sazbu FRA odkazujeme na [3], [1].
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5. Opce

Opce je podminény derivat. Je to smlouva mezi dvéma partnery, ktera jedné strané —
drziteli opce (kupujicimu opci) — davéa pravo koupit (call opce) nebo prodat (put opce)
podkladové aktivum S v dany okamzik T' v budoucnosti (evropskd opce) nebo kdykoliv
do daného okamziku t < T (americkd opce) za pfedem dohodnutou realizacni cenu E.

Cena opce pri vyporadani zavisi na aktualni cené podkladového aktiva v den vypo-
fadani. Drzitel opce (zvyhodnéna dlouh4 pozice) se podle vyse této aktualni (spotoveé)
ceny rozhodne, zda opci realizuje ¢ nikoli. Druha strana (prodéavajici opce, kratka
pozice) se pasivné podfizuje rozhodnuti drzitele opce. Za pravo budouci realizace opce
plati drzitel opce v dobé sjednéani opéni prémii OP (tj. trzni cenu opce). Protistrana
(znevyhodnéna kratka pozice) tedy obdrzi v den sjednani opce opéni prémii. Tuto
op¢ni prémii drziteli opce nevraci bez ohledu na to, zda bude opce v den vypofadani
realizovana nebo ne.

Podle podkladového aktiva se rozlisuji rizné typy opci (na akcii, na ménu, na
akciovy index,...), pro které existuji riizné ocehovaci modely, tj. modely k urceni ceny
opci (opénich prémii). Uvedeme zde dale pouze vztah rovnovazné parity call a put
opce a spojity Blacktuv-Scholesiv model.

Cena opce je v dobé pied vyporadanim ovlivnéna mnoha faktory, ale nasledujici
maji na cenu opce zasadni vliv: S(¢), E, T, r a o. Posledni faktor ¢ znamena volatilitu
(rizikovost) ceny S podkladového aktiva S. Cim je volatilita vySsf, tim je vySSi i cena
opce. Nejdulezitéjsim faktorem z jmenovanych je zfejmeé cena S(t) podkladového akti-
va S. Pokud tato cena stoupne, musi stoupnout cena call opce, pro put opci to plati
obréacené. P¥i poklesu ceny S(t) musi vzriist cena put opce. Cim delsi je ¢as do reali-
zace T, tim je call opce drazsi (delsi prostor pro spekulaci a ofekavani). I kdyz se zda,
Ze pro put opci plati totéZ, neni tomu tak (podrobunéji viz [5]).

5.1 Evropska opce

UvaZzujme zde pouze oby¢ejnou evropskou opci, kde cena S(t) podkladového aktiva
zavisi pouze na Case t, napf. opce na akcii. Tento typ se nazyva vanilla opce. Kromé
obecnych predpokladii pro ocefiovani derivati (neexistence arbitraze,...) se u vanilla
opce predpokladé, ze v dobé do vypofadani opce nejsou zadné dalsi financéni toky
(dividendy nebo kupény) spojené s podkladovym aktivem. (Drzitel call opce na akcii
nem4 pravo na vyplatu dividend v pribéhu Zivota opce.)

Cena call opce C(T), resp. put opce P(T) pfi vyporadani v ¢ase T je ziejmé dana
rovnosti:

C(T) =max(S(T)— E,0), resp. P(T)=max(E—S(T),0). (8)

Call opci tedy investori kupuji, pokud ocekavaji vzestup ceny aktiva, a je prodavané
protistranou s opa¢nym ocekavanim. Koupé put opce byva zajisténim pii ocekavani
poklesu aktiva.

Tedy zavislost zisku dlouhé pozice call opce v ¢ase T na cené podkladového akti-
va S(T) lze matematicky zapsat jako Zg = max(S(T) — F,0) — OP, u kratké pozice
je Zyr = —max(S(T) — E,0) + OP = min(E — S(T), 0) + OP . Obdobné zavislosti
plati pro put opci.
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Zakladni problém pii obchodovani s opcemi je stanoveni rovnovdzné ceny (hodnoty)
opce v libovolném ¢ase t € (0,7), tj. stanoveni ceny opce tak, aby nemohlo dojit
k arbitrazi.

Parita put-call opce fiki, Ze staci znat pouze jednu z cen put nebo call opce.

Jestlize C(t) a P(t) zna¢i rovnovaZné ceny evropské call a put opce vypsané na
stejné aktivum S, na stejnou cenu E a ¢as T, potom plati nasledujici vztah mezi cenou
prodejni a kupni opce, tzv. parita put-call opce:

Pt)=C(t)+ Ee T _S(t), kde t < T. (9)

Pro dikaz uvazujme dvé portfolia v ¢ase t. A: put opci na S a soucasné podkladové
aktivum S, B: call opci na S a soucasné hotovost ve vysi Ee " (T=t kterou investor
vlozi do banky (tento vklad pfinese v ¢ase T ¢astku v hodnoté realiza¢ni ceny opce E).
Obé tato portfolia maji v ¢ase T stejnou hodnotu P(T)+ S(T) = C(T)+ E , a to
pro S(T) > E ipro S(T)< E. (Pro S(T) > E je P(T)+ S(T) =04+ 5(T) =
=S(T)—E+E=C(T)+E, obdobné pro S(T) < E.) Museji mit tedy rovnéz stejnou
hodnotu i v ¢ase ¢.

Na zékladé parity (9) lze call a put opce v dlouhych i kratkych pozicich volné
kombinovat. Tak napiiklad portfolio tvofené jednou call opci v dlouhé pozici a jednou
put opci v kratké pozici na totéz podkladové aktivum S se chova stejné jako portfolio
tvorené jednim forwardem na S (v dlouhé pozici), pficem? jeho terminova cena K je
realiza¢ni cenou F opci v ¢ase T'.

Dale plati pro call opci nerovnosti:
S(t) > C(t) > max(S(t) — Ee " T=Y 0) . (10)

Nerovnost vlevo plati, nebot v piipads, ze S(t) < C(t), investor v ¢ase ¢t koupi S
a proda call opci na S. Tim udé&la arbitraz. (V pfipadé, Ze by drzitel call opce v ¢ase T
tuto opci realizoval, tj. S(T) > E, dodal by mu investor aktivum S.)

Pro ditkaz pravé nerovnosti méjme dvé portfolia v ¢ase t. A: call opci na S a sou-
¢asné hotovost ve vysi Fe "(T~! (tento vklad pfinese v ¢ase T &astku v hodnoté
realiza¢ni ceny opce E), B: aktivum S.

Hodnota A(T) portfolia A je v ¢ase T vySsi nebo rovna hodnoté B(T') portfolia B,
atopro S(T) > E (A(T) =ST)—-E+E =S8(T)=DB(T))ipro S(T) < E
(A(T)=0+FE > S(T) = B(T) ). Stejna nerovnost musi tedy platit i v ¢ase t.

Nejhorsi pripad, ktery drziteli call opce muze nastat, je, ze opci nerealizuje, tedy
hodnota call opce musi byt vzdy nezéporna, tj. C(t) > 0. Z toho plyne prava nerovnost
v (10).

V piipadg, ze se cena S podkladového aktiva stava velmi velkou, potom je vysoce
pravdépodobné, ze drzitel opce bude opci v ¢ase T realizovat. Call opce se potom stava
forwardem s terminovou cenou K = E. Tedy

Ct) = S{t)—Ee T pro  S(t) = occ. (11)

5.2 Americka opce

Drzitel americké call opce mé pravo realizovat opci v pribéhu jejiho Zivota. Cena ame-
rické call opce C4(t) ma vzdy vyssi hodnotu nez evropska call opce, tj. C4(t) > C(t).
Totéz plati i pro put opce PA(t) > P(t). Ziejmé jako v (10) je S(t) > CA(t).
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Jestlize je aktivem akcie, na kterou je vyplacena dividenda, pak staci opci realizovat
tésné pred vyplacenim dividendy. Dividenda je tedy soucasti call opce.

V pfipadé americké call opce na bezdividendovou akecii se da ukazat, Ze neni vhodné
realizovat opci pfed dnem T. Potom se ale tato opce vlastné stava opci evropskou
a plati rovnost hodnot téchto opci. Pro put opci ale toto neplati. Put opci na totéz S
bez dividend je nékdy rozumné realizovat pfed dnem T, viz [4].

vvvvvv

rickou opci (bez dividend) plati nerovnosti podobné (9) a (10):
PA(t) > CA(t) + Be "1 — 5(1), (12)
CA(t) = C(t) > max(S(t) — Ee"T=% 0). (13)
6. Blackav-Scholesiv model

Blacktv-Scholesiv model predstavuje model oceniovani obecnych derivati ptivodné
vytvoreny jako model pro evropské opce typu vanilla [7]. Je modelem pro vypocet
rovnovazné ceny derivatu na podkladové aktivum S béhem zivota tohoto derivétu,
t<T.

Black, Scholes a pozdéji Merton vytvorili tento model na myslence, Ze lze opci na
trhu dokonale replikovat nakupem a prodejem podkladového aktiva a bezrizikového
aktiva ve ,spravném pomeéru“ a tim eliminovat risk. Pfedpokladali, kromé obecnych
predpokladi (nemoZnost arbitraze, dokonaly trh...), Ze se cena S podkladového aktiva
id{ stochastickym procesem (geometrickym Brownovym pohybem)

dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (), S(0) > 0, (14)

kde W (t) je Wienertiv proces. Stifedni hodnota u a smérodatnd odchylka o vynosu
aktiva S jsou konstanty procesu.

Rovnice (14) popisuje trend ceny S. Pokud o = 0, jde o ¢isté exponencialni trend,
pokud o # 0, popisuje odW (t) ndhodnou slozku.

Slavna Blackova-Scholesova (B-S) rovnice pro obecny derivat ika:
Jestlize C(S,t) zna¢i rovnovaznou cenu derivatu na S (bez dividend, kuponi, atp.),
pak za vySe uvedenych predpokladi tato cena vyhovuje parcialni diferencialni rovnici
2. fadu

oCc 1 02C aC

o0 1 2, 0°C ot _
atJrQJSaSQJrrSaS rC=0. (15)

Pro diikkaz postaveny na stochastickém diferencialnim poétu a na predpokladu doko-
nalého trhu odkazujeme na [7], [9] a [6].

Ilustrujme B-S rovnici na piikladu forwardu na nakup bezdividendové akcie S.
Polozime C(S,t) = f(S,t), kde f zna¢i hodnotu forwardu dlouhé pozice. Ta je déna,
viz (2), rovnosti: f(S,t) =S — Ke "7t tedy

of of O

= — _rK 77’(T7t) — s
ot ¢ Y T Y

Kdyz toto dosadime do levé strany B-S rovnice, dostavame skutecné:

~0. (16)

—rKe T 41§ —rf(S,t) =0. (17)
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Puvodni Blackav-Scholestiv model pro ocenovani evropskych call opci
vede na rovnici (15) , ktera ma dokonce analytické FeSeni.

Necht dale C(S,t) = C(t) znaéi rovnovaZnou cenu evropské call opce na akcii.
B-S rovnice (15) pro funkei C(S,t) predstavuje linearni diferencidlni rovnici para-
bolického typu (po tpravé difuzni rovnice). Tato rovnice se fesi ,zpétné“ na oblasti
S € (0,00), t € (0,T), pficem?

C(S,T) =max(S(T) - E, 0) (18)
je koncovou podminkou (viz (8)) a
C(0,t) =0 pro Yt e (0,T), C(S,t)~8—Ee ™" pro § 500  (19)

jsou okrajovymi podminkadmi pro rovnici. (Prvni okrajovd podminka plyne z (10)
a druha je (11).)

Uloha najit funkci C(S,t) vyhovujici B-S rovnici (15), koncové podmince (18)
a okrajovym podminkidm (19) mé jednozna¢né FeSeni.

Analytickym feSenim je Blackiv-Scholestiv vzorec pro cenu opce v Case t:

C(S,t) = S(t)N(dr) — Be "IN (dy), (20)

d
2
In(S(t)/E)+ (r £02/2)(T —t) a N(d) = 1 / e%ﬁdx.
ovT V2r
—00

S(t) znadi cenu akcie v ¢ase t, coz je ndhodnéa proménné s logaritmicko normélnim roz-
délenim, tedy jeji logaritmus mé normalni rozdéleni, o je ro¢ni volatilita (smérodatna
odchylka) spojitého vynosu akcie?.

N() je distribuéni funkce normalniho rozdéleni. N(d;) se nazyva koeficient zajis-
téni. Cim je pomér S/FE vyssi, tim je N(dy) blize k 1. N(d2) pfedstavuje pravdépodob-
nost, Ze call opce bude realizovana. Blackiv-Scholestv vzorec (20) lze tedy interpre-
tovat jako vaZzenou soucasnou hodnotu opce, pfi¢emz vahy odpovidaji ¢lentim N (d;)
a N(dg)

Na zékladé vztahu (9) pro paritu call a put opce lze Blacktav-Scholesiiv vzorec
odvodit i pro evropskou put opci.

Nejdiskutovanéjsim parametrem v B-S rovnici je asi stanoveni parametru volati-
lity vynosu podkladového aktiva o. Jeho hodnota je pro spravné ocenéni opce kli-
¢ové, nebot prave volatilita je pfedmétem riznych strategii. V praxi se o odhaduje
bud z ¢asovych fad historickych cen podkladovych aktiv (historicka volatilita), anebo
z B-S vzorce ze soucasnych dat (implikované volatilita).

kde d172 =

6.1 Kratce o nelinearitach

Problém vypoctu ceny americké opce s dividendou vede sice rovnéz na tlohu s B-S rov-
nici, ale s volnou hranici v okrajovych podmink4ch. Potom jde o tlohu nelinearni, ktera
vyzaduje numerické FeSeni, viz [7] a dalsi literatura citovana v [2].

Blacktv-Scholesiiv model byl postaven na pomérné silnych prfedpokladech. Jak
jsme zminili, dalezitym pfedpokladem pro platnost B-S rovnice je moznost dokonalé

2 Spojity vynos akcie za Gas At je definovan jako In(S(t + At)/S(t)) .
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repliky opce pomoci akcie a bezrizikového instrumentu. To vSak nelze provést, pokud

jsou uvazovany transakéni ndklady. Nicméné lze odvodit nelinedrni verze B-S rovnice,

kde wvolatilita o nebude jiz konstantni, ale zavisla na dalSich parametrech
2

o = o(t,S, %, %). Odvozenéa B-S rovnice je jiz nelinearni a feSitelnd jen pomoci

numerickych metod. Zminime napiiklad [10] a [11].

7. Poznamky na zavér

Blacktiv-Scholesiiv model byl publikovan v roce 1973. V té dobé nikdo netusil, jakym
zévratnym zpusobem se v nésledujicich desetiletich obchodovani s derivaty rozvine.
Jeho nejjednodussi vysledek — vzorec (20) — pouzivaji kazdodenné obchodnici s opcemi
i v dnesni dobé.

Uspésnost matematického modelovani (a nasledné kvantifikace finanéniho rizika),
ktera se zpocatku zdéala nezpochybnitelna, dostala vSak zejména v posledni dobé vazné
tickému odhadu rizik, coz se v nedavné dobé projevilo napt. v hypote¢ni krizi v USA
a jinde. Z pohledu matematiky jsou diuvody evidentni: nesplnéni predpokladi teorie.
Zejména pozadavek normalniho ndhodného rozdéleni a statistické nezéavislosti trznich
veli¢in se ukézal platit s dobrou pfibliznosti jen v dobéch ,,normélniho* chovani finané-
nich trhi. A pravé realné pozorovany odklon od téchto predpokladil — velké odchylky
cen a jejich korelace napfi¢ trhy a finanénimi instrumenty v turbulentnich dobach —
bolestivé ukizaly meze finan¢niho modelovani, véetné Blackova-Scholesova modelu.
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