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Opérations dérivées des treillis orthomodulaire (Part 1) 

J. SIMON 
Faculté pédagogique, Ostrava*) 

Le 11 juillet 1980 

Ľauteuг étudie quelques propriétés de ľalgèbre libre s/2 = (A, \ , / , ', 0, 1) ayant deux 
générateurs x, y dont les opéгations \ et / sont déгivées des éléments du tгeillis oгthomodulaiгe 
libгe :T2 = (Г, v , л , ', 0, 1), qui est engendгé paг x, y. 

Aвтop зaнимaeтcя нeкoтopымй cвoйcтвaми cвoбoднoй aлгeбpы s/2 = (A, \ , / , ' , 0, 1), 
пopoждeннoй элeмe гaми x, y, oпepaции ( \ , / ) кoтopoй вывeдeны из элeмe гoв cвoбoднoй 
opтoмoдуляpнoй cтpуктуpы :^2 = (Г, v , л , ' , 0,1) c oбpaзующими xt y. 

Autoг vуšetřuje nékteré vlastnosti volné algebгу s/2 = (A, \ , / , ' , 0, 1), geneгované 
prvkу x, y, jejíž operace \ a / jsou odvozenу z pгvkù volného oгtomodulárního svazu 3~2 = 
= (Г, V, л , ', 0, 1) s geneгátoгу д:, y. 

Dans cet article on va désigner£T2 = (T, v , A , ', 0, l)un treillis orthomodulai
re libre ayant deux générateurs x, y. Si (a, b) est un couple d'éléments de 2T2 tel que 
a ~ (a A b) v (a A b'), on dit que a commute avec b et on écrit aCb (cf. [l]). 
Voici les propriétés de la relation C: 

Lemme 1. Pour tout triplet (a, b, c)d'éléments de 2T2, les propositions suivantes 
sont vraies: 

(i) aCb => bCa (v) aCb, aCc =>i)v cCa 
(ii) aCb => a'Cb (vi) aCb, aCc => b A cCa 
(iii) aCb => a'Cb' (vii) a = b' => aCb. 
(iv) aCa' 

Rappelons encore le théorème de Foulis-Holland: les éléments a, b, c e&~2 

constituent un triplet distributif, si l'un de ces éléments commute avec les deux 
restants. (Voir [2].) 

1. Opérations \ , / 

Définissons deux opérations sur le treillis 2T2 par les formules suivantes: 

(1) a \ b = (a v b) A (a v b') A (a' v (a A b) v (a A b')) 

(2) a / b = (a v b) A (a' v b) A (b' v (a A b) v (a' A b)) . 

*) 701 03 Ostrava, Reální 5, Czechoslovakia. 



Les propriétés de ces opérations qui résultent immédiatement de (1) et de (2), 
sont données par le 

Lemme 2. Soient a, b e&~2- Alors 

(i) les opérations \ , / sont idempotents 
(ii) a\b = b / a 

(iii) a\b = a\b' , a / b = a / b 
(iv) (a \ b)' = a'\b', (a/ b)' = a' / b' 
(v) 0 \ a = a/0 = 0, a\0 = 0/ a = a 
(vi) 1 \ a = a/1 = 1, a\1 = l / a = a. 

Maintenant, nous allons démontrer la condition nécessaire et suffisante pour 
que aCb. 

Théorème 3. Soient a, b deux éléments d'un treillis orthomodulaire. Les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(A) aCb 
(B) a \ b = a 
(C) a / b = b. 

Démons t r a t i on . 

(A) => (B), (À) => (C): Soit aCb; parce que a v bCb', a v bCa, a'Ca, bCb', 
aCa A b, les triplets (a v b, a, b'), (a', a, a A b), (a, b, b') sont les triplets distri
b u a s d'après le théorème de Foulis-Holland. Nous obtenons par le calcul direct 

a \ b = (a v b) A (a v b') A (a' v (a A b) v (a A b')) = 
= (((a V b) A a) V ((a V b) A b')) A (((a ' V a) A (a' V b)) V (a A b')) = 

= (a V (a A b') V (b A b')) A ((a ' v b) v (a' V b)') = a , 

a / b = (a v b) A (a' v b) A (b ' v (a A b) v (a' A b)) = 

= (((a V b) A a') V b) A (((b ' V a) A (b ' V b)) V (a ' A b)) = 

= ((a A a') v (b A a') v b) A ((b ' v a) v (b ' v a)') = b . 

(B) => (A): Supposons que a \ b = a, puis 
a v (a \ b) = a v ((a v b) A (a v b') A (a' v (a A b) v (a A b'))) = a . 

Comme aC(a v b) A (a v b'), aCa' v (a A b) v (a A b'), nous pouvons mettre 
la dernière relation sur la forme 

(a V ((a V b) A (a V b'))) A (a V a' V (a A b) V (a A b')) = a 

(a v b) A (a v b') = a ; 
si nous passons ici aux orthocompléments, on reçoit 

a' = (a' A b) v (a' A b'). 
Donc a'Cb et aussi aCb. 
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(C) => (A): Si a / b = b, nous obtenons succesivement 
b v (a / b) = b v ((a v b) A (a' v b) A (b' v (a A b) v (a' A b))) = b 

(a v b) A (a' v b) = b 
(V A a) v (b' A a') = b' , 

ce qui implique aCb. 

2. Algèbre sf2 = (A, \ , / , ', 0 , /) 

Considérons les opérations ', 0, 1 du treillis ZT2 et ajoutons-y les opérations \ 
et / ; l'algèbre libre sé2 (A, \ , / , ', 0, 1) ayant les générateurs x, y ne cont
iendra pas tout les éléments de ZT2. Il est clair, que à $42 appartiennent 0, 1, x, y, 
x', y' et aussi 

/ = x/ y = x' / y = (x v y) A (x' v y) A (y' v (x A y) v (x' A y)), 
u = x \ y = x \ y' = (x v y) A (X V y') A (X' v (X A y) v (x A y')), 
t' = (x / y)' = x' / y' = x / y' = (x' v y') A (x v y') A (y v (x' A yf) v (x A / ) ) , 
u' = (x \ y)' = x' \ y' = x' \ y = (x' v y') A (X' V y) A (X V (X' A y') v (x' A y)). 

Si nous cherchons d'autres éléments de s/2, nous voyons que $42 est stable pour 
les deux opérations \ et / , ce qui résulte de 

Le m me 4. Pour x, y, t, u e sé2 est 

(i) X \t = U (vi) u / t = y 

00 X / t = y (vii) X \ U = X 

(ІІІ) y\t = y (viii) x/ u = u 

(ІV) y /t = t (ix) y\u = t 

(v) u\t = t w y / U = X 

Démons t ra t ion . 

Nous allons démontrer (i), les démonstrations (ii) — (x) sont analogiques. 
x\t = x\(x /y) = x\((x v y) A (x' v y) A (y' v (x A y) v (x' A y))) 

= (X V ((X V y) A (x' V y) A (y' V (X A y) V (x' A y)))) A 

(x v (x' A y') v (x A y') v (y A (X' V y') A (x v y'))) A 

(x' V (x A (x V y) A (x' V y) A (y' V (x A y) V (x' A y))) V 

(X A ((x' A y') V (x A y') V (y A (x' V y') A (x V / ) ) ) ) ) = 

((x v ((x v y) A (x' v v))) A (x v y' v (x A y) v (x' A y))) A 

((x' A y') v ((x v y) A (x v ((x' v y') A (x v y'))))) A 
(x' v ((x' v y) A ((x A y') v (x A ((X A y) v (x' A y))))) v 
(X A ((x' A y') V (x A y'))) V (X A y A (x' V y') A (x V / ) ) ) = 

= (x V y) A (x V y') A (x' V (x A y) V (x A y')) = X \ y = U 

d'après le théorème de Foulis-Holland. 
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Nous pouvons tirer avantage des propositions du Lemme 4 à déterminer tout 
les éléments d'algèbre sé2. Considérant toutes les possibilités, nous aboutirons au 
résultat: l'algèbre sé2 a dix éléments 0, 1, x, y, x', y', t, u, t'. u'. Voici les tables 
d'opérations pour \ et / : 

Table 1. 

0 1 /' 

0 
1 
x 

У 
x 

y' 
t 

u 

ť 
u' 

0 
1 
X 

У 

X 

У' 
t 
u 
ť 

0 
1 
X 

У 

X 

У' 

t 
u 

ť 

0 
1 
X 

t 
x' 
ť 
У 
u 

y' 

0 
1 
u 

У 
u' 

y' 
t 

x 

ť 

0 
1 
u 
У 
u' 

y' 
t 

x 

ť 

0 
1 
u 
У 
u' 
У' 
t 
x 
ť 

Table 2. 

/ í ° 1 X У X ' У' t u ť u 

0 0 1 X У x' У' t u ť u 
1 0 1 X У X* y' t u ť u' 
X 0 1 X t x' ť У u y' u' 

У 0 1 u У u' y' t X ť X 

x' 0 1 X t X ť У u y' u' 

У' 0 1 u У u y' t X ť x' 
t 0 1 u У u y' t X ť x' 
u 0 1 X t X ' ť У u У' u 

ť 0 1 u У u' y' t X ť X 

u' 0 1 X t X ť У u y' u' 

Aucune des opérations \ , / n'est pas associative, néanmoins, elles satisfont 
aux certaines modifications de al loi associative. 

Théorème 5. Pour tout triplet (a, b, c) d'éléments de sé2 est 

(3) a/(b/c) = b/(a/c). 

D é m o n s t r a t i o n . 

Il est clair, que (3) est vérifiée pour c = 0, 1. Notons 

K = [0, \,x,x',u,u'} 
L = {y, y', t, t'} 
M = {0,1, y, y', t,t'} 
N = {x, x', u, u'} 

et choisissons successivement c = x, x', y, y', t, t', u, u'. 

10 



I. c = x: comme nous voyons de Table 2, les expressions a / c, b / c égalent x ou u 
pour tout a, be sé2\ avec cela 

a / c = b / c = x o a, b e K 
a / c = b / c = u o a, b e L . 

Considérons quatre cas possibles: 

1. a / c = b/c = x=>a/(b/c) = a/x = x = b / x = b /(a / c) 
2. a / c = x, b/c = u=>a/(b/c) = a/u = u = b/x = b/(a/c) 
3. a / c = u, b/c = x=>a/(b/c) = a/x = u = b/u = b/(a/c) 
4. a/c = b/c = u=>a/(b/c) = a/u = x = b/u = b/(a/c). 

Évidemment, en tout cas (3) est vérifiée. 

II. c = y: 

a / c = b / c = y o a,b e M 
a / c = b / c = t o a, b e N 

1. a/c = b/c = y=>a/(b/c) = a/y = y = b/y = b/(a/c) 
2. a / c = y, b/c = t=>a/(b/c) = a/t = t = b/y = b/(a/c) 
3. a/c = t, b/c = y=>a/(b/c) = a/y = t=b/t = b/(a/c) 
4. a/c = b/c = t=>a/(b/c) = a/t = y = b/t = b/(a/c) 

III. c = x': 

a / c = b/c = x'oa, beK 
a / c = b / c = u' o a, b e L 

1. a/c = b/c = x'=>a/(b/c) = a/x' = x' = b/x' = b/(a/c) 
2. a / c = x', b/c = u'=>a/(b/c) = a/u' = u' = b/x' = b/(a/c) 
3. a / c = u', b/c = x'=>a/(b/c) = a/x' = u' = b/uf = b/(a/c) 
4. a/c = b/c = u'=>a/(b/c) = a/u' = x' = b/u' = b/(a/c) 

IV. c = y': 

a / c = b / c = y' o a, b e M 
a/c = b/c = t' o a, be N 

1. a/c=b/c = y'=>a/(b/c) = a/y' = y' = b/y' = b/(a/c) 
2. a / c = y', b/c = t'=>a/(b/c) = a/t' = t' = b/y' = b/(a/c) 
3. a / c = t', b/c = y'=>a/(b/c) = a/y' = t' = b/t'= /(a/ c) 
4. a/c = b/c = t'=>a/(b/c) = a/t' = y' = b/t' = b/(a/c) 

V. c = t: 

a / c = b / c = t o a, b e M 
a / c = b / c = y o a, b e N 

1. a/c = b/c=ta/(b/c) = a/t=t=b/t = b/(a/c) 
2. a / c = t, b/c = y=>a/(b/c) = a/y = y = b/t=b/(a/c) 
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3. a / c = y, b/c = t=>a/(b/c) = a/t = y=b/y = b/(a/c) 
4. a/c = b/c = y=>a/(b/c) = a/y = t=b/y = b/(a/c) 

VI. c = u: 

a / c = b / c = u o a, b e K 
a / c = b/c = xoa,beL 

1. a / c = b/c = u=>a/(b/c) = a/u = u = b / u = b / (a / c) 
2. a / c = u, b/c = x=>a/(b/c) = a/x = x = b/u = b/(a/c) 
3. a / c = x, b/c = u=>a/(b/c) = a/u = x = b/x=b/(a/c) 
4. a/c = b/c = x=>a/(b/c) = a/x = u = b/x = b/(a/c) 

VIL c = t': 

a / c = b / c = t' o a, b s M 
a / c = b / c = y' o a, b E N 

1. a/c = b/c = t'=>a/(b/c) = a/t' = t' = b/t' = b/(a/c) 
2. a / c = t', b / c = y' => a / (b / c) = a / y' = y' = b / t' = b / (a / c) 
3. a / c = y', b / c = t' => a / (b / c) = a / t' = y' = b / y' = b / (a / c) 
4. a / c = b / c = y' => a / (b / c) = a / y' = t' = b / y' = b / (a / c) 

VIII. c = u': 

a / c = b / c = u' o a, b EK 

a / c = b/c = x'oa,bEL 

1. a / c = b / c = u' => a / (b / c) = a / u' = u' = b / u' = b / a / c) 
2. a / c = u', b/c = x'=>a/(b/c) = a/x' = x' = b/u' = b/(a/c) 
3. a / c = x', b/c = u'=>a/(b/c) = a/u' = x' = b/x' = b/(a/c) 
4. a / c = b / c = x' => a / (b / c) = a / x' = u' = b / x' = b / (a / c) 

De cette manière, le théorème est démontré. 

Voici une conséquence immédiate du Théorème 5 et du Lemme 2: 

Coro l la i re 6. Pour tout triplet (a, b, C)E sé2, les égalités suivantes sont 
vérifiées: 

(4) (a \ b) \ c = (a \ c) \ b 
(5) (a \ b) \ a = a / (b / a) = a \ b . 

T h é o r è m e 7. Les opérations \ et / de l'algèbre sé2 sont autodistributives, 
c'est-à-dire que 
(6) a /(b / c) = (a / b)/(a / c) 
(7) (b / c)/ a = (b / a)/(c/ a) 
(8) a \ (b \ c) = (a \ b) \ (a \ c) 
(9) (b \ c) \ a = (b \ a) \ (c \ a) 

pour tout triplet (a, b, c) d'éléments de .s/2-
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Démons t r a t i on . 

D'après le Lemme 2, (6) et (9) sont équivalentes de même que (7) et (8). Alors, 
if suffit de démontrer (6) et (8). 

L'égalité (6) est vraie pour c = 0, 1 ; pour c e s/2 restants nous la prouvons de 
la même manière comme (3). 

Soit c = x. Alors a/c = x ou a/c = u pour tout a e sé2. En tout cas possible 
l'égalité (6) est vérifiée. En effet, si K, L, M, N sont les ensembles de la démonstration 
du Théorème 5, nous obtenons: 

1. a/c=b/c = x=>a, beK, a/beK=>a/(b/c) = a/x = x = (a/b)/x = 
= (a / b)/(a / c), 

2. a / c = x, b / c = u=> a e K, b e L, a / b e L => a / (b / c) = a / u = u = 
= (a / b)/ x = (a / b)/(a / c), 

3. a / c = u, b/c = x=>aeL, beK, a/beK=>a/(b/c) = a/x = u = 
= (a / b)/u = (a / b) / (a / c), 

4. a / c = b / c = u => a, b e L, a/beL=>a/(b/c) = a / u = x = (a / b) / u = 
= (a / b)/(a / c). 

Par analogie, on démontre (6) pour c = y, x', y', t, u, i'', u' et (8) pour tout 
ce s/2. 

Corol la i re 8. Les opérations \ et / de l'algèbre s/2 sont réciproquement 
distributives, c'est-à-dire que 

(DO a / (b \ c) = (a / b) \ (a / c) 
(DL) a \ (b / c) = (a \ b) / (a \ c) 
(Dp) (b \ c) / a = (b / a)\(c / a) 
(D>) (b / c)\ a = (b \ a)/(c\a) 

pour tout triplet (a, b, c) d'éléments de sé2. 

Démons t r a t i on . 

Il est clair, que 

a / (b \ c) = (b\c)\a = (b \ a) \ (c \ a) = (a / b)\(a / c) 

d'après (9). Analogiquement aussi (D^), (Dp), (Dp) découle de (7), (8), (6), respecti
vement. 

Étudions maintenant les formes des lois „d'absorption" dans s/2. (Voir [3].) 
Comme les opérations \ et / ne sont pas commutatives, il faut prendre en con
sidération les expressions a / (a \ b), a /(b\ a), (a\b)/ a, (b\a)/ a, a\(a / b) 
a\(b / a), (a / b)\ a, (b / a)\ a. Si nous utilisons (ii) du Lemme 2, nous obtenons 

a /(a \ b) = a\(a/ b) = (b / a)\a = (b\a)/a 
a\(b / a) = (a \ b) / a 
a /(b\a) = (a / b)\a . 
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Pour ces trois expressions du type „d'absorption" est vérifié le 

Théorème 9. Pour tout couple (a, b) d'éléments de ..o/2 les conditions suivantes 
sont satisfaites: 

( A j a/(a\b) = a\b 
(A2) (a\b)/ a = a 
(A3) (a/b)\a = b. 

Démonstration. 

Ad (Ai): Ici a /(a\b) = a /(b / a) = b/(a/ a) = b / a = a\b d'après (3). 
Ad (A2), (A3): En utilisant le théorème de Foulis-Holland, nous obtenons: 

(a\b) / a = a\(a\b) = (a v ((a v b) A (a v b') A (a' v (a A b) v 
v (a A b')))) A 
A (a v ((a' v b') A (a' v b) A (a v (a' A b') v (a' A b)))) A 

A (a' v (a A (a v b) A (a v b') A (a' v (a A b) v (a A b'))) v 
v (a A (a' v b') A (a' v b) A (a v (a' A b') v (a' A b)))) = 
= ((a v b) A (a v b')) A (a v (a' A b') v (a' A b)) A 

A (a' v (a A b) v (a A b') v (a A (a' v b) A (a' v b'))) = 
= a A 1 = a , 
(a / b) \ a = a / (a / b) = (a v ((a v b) A (a' v b) A (b' v (a A b) v 
v (a' A b)))) A 
A (a' v ((a v b) A (a' v b) A (b' v (a A b) v (a' A b)))) A 

A (((a' v b') A (a v b') A (b v (a' A b') v (a A b'))) v 
v (a A (a v b) A (a' v b) A (b' v (a A b) v (a' A b))) v 
v (a' A (a v b) A (a' v b) A (b' v (a A b) v (a' A b)))) = 
= (a v b) A (a' v b) A ((a' A b') v (a A b') v b) = h . 
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