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By an easy calculation we obtain the required coefficients 

jn +m)(a+l) — 2(X + 1) (n + m + X) 
(H ~ 2(n + m + 2X)(n + m + 2X+2) ™ * (* ~ M) C° ~ 

_ (a + m) (s — 2X — 1) — 2A (A + 1) _ 
2(w + w + 2A) (n + m + 2X+2) {H M) C° 

-... (a ~f- w + " + X) (m + X) X(s — X) 2 
aA~i ~* — ^ + m + 2 A ) ^ + ^ + 2A + 1) co" 

(To be continued.) 

Das jährliche mathematische Risiko der Versiche­
rungen, bei welchen zwei von einander verschiedene 
Ereignisse die vorzeitige Auflösung herbeiführen 

Icönnen. 
Von Hans Koeppler, Berlin. 

Unterliegen die drei Wahrscheinlichkeiten pv p2 und pz der Bedin­
gung 

Pu+ Pa+ P3= 1 

und sind eine große Zahl s Beobachtungen angestellt worden, so besteht 
nach dem Satze von Bernoulli die Wahrscheinlichkeit 

1 ^o*»1» >7 \Pt(l-~P*)oit+PiQ — Pi)"** + 2PiPt<'i<rt} 
P(a\y a2) - r e ~*PiM*1 . - j . 

daß die Abweichung ± ort von der wahrscheinlichen Ereignißzahl sp1 

und die Abweichung + a2 von der wahrscheinlichen Ereignißzahl sp2 

stattfinden wird. Setzen wir 

1 — D2 1 — p± 1 

2*ft?3 25P2P3 «IV 
sowie 

- 1 _ 0 ~ f t j ( l - - f t ) l _ Ä a a ^ a « Ä 4 ' 
^ Ä f t t t » 4**Piftp3* 4 * W n 2* 12 

so können wir der Wahrscheinlichkeit auch die bekannte allgemeine 
Jform geben; 
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P / - „ \ _ V^ . - ( " . I Ö J ' T W 1-2«,^,^) 
«M0i» o 2 ; — ~ - e 

Wir betrachten die beiden Versicherungsarten, deren aufgezinste Risiko­
prämien nach den Formeln * 

II ~ px (K — V) — p2V (Form I) 
und 

77' _= Vx(Kx — V) + P2(#2 — V) (Form II) 

berechnet werden. In diesen bedeuten K, K1? K2 die während des be­
trachteten Versicherungsjahrs versicherten Leistungen und V das am 
Ende des Versicher ungs jahrs vorhandene Deckungskapital. Bei Auf­
treten der Abweichungen ax und a2 von den wahrscheinlichen Ereigniß-
zahlen spx und sp2 ist in der Voraussetzung s gleichartiger Verträge der 
Gewinn oder Verlust 

a) für die Versich er ungsform I: 

AT(ffi> ^2) = (*Pi + tfi) K — ifiP* + ö-2) V — sll 
= ax(K — V) — a2V •=== cxax — c2a2 

h) für die Versicherungsform II : 

•X'frv <*) = (*Pi + *i) (#1 - *7) + (*P* + er«) (K2 - V) - s l l 
= cr^K! — V) + a2(K2 — V) = CICJI + c2cr2. 

Ein Verlust liegt vor, wenn qo^ ^f c2cr2 > 0, dagegen ist ein Gewinn 
vorhanden, wenn c2ax ~f c2a2 < 0, 

Im ersten Falle hat die Summe der aufgezinsten Risikoprämien 
zur Deckung der Leistungen nicht ausgereicht, im zweiten Falle dagegen 
bleibt ein Teil der Summe der aufgezinsten Risikoprämien übrig. 

Überträgt man die von Hattendorf1) und Wittstein2) gegebene 
Berechnung des mathematischen Risikos auf diese schwierigeren Fälle, 
so wird man als mathematisches Risiko des betrachteten Versicherungs­
jahrs die Integralausdrücke 

SJS 
cjde2fe-<a»*-'+2n^+a^\ љ,. _ 
— 00 €j 

— Cf2 

Cl „ 
c2 

fdat f e - ^ ^ ^ ^ a Л a Л (I) 
c 2 

*) Über die Berechnung der Reserven und des Risico bei der Lebens­
versicherung, Rundschau der Versicherungen von Dr. E. A. Masins, Leipzig 
1868. 

2) Das mathematische Risiko der Versicherungsgesellschaften* Han-% 
nover 1885. 
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ünd 

R> Ä ÏÄ Lfdщ ^(W+i-^+W)^^ + 

rj*,. . fe~(a»"'"2 
ч 

rtł2ai<Гa-Ь«jг) 

ĄЯ l 

""' ст2 doг (") 

ansehen können, die dem Zweck dienen, die Hoffnungswerte aller 
Gebahrungen zu berechnen, weiche den Ungleichungen 

0 0 ^ V i c2a2 ^ ° (-4) 
und 

00 !> qo^ -f- c$a2 2> o (ß) 
gentigen, Diese Ausdrücke hatte der Verfasser bereits in seinen beiden 
Arbeiten „Risikoberechnungen bei mehr als zwei Ereignissen ein und 
desselben Zeitraums4'3) und „Die Berechnung des jährlichen Risikos 
schwierigerer Versicherungsarten'*4) dargestellt und ausgewertet. Einer 
späteren Untersuchung war die Erkenntniß vorbehalten, daß sich das 
mathematische Risiko unter Einhaltung der Ungleichungen (.4) und (B) 
auch durch die einfacheren Ausdrücke 

iг = 

oder 

УJ 
Л 

c./dffa fe~/<a" "a) OÌ dax — c3foгdoгfe~l(a^•Яl) dax 

-f* f s 
•--06 <% 

<*з 

i * ^ L \ c j a x d a j e ~ 1 { a u ů i ) d a 2 — cjdajt 
¥ I -06 -.-os — oe — ce 

~ , ( <"'<"Чtf<x2 

sowie 

Д' = M q/a i dOifeГ1^' "г} do2 + cгfdox fe~f("1'0,) <тг doг 

t -~Oö Ѓ, — CC Г» J 

(la) 

(16) 

(-«) 
« Г, 

~<Tг 

oďer 

Jř'.=- M cj/tfoj fe~'(a"''t)o1 dax + c%fo%doife~'{ai"'t) dox > (26) 
"^ t—• o- f t — oe C t J 

in denen 
axxał + ^ i s ^ Л + -høłÄ /tøi* **) 

*) Zeitschrift für Mathematik und Phvsik» Band 63, Heft 4, Leipzig 
1915. 

4) Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherun£ts-
mathematiker» Heft 11» Bern 1916. 
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zur Abkürzung gesetzt wurde, darstellen lasse. Wir haben hun eim 
Rei he von Integrationen zu erledigen. 

Für'das Integral des Ausdrucks (la) 

oo oo 

fdaife~K"it"') ax dax 
—. OO <* 2 

ci 

setzen wir, zur Abkürzung cjcx = a schreibend, 

oo oo 0 » 

fdotfe~K'"'"i ax dax +fdatfe"l(a" ",) ax dax = 
0 aof2 — oo a<79 

oo. oo oo oo 

z=fdatfe~H'''*o1do1+fdatfe~K"' _<T,) <r. « to^ 
0 a<ra 0 —• aa2 

Wenden wir darauf die» Substitution 

Ox = t . (T2, (fcTj = <72 tfft 

an, so folgt ferner 

OO r- 00 OC 

fo2*da2 /«-<«»«•+-«.-'+•-)«.'^ + re-(«»«'-2«„e+«B)a.^^ = 

0 La - a 

^ [ j VifiT^t+a^U + i (a^ —2â  + ̂ J i e M ^ ̂ * 
Die beiden in den Klammern stehenden Integrale ermitteln wir durch 
Anwendung des leieht berechenbaren allgemeinen Integrals 

/ IM / ^ ^22±«X2^ j c 

J (a„t2 + 2a,J + a.>t>Yh AVnl.t* M 9n-j, _L /* {ant* ± 2ant + a22)V. Á]/ant- ± 2axгt + a: 

, 1 
Um den Wert für t = oo festzustellen, dividieren wir Zählen und Nenner 
des Ergebnisses durch t und setzen darauf t = cso. Wir erhalten so 

aш 
12 

4- — ._ 
^y«ii 

Ifür die unteren Grenzen a und — a ergibt sich bei beiden Integralen 
der gleiche Wert 

^22 "f aiza  

A]/äna- + 2a12a + a12 

Da \eru%u-du ==. \yn ist, so erhält man, wenn man noch c^/cx für a setzt, 
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iy„. — g y i + a»]ň . ( 3 ) 
A r °n r s a + 2<I12<Vs + «2SC12 

Das zweite Integral des Ausdrucks (la) 
«3 SO 

fatdatfe
 /("""')Ar. 
* CT« 

formen wir um in 

fatdatfe~Knj'a')dal +fa^atfe~H'"'^ dax «= 
0 f a — oc r 3 

f'i <". 
y> cc Ca oc 

*=fatdotfe "•"" n=) rfa. —fatdatfe "/('1" " n 2 ) Ar,, 
0 atf3 0 —-anrs 

und wenden wieder die Substitution at == /cr2 an. 
Wir erhalten dadurch 

CC p CC CO -| 

fofdoAfe - ( B " ' t 4 2 « " H t f ^ di—Je («»'"-s*-^«--)'-' ^ I 
0 l<r -a J 

[r ^ _ _ f _j# 1 F-u* td 
[J (aut« + 2ant + any . i i(a1 1>-2ct1 2< + «22) vÜr *" "* 

Mit Hilfe des allgemeinen Integrals 
r * Ä ^ a i 2 + «uf + c 

•> (%i*2 ± 2 <W + «it)*8 J ]/anl
2 ± 2a12£ + «22 

finden wir nach Division dei Zählers und Nenners des Ergebnisses 
durch t, daß letzteres für t -«= >̂o den Wert 

A 

annimmt. Für die untere Grenze a des ersten Integrals folgt 

a l2 + ana 

Ä\ana
2 ~f 2a12a + a22 

für die untere Grenze — a des zweiten Integrals ergibt sich 

_ ( a12 -f ana 

A } anaz -f 2ana + an 

Ersetzt man noch a durch seinen Wert cjcv so erhält man für das 
ganze Integral 
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-łV-тï<- #12^1 ~Г" бtц^2 

A \anc<ŕ + 2ancгc2 + a22ct~ w 
Führen wir nun die Werte (3) und (4) in den Ausdruck (la) ein, so 
erhalten wir nach einfacher Umformung für das mathematische Risiko 

R !_, l 1 IЪŕłЛ. 2ai2cic2 + aгŕł. 
2]Г-

(D 
!rг 

Mit Rücksicht auf die Beschränkung des zur Verfügung stehenden 
Raumes wollen wir uns im Folgenden auf die notwendigsten Angaben 
beschränken. 

Durch entsprechende Berechnungen finden wir bei Anwendung der 
Substitution a% = t. av da% =-= axdt ftir das erste Integral des Ausdrucks 
(16) 

VL 

<* c 8 
æ aax oc —-aai 

fojdaje^^doz -fø1do1fe~'(,'u'")rfcr2 —fojoje ~n *- *-*rfcr2 _ 
-~-0Q —-00 0 — o o 0 —oc 

, 0 L-—00 — oo J 

_ Г f , * _ ? a rfi 1 /;—•„««£« =. • 
Lí («u + 2a12<+ в_í-)*/. _j (a n —2a12í + a22<

ä)'/'J j 

_ 1 l/Z a l* "ł" a'-2<!í 1 1/— al-C г + a22Cl 
~tV~ ,/ ._=__-, —гVл ,/ "~- - — ' 

A |/aп + 2a12a + aггo? , A \ancг

г + 2alгCjC2 + a22c1
ä 

(5) 
Für das zweite Integral des Ausdrucks (lò) folgt analog 

oa aaL oo aoҷ °c — <-<xi 

fdojtГ^^Otdot =/aV1/e~/(<",ffl)o'2 rfa2 +fdo1fe~'{~'»"гs)ø2døs— 
. OC — 0 6 0 —ûe 0 —oo 

oo r a **~a i 
r / x . 2 cfaj fe'~

(a"+2'r"t+aMt')"'' ť rfí + /e-(«..--<'uř+«»P)-.' ř d ř I 
O L-—oo ..— -o J 

* f idt '• "f -rf< 1 JV-*'«-.*»• 
,_j (o_ + 2a12ť + a_ť«)V. V M (o_-2a 1 2 í + a22í*)'/.Jj 

- - - J V Я - au + a12a 
-á y« u + 2ai2a + a22a

2 _ - ł V » a П C 2 " T % 2 C 1 

^ Vauc22 + 2o_čj^+ a22Ci2 

.(6) 
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Durch Einsetzung der Werte (5) und (6) in den Ausdruck (16) ergibt sich 
für das mathematische Risiko wiederum 

2 b I 
1 1 /aucł + -вiafíГs + вгЛ* 

(I) 

Das in (2a) auftretende Integral 

oc er. 

fadoje '<"-*> rfat 

—- GC Ѓ, 

berecltnen wir mit Anwendung der Substitution tjr2 ~~ toA, do2~-oldt auf 
folgende Weise: 

/o,rf<Ti/V i{a,"")do2-foldo1fe >( ^9ňda.= 
O — « f l F , O «<Ti 

=/"fT.v/o, /v <"..-"-' i""'')".* ř/ř _ / ; - ( " - . w *-...•>-.• rfř 

li 1 w< « 
ce se ce 

/' — f f-"* u* du 
i(rtU-i 2«J2/+«2/)'. j («u-2«1 2ř+«2/r-Jr 
ï-r nггa — rt12 ì л - . 

a 2 2 C l UltC2 

A ] au ~~ 2al2a f- a22a
2 ' A ] anc2

2 — 2fï12cŁг2 + a22cx 

(Ђ 
Für das andere in (2a) vorkommende Integral 

oc er. 

fdoifp-'^'^otdo, 

erhalten wir durch entsprechende Berechnungen 
t 

Cr, CK CK CK 

fdayfi l(tt'- "s) c, do2 +fdolfe 'n~ "" a'} ot dot = 
0 —n/Ji 0 rtf7. 

oc p os- oc 

-- / " Ä f* ("" t"2""' ffl"'s)"''«rf<+/,-(""-2a'!'"a"'i)'"' <dt 
r- CO , oc - . cc 

/* «A 4 - / * — ' * / ' - " ' « - d t t 
j j , ( a u + 2 « ^ + er«»»)1/. + j (flu - 2ant + a^y'^l * * ' ' " 



^ ;гr* 
an ~ ana « » - - : a u c 2 — ^iг^i 

.A } « 2 2 a 2 — 2 a 1 2 a + aLL ~ A ]'a22cL- — 2a12cLc2 + ancf 

9Î 

(8) 

Durch Einführung der Werte (7) und (8) in den Aufdruck (2a) finden 
wir für diesen 

, 1 1 \a--cf — ggiĝ Cą + *цcf 

Das erste Integral des Ausdrucks (26) 
sc cc 

fdotfe-ti"u'-}o1dol 

(II) 

-*- CC .*„ 
— ł Г 2 

lotsen wir mit Anwendung der Substitution GL-~-IG2J daL — cx2 rfL Die 
vernehmlichsten Stufen der Entwicklung sind 

05 OÍ OC CC 

fdatfe~-f{~" ~a) a.. Off! + fdatfe~tl°u °2) «x. rfcr, = 
0 -**"«0f2 I* «iX.5 

CC p OtJ CC - j 

- /*,-«*» Je-*""'' --""'f"•*)*•'l (ft + J ' P - ( " " ' 5 2""iH"!!)"-' tdt\ = 
0 L~-.a a -1 

[ f 1* + f í£ť 1 /V"' u~ du = 
L j > n i 2 + 2«12t + a22)

>/« ;f (a I 1 . --2« 1 1 i+ «„)'/.] J 

-^үì^-r ғ a22 aL2 a X* 
^ 2 2 C l *lìfi\ 

A] aLLa2 — 2a 1 2 a + a2 2 " J | /ö 1 1 c 2
2 - -~2r t 1 « , r 1 r 2 + a22cf 

Da«« zweite I n t e g r a l des Ausdrucks (2b) b e h a n d e l n wir auf folgende 
Weise : 

OC CC 

}e'í{a'^dGL JG2dG2f Є 
— oo Єg 

*~ ~-<~ì 

30 00 oc í » 

= fa./lo2fe-i{-»'н)dol—faćlф-'{~1'- aùdaг = 
0 —a<7ą 0 uffг 

OĎ p 00 ÛC J ţ 

=/ff t-*J /e~<',»í,+-<l»t+«'»)^ dt—fe-^-^^^dtì^ 
0 L—« a -1 

Г
-co oc - 1 0 -

f <!J __/*__ <!< f -«« 2 rf 

j ( ( o 1 1 ť - + 2 a l t í + «„)'!. 1(aцł*—2a~гt+a2ì)-l'\{
Є 



92 

A \ana
2 ~ 2a12« -f a22 4̂ \anc^ — 2a i2c1cs + a^q* 

" (10) 

Die Anwendung der Werte (9) und (10) auf den Ausdruck (26) ergibt 
aber wiederum 

Ä-j^y — a — . — CID 

Der geneigte Leser wird bemerken, daß die vorgelegten Darstel­
lungen des mathematischen Risikos als recht einfach bezeichnet werden 
dürfen* wenn die verwendeten Integrale, deren Lösung die Hauptaufgabe 
dieser Arbeit bildet» einer Tafel bestimmter Integrale entnommen 
werden könnten. 

Die einfachste Darstellung des mathematischen Risikos liefert aber 
die Formel von Wittstein 

Um diese auf die hier betrachteten Versicherungsarten anwenden zu 
können, hat man, wie der Verfasser schon in seinem ersten Aufsatz ge­
zeigt hat, die Wahrscheinlichkeit der Funktion 

u 35= CXÖJ ^F c2cr2 

mittels der Wahrscheinlichkeit 

VI 
P{ati o») ss J - ~ e^(fif*-(7-*+2f?»-or-or-'fÄ--0'-1) 

7t 

zu ermitteln. Dies wird z. B. durch die Substitutiotr 

1 * , 1 f 

<?i = (u ± c2cr2), rfcri --=- — öw 
und die Integration nach a% zwischen den Grenzen —-oo und + ° ° leicht 
erreicht* In der auf diese Weise entstehenden Wahrscheinlichkeit 

hat A den Wert 

A=* 

der die Zuverlässigkeit der Berechnungen bestätigt. 
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