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auch rascher die Zunahme hinsichtlich der seit dem Eintritte der Invali
dität verstrichenen Zeit ein. 

Bei den Frauen ist die Sterblichkeit bei den 20—24 jährigen an 
Lungentuberkulose Leidenden im ersten Jahre mit dem Prozentsatze 
von 82% grösser als bei den Männern, aber schon der Prozentsatz 
von 47% des zweiten, ebenso jener von 25% des dritten Jahres kleiner, 
als bei den Männern. Sowohl die absolute, als auch die relative Abnahme 
besteht auch später. Hinsichtlich der Eintrittsalter ist die Tendenz 
dieselbe wie bei den Männern, dabei begegnen wir überall kleineren 
Zahlen, als bei den Männern. Die Sterblichkeit von 68% der im Alter 
von 25—29 Jahren invalid gewordenen nimmt stark ab und beträgt 
im 7. Jahre nur mehr 7%. In den Altersgruppen von 30—35 Jahren 
sinkt sie von 5()% bis zum 7. Jahre auf 6%, in den Altersgruppen der 
60—64 jährigen im 4. Jahre von 25% auf 11%, in der Altersgruppe 
der 65—69 jährigen von 21% im zweiten Jahre auf 11%. Die Tendenz
änderung hinsichtlich der verflossenen Zeit, tritt daher rascher als bei 
den Männern ein. 

Auch die Sterblichkeit der aus sonstigen Ursachen invalid Gewor
denen ist geringer als bei den Männern. Natürlich spielen auch die ver
schiedenen Invaliditätsursachen in verschiedener Stärke 'mit, sowohl 
bei den Frauen, als auch bei den Männern und hieraus erklären sich 
auch die Abweichungen. 

Diese auf die Sterblichkeit der an Lungentuberkulose Leidenden 
getroffenen Untersuchungsergebnisse geben im Vereine mit den Er
fahrungen die hinsichtlich der Sterbe Verhältnisse der aus sonstigen 
Ursachen invalid Gewordenen gesammelt wurden, vollständige Erklä
rung für die Änderung der Sterblichkeitsverhältnisse, je nach der seit 
dem Eintritte der Invalidität verflossenen Zeit und den Eintrittsaltern, 
ebenso für die bei Männern und bei Frauen festgestellten Unterschiede 
in der Sterblichkeit, 

Zur Grundgleichung für den zeitlichen Zerfall 
der statistischen Kollektivs. 

Otornar Panier az. 

Ein le i tung . 

Bei der Konstruktion der Invaliditätstabellen sind Ergebnisse 
erreicht worden, wrelche als eine ganz allgemeine Grundlage beim Lösen 
von solchen Problemen dienen können, bei denen es sich um den Zeit-
Verfall der statistischen Kollektivs handelt* Die erste Arbeit, in welcher 
diese Fragen systematisch durchgenommen werden, ist die Abhandlung 
des Herrn Dr. E. Schoenbaum „Anwendung der Vol te r ra ' sehen 
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In t eg ra lg l e i chungen in der m a t h e m a t i s c h e n S t a t i s t i k [Skan-
d inav i sk Ak tua r i e t i d sk r i f t , 1924 (241—265), 1925 (1—22)]." Eine 
interessante Erweiterung dieser Fragen hat H. R. Taue er durch
geführt in der Mitteilung ,,Sulla t eo r ia dei g rupp i (Att i del Con-
gresso I n t e r n a z i o n a l e dei Matemat ic i , Bologna 1928; torao V, 
pag. 413—418)."1) 

In der folgenden Abhandlung habe ich mir die Aufgabe gestellt, 
die Probleme, die bei den Zei tzerfä l len der s t a t i s t i s c h e n 
Ko l l ek t i v s vorkommen, a l lgemein zu formul ieren und ihre 
Lösung (soweit es j e t z t schon möglich ist) anzugeben. 

Im ersten Teil der Abhandlung führe ich die Def in i t ion des 
ze i t l i chen Zerfalles eines Ko l l ek t ivs an. Dabei teile ich die 
Kollektivs in offene und abgeschlossene je nachdem, ob im Laufe 
des Beobachtungsintervalies neue Individuen in das Kollektiv eintreten 
oder dies nicht stattfindet. Weiter unterscheide ich die ein- und 
zweid imens iona len Prob leme je nachdem, ob die Funktionen, die 
die Verteilung des Kollektivs angeben, allein von dem Beobaehtungs-
augenblick abhängen, oder ob sie ausserdem noch auch von einem an
deren Zeitparameter abhängig sind. 

Dann befasse ich mich mit dem e ind imens iona len Prob lem 
und zwar speziell für die abgeschlossenen Ko l l ek t iv s bei sehr 
allgemeinen Bedingungen. Zuerst werden wir annehmen, dass die 
die Zeitverteilung des Kollektivs beschreibende Funktion stetig ist, 
während wir von ihrer Ableitung nichts voraussetzen, und mit Hilfe 
der Stielt]es'schen Integration leiten wir die Grund re l a t i on für 
den Zerfall ab. Was die methodische Seite betrifft, werden wir auf 
dem Wege fortschreiten, den H. E. Lenzi eingeführt hat in der Arbeit 
,,Sülle equaz ion i in t eg ra l i della r i se rva m a t e m a t i c a (Gior-
na le delF I s t i t u t o I t a l i a n o degli A t t u a r i , III , 4, 1932, pag. 
461—472)." Dann werden wir uns auf den Fall beschränken, dass die 
Verteilungsfunktion eine stetige Ableitung besitzt und werden zeigen, 
dass durch einfache Operationen aus der Grundrelation die bekannte 
gewöhnliche Integrodifferentialgleichung entsteht, die die Verteilungs
funktion bestimmt. 

Der zweite Teil befasst sich mit dem zweidimensionalen Problem 
und sein Inhalt ist die Ableitung der pa r t i e l l en In tegrodi f feren
t i a lg le ichung für ein offenes Kol l ek t iv . Die vollständige Lösung 
dieser Gleichung werden wir in der Form einer unendlichen nach den 
Potenzen eines geeignet gewählten Parameters fortschreitenden Reihe 
angeben. Dabei kommt die Aufgabe vor, die Glieder auf eine „geeignete" 
Art zu gruppieren oder bestimmte Teile dieser unendlichen Reihe durch 

*) Weitere Bibliographie und Behandlung dieser Probleme enthält 
das Buch R. Risser: Applications de la s ta t i s t ique a la demogra-
phie et ä la biologie, Paris 1932. 
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einen einzigen Ausdruck, als ihre Summe, zu ersetzen. Nachdem aber 
a priori für dieses Gruppieren resp. Summieren von Gliedern keine 
Vorschrift gegeben ist, löse ich die Gleichung auf zweierlei Art, wodurch 
zwei Formen der Lösung erhalten werden, von denen wohl die eine auf 
die andere reduzierbar sein muss. In beiden Fällen verwende ich die 
Methode der sukzessiven Approximationen, nur gehe ich im ersten Falle 
direkt von der gegebenen Integrodifferentialgleichung aus, wogegen 
ich im zweiten die Reduktion der Grundgleichung auf eine Integral
gleichung durchführe, die ich dann auf die übliche Art löse. Den ersten 
Fall rechne ich ausführlich durch, und zwar unabhängig von der Volter-
ra'schen Theorie der Integralgleichungen. Zum Schluss führe ich eine 
partielle Integrodifferentialgleichung an, die sich auf ein unendliches 
Intervall bezieht, deren vollständige Diskussion ich vorläufig noch 
nicht durchführe. 

I. Teil. 

Die Definition des Zerfalles eines statistischen Kollektivs. Das ein
dimensionale Problem* 

§ 1. F o r m u l a t i o n der Aufgabe. 

In der Theorie des zeitlichen Zerfalls der statistischen Kollektivs-
löst man folgende Aufgabe: 

[1] — Es sei eine bestimmte endliche Menge (Gesamtheit, Kollek
tiv) von Individuen gegeben. Die Individuen haben folgende Eigen
schaften; 

1. Jedem Individuum sind die Zahlen 

1,2, . . . , n 
als Merkmale zugeordnet. 

2. Im bestimmten Augenblicke kann jedes Individuum nur ein 
einziges Merkmal verlieren resp. wieder erwerben. 

3. Der Verlust eines Merkmales hat zur Folge das A u s t r e t e n 
(Ausscheiden) des Individuums aus der Menge; das Wiedererwerben 
eines verlorenen Merkmales bedeutet die R ü c k k e h r des Individuums, 
in die Menge. 

Beobachten wir diese Menge im Zeitintervalle 

Q<t<L 
Im Augenblicke t •= 0 hat sie eine bekannte Zahl ^(0) der Individuen. 
Wir unterscheiden dann zwei Gruppen von diesen Mengen; und zwar 
nach Voraussetzungen: 

Vorausse tzung a). Im Laufe des Zeitintervalls 

Q<t<l 
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können nicht neue Individuen in die Menge eintreten. D, i. jedes Indi
viduum trat zum ersten Male in die Menge im Augenblicke t = 0 ein. 
Eine solche Menge wollen wir als eine «abgeschlossene Menge be
zeichnen. 

Voraussetzung/?) . Neue Individuen können im beliebigen Augen
blick t in die Menge eintreten. Die Verteilung dieses ersten Eintrittes 
im Intervalle 0 < t < 1 soll durch die Funktion ^(t) gegeben werden. 
Jedes neu hinzugetretene Individuum kann durch den Verlust einiger 
seiner Merkmale austreten und wieder eintreten, sobald es die verlo
renen Merkmale wieder erworben hat. Eine Menge von diesem Typus 
nennen wir offene Menge. 

Über das Austreten und die Rückkehr von jedem Individuum 
wollen wir immer nur mit bestimmter Wahrscheinlichkeit entscheiden 
und daher hat jede betrachtete Menge den Charakter eines s t a t i s t i 
schen Kollektivs. 

[2] — Betrachten wir ein bestimmtes Individuum im geschlossenen 
Intervall < 0, t >.*) Dann die ganze Zeit (d. h. die Summe der Längen 
der Intervalle), welche das Individuum im Laufe < 0, t > in der Menge 
war, bezeichnen wir als T. Ersichtlich 

0 < T < * < I . (+) 

Die Hauptfrage lautet nun: 
Es ist die Anzahl l(tfr) der jenigen I n d i v i d u e n zu bestim

men, die sich im Augenbl ick t in einer be s t immten Menge 
bef inden und ausserdem in dieser Menge insgesamt die Zeit T 
v e r b r a c h t h a t t e n . 

Wenn l nicht von T abhängt, also l == 1(2), dann bildet die Aufgabe 
den Kern des Problemes, welches wir e ind imens iona les nennen, 
während es sich im allgemeinen Falle um ein zweidimensionales 
Problem handelt. 

Die Funktion \(t, T), deren Definitionsgebiet durch die Unglei
chung (+) ausgedrückt ist, nennen wir Ver te i lungs funk t ion des 
gegebenen Kollektivs. Aus ihrer Definition folgt die Bedeutung fol
gender Werte: 

1(0, 0) = Anfangsstand der Individuen im Kollektiv; 
l(t, 0) = l0(t) == die Anzahl derjenigen Individuen, die im Augen

blicke t zum erstenmale in das Kollektiv eintreten. (Die Verteilung des 
e r s t en Eintrittes in das Kollektiv); 

l(t, t) = die Anzahl der Individuen, die in dem Kollektiv vom 
Anfange der Beobachtung ununterbrochen bis zum Augenblicke t 
waren. (Die Verteilung der Individuum, die sich an dem Zerfall über
haupt nicht beteiligen.) 

2) Wir bezeichnen < a, b > als geschlossenes, (a, 6) als offenes In
tervall. 
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Ausserdem ergibt sich 
lfcT) = 0 ( K T ) . 

[3] — Die analytische Formulation der Voraussetzungen im Falle 
des zweidimensionalen Problems für beide Gruppen der Kollektivs 
führt zu folgenden Bedingungen. Es soll erfüllt werden: 

a) für ein abgeschlossenes Kollektiv 

1(0, Ö) =rt gegebene Konstante > 0, 
!(*- 0) ~ 0 für 0 < t< 1; 

ß) für ein offenes Kollektiv 

1(MJ) = WO, 
wo y*) eine gegebene identisch nicht verschwindende Funktion im 
ö < t < 1 ist. Für statistische Erwägungen ist es speziell zweckmässig 
vorauszusetzen, dass \^t) eine g l a t t e Funktion ist.3) 

Die Verteilung des geschlossenen Kollektivs können wir appro
ximativ lösen, indem wir die Bedingung a) durch folgenden Fall ersetzen: 

Vorausse t zung a'). Wir setzen voraus, dass der Anfangsstand 
1(0, 0) eines abgeschlossenen Kollektivs sich auf ein genügend kleines 
Zeitintervall < 0, s > zerlegt. Dann können wir die Funktion ]^(t) 
so wählen, dass sie zwar sehr heftig aber doch glatt zur Null sinkt, 
sodass im < e, 1 > stets gleich Null ist. Diese Bedingung ist augen
scheinlich ein spezieller Fall von ß). 

§2. Hi l fs funkt ionen. 

Zur analytischen Beschreibung des Zerfalls eines bestimmten 
Kollektivs benützen wir Funktionen: 

1. Die A u s t r i t t s - (Ausscheidungs-) in tens i tä ten . Es sei 

Vi(t, r) 
die Intensität, mit der das Ausscheiden eines Individuums, welches 
insgesamt die Zeit T im Kollektiv verbracht hatte, im Augenblicke 
t aus dem Kollektiv irrfolge des Verlustes des Merkmales i geschieht. 

2. Die R ü c k k e h r i n t e n s i t ä t e n . Das Individuum hat das Kol
lektiv infolge des Verlustes des Merkmales i im Augenblick 

£ < < 
verlassen und bis zum Beobachtungsaugenblick / ist es nicht zurück
gekehrt. Dann sei 

Qi{U f ) 

die Rückkehrintensität infolge des Wiedererwerbens des Merkmales i 
im Augenblicke t. 

*) Wie bekannt eiue Funktion ](t, r) heisst glatt , wenn sie stetig 
nebst ihren ersten Abgeleiteten ist. 
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In der statistischen Praxis könnte speziell der Fall 

Qi = Qi(t, t — | ) 
eintreten. 

3, Die Wahr sche in l i chke i t en des u n u n t e r b r o c h e n e n Vor
kommens aus se rha lb des Kol lek t ivs . Ist £ ein beliebiger Augen
blick vor dem Beobachtungsaugenblicke t, also £ < t, so sei 

Pt(t> £) 

die Wahrscheinlichkeit, dass das Individuum, welches im Augenblick £ 
das Merkmal i verloren hat, bis zum t noch immer (d. h. ununterbrochen) 
ohne dieses Merkmal ist. 

Aus der Definitionen der o*, m(i = 1 ,2 , . . . , n) folgt, dass das 
Individuum im Laufe des ha lbgeschlossenen Intervalls < £, t) 
dauernd ausserhalb des Kollektivs ist. 

[2] Im Falle, dass die Austrittsintensitäten nicht von der Ver
änderlichen r abhängen, also wenn 

r\i = i\x(t) (i = 1 , 2 , . . . , n), 

ist es vorteilhaft statt dieser Intensitäten die A u s t r i t t s f u n k t i o n e n 

ii(t) (»=-= 1,2, . . . , n ) 

einzuführen. Dem Inhalt nach bedeutet ii(t) die Anzahl der jenigen 
Ind iv iduen , die aus dem Ko l l ek t iv im Laufe des Zei t in ter 
val ls < 0, t > infolge des Ver lus tes des Merkmales i ausge
t r e t e n sind. 

Der Zusammenhang zwischen Austrittsfunktion und Austritts-
intensität wird wie folgt ausgedrückt: 

Es sei ii(t) eine d i f fe renz ierbare F u n k t i o n ; dann 

t)i(t) = hm — — ==- — -
.4t->0 -W i(t) 

für j eden P u n k t 0 < 2 < i (in E n d p u n k t e n 0 und 1 h a n d e l t 
es sich um den e inse i t igen Limes). 

§3. E ind imens iona les P rob lem für abgeschlossene 
Kol l ek t ivs . 

[1] — Den Kern des eindimensionalen Problems für abgeschlossene 
Kollektivs bildet folgende Aufgabe: 

Aus der gegebenen Anzahl 1(0) der I n d i v i d u e n is t die 
Anzahl l(t) der jenigen I n d i v i d u e n z u bes t immen, die im Augen
bl icke t in das Ko l l ek t i v gehören. 

Bei der Lösung dieser Aufgabe wird unser Ziel sein mittels der 
Stielt jes'schen Integration die allgemeine Beziehung abzuleiten, aus der 
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durch die Spezialisation der Voraussetzungen die gewöhnliche Integro-
differentialgleichung folgt, die die Anzahl l(t) der Individuen im Kol
lektiv im beliebigen Augenblick bestimmt. 

Deshalb wollen wir uns früher die Defini t ion der S t ie l t j es'-
sehen I n t e g r a t i o n ins Gedächtnis rufen. (St ie l t jes ; Recherches 
sur les fonet ions cont inues , Ann. Fac. Sc. de Toulouse 1894, 
1895, chap. VI,)4) 

Auf dem geschlossenen Intervall < a, b > seien gegeben: 
1. eine stetige Funktion i(x) und 
2. eine Funktion <p(x), welche auf diesem Intervalle beschränkte 

Variation hat. 
Teilen wir das Intervall durch die Punkte 

a *=. xQ < xx < x2 < . . . < xv-t < xv < . . . < xn = b 

und wählen wir im <av- i , xv> einen beliebigen Punkt f„. Dann existiert 
n 

lim^j f(f,) [?{*,) — ^(av-i)] 

für n~>oo und Max (xp — av~i) -> 0 imd zwar unabhängig von der 
Wahl der Zahlen xp und «f>. Diesen Limes bezeichnen wir 

fi(x) dcp(x) f« 
und nennen das St ie l t jes ' sche In t eg ra l . 

[2] — Wir wollen folgende Voraussetzungen annehmen: 

1. Die Austrittsfunktionen 

U^U(t) ( i = l , 2 - . . . , n ) 

seien auf < 0 ,1 > stetig und monoton.5) 

2. Die Rückkehrintensitäten (i = 1 , 2 , . . , , n) 

Qi = f?t(*, ^ ) 

und die Wahrscheinlichkeiten (i = 1, 2, . . . , w) 

Vi = Pi('» **) 
seien stetig in beiden Veränderlichen tt u auf 0 < f c < * < L 

4) Genauer gesagt handelt es sich um die Riemann-Stieltjes'sche 
In tegra t ion . 

*) Aus der Bedeutung der Austrittsfunktionen folgt, dass U monoton 
und nicht abnehmend sind, sodass für zwei beliebige Werte T > t 

U(T)>U(t) 
gilt, wobei das Gleichheitszeichen nur in dem Falle Geltung hat, wenn 
U » const« auf dem geschlossenen Intervalle < t, T > . 



39 

Über die Ableitungen stellen wir keine Voraussetzungen auf. 
Wählen wir zwei feste (sonst beliebige) Augenblicke 

tx<t 

auf < 0 ,1 > . Weiter soll a einen veränderlichen Augenblick bedeuten, 
für welchen 

tx<a<L 
Wenn wir uns a als fest denken, dann sei f ein neuer veränderlicher 
Augenblick, welcher die Bedingung 

0 < £ < < r 
erfüllen soll. 

Der Wert l(t) — l(tt) 
gibt die Veränderung in der Zahl der Individuen im Laufe des Zeit
intervalls < tv t > an. Dieser Wert gleicht aber 

[der Anzahl derjenigen Individuen, die im geschlossenen Intervall 
< tv t > aus der Gesamtheit aller ausgetretenen zwischen 0 und t 
zurückkehren] minus [die Anzahl der im < tv t > ausgetretenen Indi
viduen]. 

Wählen wir auf < tv t > einen beliebigen, vorläufig festen, Augen
blick a und teilen das Interval < 0, a > durch die Punkte 

0 « lo < f i < . - • < &-i < & < - - • < £ » = er 
Im Intervall < &_!, £v > sind 

i-=i 
£ J_ £y 

Individuen ausgetreten, welche wir uns alle in dem Augenblick "P * '—-

konzentriert denken. Aus denen sind dann wahrscheinlich 

i = l 
bis zum Augenblick a nicht zurückgekehrt. Aus dieser Anzahl werden 

n 

cU.1 p, («,, ̂ =i±_&) ^ (er, ̂ i ± A ) [UM -f.(f_ .)] 

im Intervall (er, er -f- da) zurückkehren. Der Beitrag in dem ganzen 
Intervall < 0, a > ist 

d«S £ w (* ̂ T ^ ) * (*> ^ r ^ w « - W-iH-
Wenn m-»oo und Max (f„.— &—1)->0, dann konvergiert dieser 
Ausdruck zur Summe der n Stielt] es'schen Integrale 
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cteJ/w^fJei^fjdfitf). 
i « i o 

Ist nun o ein veränderlicher Augenblick, kehren insgesamt 
n t 

Yifdaf^a' f) £>•(*• f) df*(f) 
t - l l , 0 

Individuen zurück. 
Dem gegenüber treten im < tv t > 

n t 

Vj/đf.ш 

Individuen aus. 

Durch Vergleich folgt also 

1(0 - \(tx) - £ {/da/pi(cTf f) ei(cr, f) df«(f) -/df<(f)}. . 
i-=l '*,. o tt 

Weil auf der rechten Seite stetige Funktionen mit beschränkter Variation 
nach der Veränderlichen t vorkommen, ist \(t) gleichfalls eine stetige 
Funktion mit beschränkter Variation, sodass zwischen den den Zerfall 
des Kollektivs beschreibenden Funktionen die G r u n d r e l a t i o n 

/dl(f) - |]{/dcr/iii(a, f) QAO, f) df<(f) -/df«(f)} (1) 
tt *«i^ 4 o tt ' 

besteht und zwar für jede zwei Punkte 0 < tx < t < 1. 

[3]-—Wir wollen nun beweisen, dass unter spezialisierenden 
Voraussetzungen aus der Grundrelation die gewöhnliche Integrodiffe-
renttelgteichung für die Verteilungsfunktion l(t) entsteht. 

Wir wählen nämlich die Werte 
U t+At 

als Integrationsgrenzen und setzen voraus, dass l(f) und f-,(f) (i = 
= 1» 2 , . . . , n) in j edem P u n k t e auf < 0,1 > s t e t ige Ab le i tung 
haben (in den Intervallgrenzen handelt es sich um die einseitigen 
Ableitungen). 

Laut der Definition 

nm = ^l ( i= i ,2 , . . . , M ) 
führen wir statt Austrittsfunktionen f̂ (f) die Austrittsintensitäten ^( f ) 

ein. Dann ,. 1 ltM 

йžŕ-*-^ 
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und 

«™-~/dff fPi(<r, I) ei(ff, I) df,($) = j W « . I) ffi(f, f) ».,<*) Hf) df 
0 0 0 

Wenn wir 

und 

(i = 1, 2,. .., n). 
П 

K(t, f) =-J]p.(í, | ) Qi(t, І) rцШ 
i = l 

v(t) - —2^(0 

setzen, so entsteht aus (1) die Integrodifferentialgleichung 

dцí) ł 

l.t - ^ = 9W.1(0+/K(töl(«d{ 

( 0 < * < 2 ) 
mit der Anfangsbedingung 1(0), d. i. die Gleichung, zu welcher Herr 
Dr. E. Schoenbaum bei der Konstruktion der Invaliditätstabellen 
gekommen ist. 

II . Teil. 

Das zweidimensionale Problem. 

§ 1. I n t e g r o d i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g für das offene K o l l e k t i v . 
Setzen wir voraus, daß sich die Verteilung des offenen Kollektivs 

durch eine g l a t t e Funktion l(t,t), d. h. durch eine stetige Funktion 
nebst ihren ersten stetigen Derivierten, beschreiben lässt. 

Im Innern des Gebietes 0 < r < t < 1 wählen wir einen beliebigen 
Punkt (t, r) und beobachten wir die Veränderungen, welche im Intervall 
(t, t -f- At) in dem Kollektiv entstehen, 

(I.) Vorerst scheiden die Individuen 

1& *) • f V rji(t> *)] • & = M*> T) . At 
aus. L^Ti -• 

(II.) Es kommen sodann hinzu Individuen, welche im Augenblick 
£ < t ausgeschieden sind und im. offenen Intervall (£, t) noch nicht 
zurückgekehrt sind. Ihre Anzahl bestimmen wir wie folgt: 

Im [£,£ + A£) sind 

-(&*).! V ty& T)Mf [S^(í.т)]. 
Individuen ausgeschieden, von welchen wahrscheinlich bis zum Augen
blick t 
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1(1, T ) [ ^ І ( £>T)P . ( Í . £)"]•/!£ 

noch nicht zurückgekehrt sind. 

Aus dieser Anzahl kehrt im (t, t + At) 

Kf, T) [ V^(f, T) pt(*, f) Qi(t} f)1. zJf . At 

zurück. 

In Frage kommen alle Teilintervalle J f zwischen 0 und t mit der 
Bedingung Max zjf -» 0, wenn sich die Anzahl dieser Intervalle über 
alle Grenzen vergrössert, sodass die ganze Anzahl der zurückkehrenden 
Individuen 

t n 
At .fl(f, T) . J \ ? t ( f , T) J>i(t, f) 6i(t9 f) df 

b S'~*i J 
ist. Aber 

1(*, T) == 0 (t < T) , 

voraus das Resultat 

At .Jl(f, T) . [ J]»?*(£, T) p,(t, f) e,(*, f)j df - B(t, T) . zl*. 

(III.) Die Anzahl der Individuen, welche im Zeiträume (t, t + At) 
im Kollektiv war, ist 

\(t + At,r + At) —1(*, T). 

Aus (I), (II) und (III) folgt 

l(t + At9r+ At)~ \(ttr) 
At 

B(ť,T)— A(ť,T). 

Nach Voraussetzung ist l(t, r) eine glatte Funktion, daher können 
wir den Mittelwertsatz 

rd\ ] cU 
l(t + At,r + At) « \(t,r) + At\jt + fr\ 

t+em, x+&At 
(0 < 0 < I) 

verwenden, voraus 

Um l(t + At, r + At) — \(U r) ^ B\(tt r) , d\(ttr)§ 

M-+Q At dt dr 

Wenn wir zur Vereinfachung 
n 

^ ( « » ' T ) - = — ^ ^ ( f , T ) 
und i«-l 
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r* 

0(f, í, T) «= J ] Ч,(ť, T) P i (í, f) Qt(tt å) 
ł - 1 

setzen, entsteht für l(t, T) die Gleichung 
e 

^ + é =* *(*' т ) • */&r) + Л(í , *> • «(f. *> *) <*£. ( l) дt ' Čт 

Diese Gleichung werden wir lösen unter der Voraussetzung, dass die 
Anfangsbedingung 

-(*, 0) - ^(0 
•eine g l a t t e Funktion ist, 

§2. Sa tz über die Lösung des zweid imens iona len P r o b l e m e s . 
Die Lösung der Gleichung (1) ist im folgenden Satz enthalten: 
I n der I n t e g r o d i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g 

ei(t, z) + ei|r) = ,(í> T ) _ ^ r) + . r1(f_ T ) _ a { l ř> T ) d f 
rЗí ČT 

/ 0 < T < | < l < l \ 
\ X = a l lgemein k o m p l e x e r P a r a m e t e r / 

seien /?(£, T) und a({, £, T) in ihren Def in i t ionsgeb ie ten g l a t t e 
Funk t ionen . Wreiter sei im I n t e r v a l l 0 < £ < 1 die Anfangs
bed ingung 1(̂ , 0) = 1Q(0 gegeben, wobei !<,(£) gleichfalls eine 
g l a t t e F u n k t i o n ist. 

Dann ex i s t i e r t eine einzige F u n k t i o n \(t, T; A), die 
1. im Gebie te 0 < T < 2 < 1 eine g la t t e , 
2. eine ganze T r a n s z e n d e n t e in der Veränder l i chen X 

is t , und 
3. bei der ange führ t en Anfangsbed ingung der gegebenen 

In t eg rod i f f e ren t i a lg l e i chung en t sp r i ch t . 
Den Beweis dieses Satzes geben wir in [§§3—9] unabhängig von 

der Volterra'schen Theorie der Integralgleichungen in folgender Weise: 
Wir setzen voraus, dass es möglich ist die Funktion 1 formal in eine 
unendliche Reihe nach den Potenzen eines Parameters X zu entwickeln 
und direkt aus der gegebenen Integrodifferentialgleichung bestimmen 
wir die Bedingungen für die Koeffizienten dieser Reihe. Gelingt es 
dann diese Koeffizienten zu bestimmen, beweisen wir, dass die formalen 
Beinen für ^ ^ 

l'mUnd8r -
in einem bestimmten Gebiete gleichmässig konvergieren. Darauf verifi
zieren wir, dass die Reihe für 1 wirklich die Lösung der gegebenen Glei-
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chung ist und in gewöhnlicher Weise beweisen wir die Unizität dieser 
Lösung bei der gewählten Anfangsbedingung. 

§3. Fo rma le Reihe, die der Lösung der Grundg le ichung ent
spr ich t . 

Es sei im Gebiete 
0 < T < £ < * < J 

für die Funktion 1(J, r) die Gleichung 
t 

m, r) + ai^r) = 1(/j T) ^ r) + ^ A ( | ) T) a{i> t> T) d | (2) 
Ы дr 

gegeben. Dabei A ist ein allgemein komplexer veränderlicher Parameter. 
Führen wir die Bezeichnung 

D m ,§+ i 
ein und versuchen wir, unter welchen Bedingungen die formale Reihe 

1(<,T;A)=£.VA., (3) 
l-aO 

wo Af= A,(1,T) (» = 0 ,1 ,2 , . . . )» 
der Gleichung genügt. Weil 

D[l]=V;.*DfA1], 
Jmmi 
i » 0 

folgt aus (2) 

£A*D[A>] = v VttAi +fa .JjA'+iA, d|, 
tr*0 i = 0 T t ~ 0 

also durch Vergleichen der Koeffizienten bei den Potenzen des Para
meters A 

D[A„1 = »v. Ao (4') 
t 

DfA.] - >/A. - f j A . - , . a d| , (i = 1, 2, 3 , . . .), (4") 
T 

was die gesuchten Bedingungen für die Funktionen Ai(t, r) (i ~ 
« 0 , 1 , 2 , . . .) sind. 

§4. Ana ly t i s che r Ausdruck der Koeff iz ienten der Reihe (3). 

[1] — Die die Koeffizienten bestimmenden Relationen (4') und (4") 
sind lineare partielle Differentialgleichungen L Ordnung und zwar 
allgemein von der Form 
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дz дz 
-fø + jz = *(*• У) • Чx< У) + h(x> У) 

(5') 

für die unbekannte Funktion z =- z(x, y)> wobei lx(x, y) und f2(ar.?/) 
in einem gewissen Gebiete gegebene stetige Funktionen sind. 

Die Lösung der Gleichung (5') kann man am leichtesten durch
führen, wenn man sie durch die Substitution 

x—y x+y 

auf die Form 

dz 

дw 
z(w + v,w — v) . îx(w + VyW — v) + f2(гv + r, w — ť) (5") 

reduziert. Die Gleichung (5") lösen wir als eine gewöhnliche Differential
gleichung mit der Veränderlichen w und mit dem Parameter v.6) Es 
folgt sogleich 

z(w + v, w — v) . exp j — If^g + vf J —v) df J == 

w h 

= c+ff*(£i + v> h —.v) • e x P (—/fi(^2 + v> h — v) d&l i]£v 
V v 

wo c die Integrationskonstante ist. 

Also das allgemeine Integral von (5') ist 
s+y 

2 

z(x, y). exp ( - f f,(f + ? - = £ f - i = ^ ) df) -= 

X—y 

s+y 
2 

9?(ж - Й + J Ф ^ - Í . - ^ ^ 
x—y 

2 

x exp ( Цf,+^.f,--^)dř,)đí1. 
g—2/ 

2 

(в) 

wo ^ e - l l e beliebige glatte Funktion bedeutet. 

8) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen. 1930, pag 33. 
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Es lässt sich leicht verifizieren, dass die Funktion (6) wirklich der 
Gleichung (5') genügt. 

[2] — Benützen wir das Integral (6) im Spezialfall (4'). Wir setzen 

x = tf y ~ T | (7y 
tt S i?(«, T), f2 s 0 J 

und führen die Anfangsbedingung ein, sodass 
e+T 

M*> T) «= V* — T) . exp / Jt] df\ (7') 
_ 

ist, wo 
t — T _ t — T\ 

= sч(f + - 2 J . f ---) 

zur Verkürzung gebraucht wird. 
Für die Gleichung (4") ist aber 

t 
f2 =EjV-itf, t) a(f,*, T) elf, 

T 

also aus (6) bei der Wahl <p = 0 folgt für A* (i = 1, 2, 3 , . ..) die rekur
rente Relation 

t + T 
2 

Ai(f, T) . exp 

<—T 

2 
i±I 
: *• 

== /df! . expj— p?df2jx 

^+ПГ 

ţ~-т t—т 
2 2 

í—т 

x / At-Jf„ | , — L _ I j . « j f„ fj + ---r-, fi — - - - ] dfs 

* — Г 

(7"> 

[3] — Die Formeln (7') und (7") genügen wirklich, denn aus der 
Definition des offenen Kollektivs folgt, dass die Reihe (3) für T = 0 gleich 

l(i,0;Я) = ltì(ť)^|]AťAi(<>0) 
i«0 

ist. Aber 
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Ao(«, 0) = 10(*) 

A£(*,0)ES0 ( i = l , 2 , 3 , . . . ) , 

also die Anfangsbedingung ist wirklich erfüllt. 

§5. Hi l fssa tz 1. 

Den Beweisen für die Konvergenz der Reihe (3) und der abgeleiteten 
Reihen legen wir folgenden Satz zu Grunde. 

Hi l fssa tz 1. Vorausse tzung: Es sei im Def in i t ionsgeb ie te 

0<la(t — r)< M = const., 

| r}(t, x) | < N = const., 

und | a(f, ttr)\< L =- const. 

B e h a u p t u n g : Dann für j eden P u n k t des Gebietes 

Q<r<t<l 

! A j ( ( , l M < i ; „w 
( i = 1 ,2 ,3 , . . . ) , 

wo pos i t ive K o n s t a n t e BQ unabhäng ig von dem I n d e x i is t . 

Beweis: Aus der Formel (7') für A0 folgt. 

| Ao(£, T) j < Me* = B0. 

Aus der Formel (7") für A$ (i = 1, 2, 3, . . .) ableiten wir zuerst 

, i x nr , i l i + 2 
| Mk r) | <exp HNd£) . J d | x exp i+f^h) - J £ - I A*_x | d£3. 

ô ' e—T * o ' . «—T 
-~2~ f. ä~ 

Wenn £ auf einen Augenblick ein fester Wert ist, vergrössern wir im 
Hinblick darauf die Integrationsgrenzen dadurch, dass wir 

1 l l + 2 

f. . . d | 3 statt f.. . d£3 

wählen, denn es ist 

o г._±П 
í l 2 

o<л-Цp<л + ~<<--
Darauf wählen wir 



4S 

Í + I 
2 

Л . . d ^ statt f\ . . df t 

t — т 

""2"" 

weil 0 < T < t < 1 ist. 

Daher 

| At^t, T) | < ^NLjd^j\ A ^ / f „ & ~ ) | df,. 
0 0 I \ / i 

Wenn wir nun die Grössen H$ (t =-=-. 1, 2, 3 , . . .) durch die Relation 

Bi(t) « e^LjBi^s) d | 3 

o 
(£0 = const. > 0) 

(e^L^ 
definieren, daim 

B.(0 - Җ 

Weil 
| A„(*, T); < H0, 

folgt leicht durch vollständige Induktion 

! AM, T) ' < Bi(t) 

(i - 1, 2, 3 , . . .), 
w, z. h. w. 

§6. Konvergenzbeweis für die Reihe (3). 

Aus dem Hilfssatz 1 folgt sogleich 
00 oo 

J A ' ! Ai(t, T) | < VJ ; . ^* ) < B0. exp {e™LXt). 
t'-*Q i = 0 

Diese Reihe ist aber eine Majorantenreihe zur (3) und daher konver-
00 

gie r t die R e i h e ^ ^ A ^ * , T) abso lu t und gle ichmäss ig für jede 
$=o 

endl iche X und für jedes Paa r (t,r) im 0 < T < £ < 1 , W, Z. b. w. 

§7. Hi l fssa tz 2. 

[1] — Im Folgenden brauchen wir die partiellen Derivierten von 
A( (i =« 0, 1, 2 , . . .). Aus der Formel (7") folgt: 
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ţ+_Ţ ť+т t + r 
2 

aAi 
дt 

t—т Ł~т t—x 

2 2 _. IS 

exp ( f ^ d | ) . hv(t, T) - £>,(/ - T , 0) + f ^ l d | J . f . . . d | , 

+ 

ť_+jr t + т 

2 "2 Є t — т 

exp I / rj df J. j | exp /— / ìj df2J. / Ař-_1a df3— | / A І Ч Й df3 

ízl * trl т ü 

2 2 
t + T Д 4 . l + T 

"2 £ t *l+y 

+ Гdfx. - | {exp (- ftdf2j . / Ať„!. a df,}], 

__~~т ř z т * —ízî 
2 " " 2 " *x 2 WO 

!-{...•,_= |Єxp I— / ,,__., | . |tø(. - т, 0) - / - < d | 2 | |. / A ť _ 1 «d | 3 + -[..}_= [exp (— / ^ d | 2 ) . \fr(t - T, 0) - /"^ d| 2) j . /__,_!« d | 3 

f—т ř—т t—т 

_~" ' ~2~ f l "IГ ,,-•.—. . 

+ exp(-|^df2).[łA г_1(i1+^, i , - ^ ) ^ ; ; . •'• 

t-'т * *, i 

-r • .;•_ ,.,; / 
/ _ _L ť — Г _ _ . ' — Г _ ť ~ Г . __. Ч C t ^ ^ " 

x _:l|1+—,—, řH _—, l_ _—I + 
ť — т _ . — т\ / _ < — т _ , < — т _ . — т\ , i д / . t — т . t — т . / . t — т . , t — т . 

+ IAІ-.ІІ! —,|_ _-]•« ( _ 2~.íг-г -_—,li 

' +/«-% І ^+/A i _4«d |з] 

*___*z_i _ — __zi 

Wenn wir den Ausdruck in der geschweiften Klammer {...} zurück-
dA-setzen, ist ersichtlich, dass —- die Summe von elf Summanden ist. dt 

8A-Für -—- erhalten wir einen ähnlichen Ausdruck. Der Unterschied 

ist nur in folgenden Gliedern: 
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der 2te und öte Summand hat das Vorzeichen -f- statt —, 

der 6te, 8te und 9te Summand hat das Vorzeichen — statt + . 

Um zu verifizieren, dass die Gleichung (4") erfüllt ist, genügt es zu 
bemerken, dass 

und weiter, wenn wir den Ausdruck in der geschweiften Klammer 
zwecks Kürzung durch seine Argumente bezeichnen, gleichfalls 

| { f 1 ; < - T } + ~ { f 1 ; < - T } = 0 . (9) 

Durch Addition entsteht 

t+T Í + T 
2 2 

І | í + ^ î - - e x p [ / , / d f | . | r / ( ť , т ) . / . . . d f . + 

2 2 

exp(Г^dfJ.[^,т).Г...d|1 

t-т j--т 
2 2 

t+т ť+т 

ì§+т!к/-«+ 
t—т t - т 

2 

t+т ž+т 
I 2 2 

+ fAť_x« dfз + exp ( fV df) . Гdf, ( | ľ {fi; l - т} + A {fi; ł - т}), 

t - T Í--T 
2 

also laut der Definition und den Beziehungen (8) und (9) folgt 
t 

Ô4r + l í ~ = П% т) • Ať + ÏAІ^ . a df ', 
дt ' Єt 

was wirklich eine Gleichung des Typus (4") ist. 

Für die Funktion A0(£, T) ist die Berechnung analog, aber kürzer. 

[2] — Sind 
lo(* — t), r](l, T), a(f, t, T) 

in ihren geschlossenen Definitionsgebieten g l a t t e Funktionen, dann 
existieren positive Konstanten M, N, L der Eigenschaft, dass 
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und 

gilt. 

!«,« — т), 

Һ(í. т)|. 

|a(f, ť,т)| 

8k 
~ei 

, 
Єт 

дt) 

Yt , 

дa дa 
дт 

<MУ 

<N 

<L 

Auf Grund dieses Umstandes beweisen wir den Hi l f s satz 2: 

Hilf sa tz 2: Es seien lö(t — T), r)(ty T), «(f, ty x) in ihren ge
schlossenen Def in i t ionsgebie ten g l a t t e Funk t ionen . Dann 

i t 
дki(ty т) 

дt <f+ o/đf,/j|лм({„fl-ţí) df, 

0 0 

(» = 1, 2, 3 , . . .), 
wo p o s i t i v e K o n s t a n t e n B und C u n a b h ä n g i g s ind von i. Die 

I dA(t T) 
analoge A b s c h ä t z u n g gi l t für — ~ — . 

I OT 
Den Beweis führen wir sodurch, dass wir Glied nach Glied aller 

elf Teile der im [§ 7, 1] berechneten Derivation abschätzen. Bei einigen 
Gliedern könnte man zwar diese .Abschätzung kürzen, wir führen 
jedoch eine genaue Berechnung durch um die Kontrolle direkt zu 
ermöglichen. 

Der erste, zweite und d r i t t e Summand in dem Ausdrucke für 
dA-
—^ hat die Form 
dt 

t+x 
2 _ ' 

Ai(*. T) htj(t, T) - \n{t - T , 0) + f ^ df 1 

und absolut genommen ist kleiner als 

í—T 
~ 2 ~ 

Mt,T)\.l$N+ $N+N dš], Jx, 
voraus nach dem Hilfssatz 1. die obere Grenze 

2NBn 
l\ 

folgt. 
4* 
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Der v i e r t e Summand hat die Form 
t+T Í+T 
~"~2 2 

exp í / rj df J . £ exp í-~ / .; df2J . / A*-_i(f3, т) . л(f3, t, т) df 3 

2 2 

und im absoluten Wert ist er kleiner als 
t џ--A / jAi_i(f3,т)iđf3. 

o 
Aber aus dem Hilfssatz L 

|A i_1(fз,т)|<ĄІÇ^!-> 

also gilt sicher die Abschätzung 
(e2Nlt)1 

łIv (! 
Der fünfte S u m m a n d 

t + т í—T 
2 2 

pфdS).ÍAt. 
ł — т o 

ł exp ( / ч" df) . / Aг_!(fз, 0) . o(íз, < — т, 0) df3 

führt zu derselben Abschätzung.7) 

Der sechs te Summand 

_±__ i_~т 

2 2 ' 

exў(lr) df J . / d f i . exp /— I r/ df2J . |гДí — т, 0)x 

ř-т t - т í—т 
"2~ 

«.+ -? 
< / Aj-if s, f. — --__J . a/f 3, {. -f - y í , fx ^Л . 

fc—s 

') Es ist 

| e * _ ./ | _*_.<_,. 0) | dí . < fJ«
f f_B,(выr_)*-- | - f < ^ 

-Vг_< 
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gibt die obere Grenze 
1 1 i i 

expj fxVdf) . fdf^xp |+ /i^d|2).A. r i . L ^ ^ ^ - ^ I j L , 
o o b o 

und nach dem Hilfssatz 1 entsteht 

Für den siebenten Summand 
И-т ť-ł-т 

2 h U ŕ t + " 2 -

exp ( / гj df J . / dfг exp (— / ц df2J / -J df 2 / A м . a df 3 

ť—т ť—т 
2 

t—т í-—т t—т 
T ~ ~2~ ^ ~ — 

ganz analog 
ì i 

„2N fdf t . | V df,. f/. I At_i(f3. fi - ----"' 

0 0 o 

df3) 

sodass das Resultat 

^ Ч 
(e2NLťү 

T\ 
ist. 

Der achte Summand hat die Form 
t-ł-т í + т 

2 2 

exp ( / т] df J . / df̂  exp \—ÌП d£-J • łAi-ita + 
t—т ť—т t—-т 

t — T ^ í T\ 
"~~Г"» f i õ~~ 

t—т ť—т 
~2~ 2 

/ t . * ~ ~ ' T t i * ~ ~ T t * — т \ x Ҷ f г + — , f i + — , fi 2") 

und die dazugehörige Abschätzung ist 
t 

t — T £ — T 
91 ~ 

Weil 

WІA (_1(ř1++ t, f, 
o 

A ł - i í f i + - ~ , fx ż — т fc í — т 

dfr 

< ДэV 
(e2^/v)í-i/ ř ř — T ^ - 1 

( ť - l ) l (f.+^f 
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nach Einführimg der neuen Integrationsvariablen 

u = fi + 
t— т 

* entsteht Зf—т 

2 

2 < i — l ) ! j * a u < 2 t! 1 2 ) ' 
t~T 

2 

Aber 3l — T < 3 ,̂ 

also die obere Grenze ist 

2 ' t! \ 2 ) # 

Dieselbe Abschätzung erhalten wir für den n e u n t e n Summand . 

Der zehn te S u m m a n d 

I» 
l + т Í + T 

2 ~ 2 « i + -

expţ lvdň • j dši • exғ (— \nd^) *\a--~iгdš* 

2 2 
Є-~т t~-т 
"2" *» 2* 

ist in seinem absoluten Wert kleiner als 
l t 

aLM 
a / t — т 

df3. 

0 0 

Der letzte, elfte S u m m a n d führt zur Grenze 

l t 

e^Гdf./ÌA..-,/ f,>f.-
t — r df„ 

0 0 

aus welcher folgt wie früher 

(e*NLt)1 

0 il • 

Addieren wir jetzt alle Abschätzungen, ist ersichtlich, dass bei 
geeigneter Wahl der positiven Konstante A (unabhängig vom Index i) 

BAi(t,T) 

Єt < M^Í^Ml^-^ dfз 

0 0 
ist. 



Noch einfacher können wir schreiben 
l t 

дÅj(t, т) 
Єt <^И|IЧ^-'-^) dfз. 

wenn wir passend weitere positive Konstanten B und C (unabhängig 
von i) wählen, was durch vollständige Induktion die im Hilfssatz 2 
•ausgesprochene Abschätzung ist. 

§ 8. Hi l f s satz 2'. Beweis der K o n v e r g e n z der a b g e l e i t e t e n 
Reihen. 

[1] — Die Formel im Hilfssatz 2 stellt eine rekurrente Relation 
vor und wir können leicht aus ihr durch sukzessive Einsetzung eine 
einfachere Abschätzung ableiten. Wir drücken diese Abschätzung als 
Hi l f s satz 2' aus, 

Hi l f ssatz 2'. Ausser den V o r a u s s e t z u n g e n im Hil f s satz 2 
sei 

čAo 
дt 

und 
čA, 
Bт 

< K = Konstante (K > Jf). 

D a n n (i = 1, 2, 3,.. .) 

BMU r) 
dt 

und 
дAj(t, т) 

дт < 
(Et)' 

wo E =. B*+ CK. 
Der Beweis ist sehr einfach und man kann ihn direkt aus dem 

Hilfssatz 2 ableiten.8) 
[2] — Aus dem Hilfssatz 2' folgt der Schluss: 
Es ist 

î * i 

дAi(t,т) 
x%\—гГ u n d L я 

* « i 

8A»(*,т) 
дт <e mt 

) Es ist, z. B. für i = 1 und 2: 
|*A< 

Č* <,(B + CK)* 

ØA2 

l t 

дt 
< Җ + cfdhf(B + CK) fз dff = ~ [B2 + БC + C2K] 

o o 
iuid weil K > 1, also sicher 

et < -V [B2 + -ШC + C2K2] -« -1- (B + CK)2. 
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und man kann daher beweisen, dass die R e i h e n 

PЧí' P% 
i *0 £ = 0 

abso lu t und gle iehmässig konverg ie ren im 0 < r < £ < i und 
für jede endl iche A, w. z. b. w. 

§9. Ver i f ikat ion, dass die Reihe (3) die Lösung der Grund
gleichung ist. 

Die Verifikation, dass die Reihe (3) wirklich die Lösung der Glei-
ehung (2) vorstellt, ist nur ein Schluss der vorigen Erwägungen. Denn 
wir können die Hilfsgrösse 

definieren und daher genügen die Koeffizienten A* & = 0, 1, 2, 3, . . .) 
den Gleichungen 

BAi , dAi r 
• t).Ai + l a . A^„id| . 

•/ 
ы * дx 

Addieren wir diese Gleichungen für i = 0, 1, 2, 3, . . ., n> wobei wir 
früher die t-te Gleichung durch die i-te Potenz des Parameters X multi
plizieren. Dann 

t 

I S »Ai+1S *iAt -*• S.*Ai +1 fa • t *<_1A<-1 ̂  • 
i«0 t»0 t=0 • t *0 

t 

Nun aber konvergieren alle betrachteten Reihen gleiehmässig und wir 
können daher den Limesprozess n -> oo durchführen, wodurch man zur 
ursprünglichen Gleichung (3) gelangt. 

Bemerkung: Die Unizität der Lösung bei gegebenen Anfangs
bedingungen führe ich nicht ein. weil sie leicht nach bekannten Methoden 
sich beweisen lässt. 

§ 10, E ine Hi l f swahrsche in l ichke i t . 

[1] —Die Exponentialfunktionen in den Formeln (7') und (7") 
lassen sich durch Einführung gewisser Wahrscheinlichkeiten statt 

. Intensitäten beseitigen. Damit erhalten wir auch eine inhaltüche Inter
pretation der Koeffizienten A*. 

So z. B. können wir folgende Erwägung machen: Wir setzen voraus, 
dass die ausgetretenen Individuen nicht mehr zurückkehren. Dann 
folgt leicht die Differentialgleichung 
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1 d l (f + ^ f - ^ ) 

! ( 

t — x_ t t—C\ df 
1 f + --г-'f 

/ — — "T /• ••'{•- TT 

Durch Integration im < — — > — — > also 

Í + T 

l(ť, т) == 1(1 — т, 0 ) . exp ( jrj df) 
t—т 

Den Sinn haben nun nur diejenigen Werte (t — T), für welche 
\(t — T, 0) 4- 0, sodass 

Ltl 
2 

w^äS-«•"(/?«)-**> • 
_"I 

2 

die Wahrsche in l i chke i t ist, dass ein I n d i v i d u u m , welches 
zum e r s t enma l im .Augenblick (t — T) in das Ko l l ek t iv t r i t t , 
in ihm im Augenbl ick t gerade die ganze Zeit T sein wird. 

Wenn wir t — T -= a 

setzen, dann • 
\(t> T) _ l(a -f T, T) -

1(* — T, 0) ~ l(a, 0) — Pi 

sodass man auch sagen kann, dass p die Wahrsche in l i chke i t ist, 
dass ein I n d i v i d u u m von seinem E i n t r i t t a bis zum Beobach
tungsaugenb l i cke (a -j- r) immerwährend im Ko l l ek t iv sein 
wird. 

[2] — .Mittels der gerade angeführten Hilfswahrscheinlichkeit p 
können wir verschiedene Spezialkollektivs konstruiren, die mit belie
biger Genauigkeit das gegebene Kollektiv approximieren. Es genügt 
z. B. auf bestimmter Anzahl der Glieder in der Reihe (3) sich zu be
schränken. 

Als einfacher Fall will ich die Bedeutung des ersten Koeffizienten (7'} 
andeuten. Es ist nämlich 

A0(J, T) = p(tt T) . !<,(*, T) 
was sich interpretieren lässt wie folgt: Wenn die Austrittsintensitäten 
nicht wirken, dann verteilt sich das Kollektiv in den Koordinaten t 
und T nach der Funktion IQ. Unter Wirkung der Austrittsintensitäten 
hat das Kollektiv Verluste und die wahrscheinliche Verteilung ist 
daher A0. . • 



58 

§ 11. R e d u k t i o n der G r u n d g l e i c h u n g auf eine In tegra l
g le ichung IL Art. 

[1] — Statt der Gleichung (2) kann man die Gleichung mit dem 
Parameter /* 

+ ~^џҺ^П+ ҐKí. t ) : a(Ç, U т) df 1 Іł • a 

дt 
benutzen. 

Durch die im £§ 4, 1] eingeführte Substitution reduziert sich diese 
Gleichung auf t + T 

1(1, т) - У* ~x) + џ ҐF ţf, L~ï ; l) df, (Ю) 

_Z__ 
2 

wo 

,(*,_=_.,) s , ( f + '-_. f - ^ . ^ + î - ,__=_) + 

I + Î = -

+/l(íг.f--=-)• «(«.. f + ~ - . f - ^ ) df.. 

f_«__ 
* 2 

Dabei ist ^ eine glatte nach den Anfangsbedingungen beliebig 
wählbare Funktion. 

[2] — Die Lösung der Gleichung (10) ist im Gebiete 

0 < T < i < 2 

durch die gleichmässig konvergente (ganze Transzendente in (u) Reihe 

I^T^J-J^F^T) (11) 
t_=0 

mit den Gliedern F0(*, T) ==- ^{t — T) 
Hl 

-A^-ü{lV,(l + t=J. {_<-+). + + <-+, {_<+) + 
t~~% 

2 

* r 2 

« - - i - . ( i - r 1 ,2 ,3 , . . . ) 
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gegeben, wie sich leicht nach der Volterra'sehen Theorie der Integral
gleichungen bestätigen lässt. 

[3] —Wenn 
X = ja = 2, 

dann ist die Reihe (11) nur eine Umformung der Reihe (3), Infolge der 
Exponentialfunktionen konvergiert (3) schneller als (11). Weiter kann 
man in (3) die Hilfswahrscheinlichkeit p[§ 10] statt Intensitäten 
setzen. 

§ 12. 8ch lussbemerkung . 

Ich will noch eine mögliche Erweiterung der Theorie des zeitlichen 
Zerfalls der statistischen Kollektivs andeuten. 

Verändern wir das Modell des Kollektivs so, damit die Grund
gleichung die Form 

t 
eMll+8J^jl== v{t, T). 1«, r) + j'l(S, r) . a(£, t, r) df (12) 

annimmt. Dazu genügt es die Funktionen t] und a entsprechend zu 
definieren. 

Der Sinn der Gleichung (12) ist folgender: Bisweilen haben wir 
vorausgesetzt, dass ein Kollektiv erst vom Beobachtungsaugenblicke 
/ = 0 gegeben ist. Die Veränderungen, die mit den Individuen des 
Kollektivs vor diesem Augenblicke vorgefallen sind, haben wir ver
nachlässigt. Aber ein statistisches Kollektiv ist in der Regel ein Auswahl 
der Individuen, die schon früher in gegenseitigen Beziehungen waren.8) 
Und es ist jetzt sehr wahrscheinlich, dass diese früheren gegenseitigen 
Beziehungen auch einen Einfluss auf den Zerfall im Laufe des Beob
achtungsintervalls ausüben. Die Gleichung (12) ermöglicht gerade solche 
Zerfallseinflüsse zu ergreifen. 

Indessen bleibt die Frage nach der Konstruktion der entspre
chenden Modelle der auf (12) führenden Kollektivs offen. 

0) Soweit die früheren Beziehungen der Individuen schon in den 
Definitionen der Funktionen r\ und a enthalten sind (denn diese Funktionen 
sind in der Regel auf Grund eines statistischen Materials aus der Vergan
genheit abgeleitet), ist das nicht genügend. 
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