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auch rascher die Zunahme hinsichtlich der seit dem Eintritte der Invali-
ditit verstrichenen Zeit ein.

Bei den Frauen ist die Sterblichkeit bei den 20—24 jihrigen an
Lungentuberkulose Leidenden im ersten Jahre mit dem Prozentsatze
von B29% grosser als bei den Minnern, aber schon der Prozentsatz
von 47%, des zweiten, ebenso jener von 25%, des dritten Jahres kleiner,
als bei den Minnern. Sowohl die absolute, als auch die relative Abnahme
besteht auch spiiter. Hinsichtlich der Eintrittsalter ist die Tendenz
dieselbe wie bei den Minnern, dabei begegnen wir iiberall kleineren
Zahlen, als bei den Ménnern. Die Sterblichkeit von 689, der im Alter
von 25—29 Jahren invalid gewordenen nimmt stark ab und betrigt
im 7. Jahre nur mehr 79%. In den Altersgruppen von 30—35 Jahren
sinkt sie von 06% bis 7um 7. Jahre auf 69, in den Altersgruppen der
60—64 jihrigen im 4, Jahre von 239, auf 119%, in der Altersgruppe
der 65—69 jihrigen von 219, im zweiten Jahre auf 119. Die Tendenz-
" dnderung hinsichtlich der verflossenen Zeit, trltt daher mscher als bei
den Mannern ein.

Auch die Sterblichkeit der aus sonstigen Ursachen invalid Gewor:
denen ist geringer als bei den Ménnern. Natiirlich spielen auch die ver-
schicdenen Invalidititsursachen in verschiedener Stirke mit, sowohl
bei den Frauen, als auch bei den Minnern und hieraus erkliren sich
auch die Abweichungen.

‘Diese auf die Sterblichkeit der an Lungentuberkulose Leidenden
getroffenen Untersuchungsergebnisse geben im Vereine mit den Er-
fahrungen die hinsichtlich der Sterbeverhiltnisse der aus sonstigen
Ursachen invalid Gewordenen gesammelt wurden, Vollatandlge Erkla-
rung fiir die Anderung der Sterblichkeitsverhéltnisse, je nach der seit
dem Eintritte der Invaliditiit verflossenen Zeit und den Eintrittsaltern,
ebenso fiir die bei Méannern und bei Frauen festgestellten Unterschiede
in der Sterblichkeit,

Zur Grundgleichung fiir den zeitlichen Zerfall
der statistischen Kollektivs.

Otomar Pankraz.

Einleitung.

Bei der Konstruktion der Invalidititstabellen sind Ergebnisse
erreicht worden, welche als eine ganz allgemeine Grundlage beim Losen
von solchen Problemen dienen kénnen, bei denen es sich um den Zeit-
zerfall der statistischen Kollektivs handelt. Die erste Arbeit, in welcher.
diese Fragen systematisch durchgenommen werden, ist die Abhandlung
des Herrn Dr. E. Schoenbaum ,,Anwendung der Volterra’schen
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Integralgleichungen in der mathematischen Statistik [Skan-
dinavisk Aktuarietidskrift, 1924 (241—265), 1925 (1—22)].** Kine
interessante Erweiterung dieser Fragen hat H. R. Taucer durch-
gefiihrt in der Mitteilung ,,Sulla teoria dei gruppi (Atti del Con-
gresso Internazionale dei Matematici, Bologna 1928; tomo V,
pag. 413—418).1)

In der folgenden Abhandlung habe ich mir die Aufgabe gestellt,
die Probleme, die bei den Zeitzerfillen der statistischen
Kollektivs vorkommen, allgemein zu formulieren und ihre
Losung (soweit es jetzt schon moglich ist) anzugeben.

Im ersten Teil der Abhandlung fithre ich die Deéfinition des
zeitlichen Zerfalles eines Kollektivs an. Dabei teile ich die
Kollektivs in offene und abgeschlossene je nachdem, ob im Laufe
des Beobachtungsintervalles neue Individuen in das Kollektiv eintreten
oder dies nicht stattfindet. Weiter unterscheide ich die ein- und
zweidimensionalen Probleme je nachdem, ob die Funktionen, die
die Verteilung des Kollektivs angeben, allein von dem Beobachtungs-
augenblick abhingen, oder ob sie ausserdem noch auch von einem an-
deren Zeitparameter abhéngig sind. '

Dann befasse ich mich mit dem eindimensionalen Problem
und zwar speziell fiir die abgeschlossenen Kollektivs bei sehr
allgemeinen Bedingungen. Zuerst werden wir annehmen, dass die
die Zeitverteilung des Kollektivs beschreibende Funktion stetig ist,
withrend wir von ihrer Ableitung nichts voraussetzen, und mit Hilfe
der Stieltjes’schen Integration leiten wir die Grundrelation fiir
den Zerfall ab. Was die methodische Seite betrifft, werden wir auf
dem Wege fortschreiten, den H. E. Lenzi eingefiihrt hat in der Arbeit
»Sulle equazioni integrali della riserva matematica (Gior-
nale dell’ Istituto Italiano degli Attuari, III, 4, 1932, pag.
461—472)." Dann werden wir uns auf den Fall beschrinken, dass die
Verteilungsfunktion eine stetige Ableitung besitzt und werden zeigen,
dass durch einfache Operationen aus der Grundrelation die bekannte
gewohnliche Integrodifferentialgleichung entsteht, die die Verteilungs-
funktion bestimmt.

Der zweite Teil befasst sich mit dem zweidimensionalen Problem
und sein Inhalt ist die Ableitung der partiellen Integrodifferen-
tialgleichung fiir ein offenes Kollektiv. Die vollstindige Losung
dieser Gleichung werden wir in der Form einer unendlichen nach den
Potenzen eines geeignet gewihlten Parameters fortschreitenden Reihe
angeben. Dabei kommt die Aufgabe vor, die Glieder auf eine ,,geeignete*’
Art zu gruppieren oder bestimmte Teile dieser unendlichen Reihe durch

1) Weitere Bibliographie und Behandlung dieser Probleme enthélt
das Buch R. Risser: Applications de la statistique & la démogra-
phie et & la biologie, Paris 1932.

3
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einen einzigen Ausdruck, als ihre Summe, zu ersetzen, Nachdem aber -
a priori fir dieses Gruppieren resp. Summieren von Gliedern keine
Vorschrift gegeben ist, 16se ich die Gleichung auf zweierlei Art, wodurch
zwei Formen der Losung erhalten werden, von denen wohl die eine auf
die andere reduzierbar sein muss. In beiden Fillen verwende ich die
Methode der sukzessiven Approximationen, nur gehe ich im ersten Falle
direkt von der gegebenen Integrodifferentialgleichung aus, wogegen
ich im zweiten die Reduktion der Grundgleichung auf eine Integral-
gleichung durchfiihre, die ich dann auf die iibliche Art lése. Den ersten
Fall rechne ich ausfiihrlich durch, und zwar unabhiingig von der Volter-
ra’schen Theorie der Integralgleichungen. Zum Schluss fithre ich eine
partielle Integrodifferentialgleichung an, die sich auf ein unendliches
Intervall bezieht, deren vollstindige Diskussion ich vorldufig noch
nicht durchfithre.

I. Teil.’

Die Definition des Zerfalles eines statistischen Kollektivs. Das ein-
dimensionale Problem.

§1. Formulation der Aufgabe.

In der Theorie des zeitlichen Zerfalls der statistischen Kollektivs
l6st man folgende Aufgabe:

[1] — Es sei eine bestimmte endliche Menge (Gesamtheit, Kollek-
tiv) von Individuen gegeben. Die Individuen haben folgende Eigen-
schaften:

1. Jedem Individuum sind die Zahlen
L,2,..,n
als Merkmale zugeordnet. ‘

2. Im bestimmten Augenblicke kann jedes Individuum nur ein
einziges Merkmal verlieren resp. wieder erwerben.

3. Der Verlust eines Merkmales hat zur Folge das Austreten
{Ausscheiden) des Individuums aus der Menge; das Wiedererwerben
eines verlorenen Merkmales bedeutet die Riickkehr des Individuums.
in die Menge.

Beobachten wir diese Menge im Zeitintervalle

0<t<1.

Im Augenblicke ¢ = O hat sie eine bekannte Zahl 1,(0) der Individuen.
Wir unterscheiden dann zwei Gruppen von diesen Mengen; und zwar
nach Voraussetzungen:

Voraussetzung «). Im Laufe des Zeitintervalls
0<tL1?
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koénnen nicht neue Individuen in die Menge eintreten. D. i. jedes Indi-
viduum trat zum ersten Male in die Menge im Augenblicke ¢ = 0 ein.
Eine solche Menge wollen wir als eine abgeschlossene Menge be-
zeighnen,

Voraussetzung f). Neue Individuen kénnen im beliebigen Augen-
blick ¢ in die Menge eintreten. Die Verteilung dieses ersten Eintrittes
im Intervalle 0 <<¢<C1I soll durch die Funktion 1i(f) gegeben werden.
Jedes neu hinzugetretene Individuum kann durch den Verlust einiger
seiner Merkmale austreten und wieder eintreten, sobald es die verlo-
renen Merkmale wieder erworben hat. Eine Menge von diesem Typus
nennen wir offene Menge.

Uber das Austreten und die Riickkehr von jedem Individuum
wollen wir immer nur mit bestimmter Wahrscheinlichkeit entscheiden
und daher hat jede betrachtete Menge den Charakter eines statisti-
schen Kollektivs.

[2] — Betrachten wir ein bestimmtes Individuum im geschlossenen
Intervall < 0, ¢ >.2) Dann die ganze Zeit (d. h. die Summe der Léngen
der Intervalle), welche das Individuum im Laufe < 0, £ > in der Menge
war, bezeichnen wir als 7. Ersichtlich

0<r<i<L ()

Die Hauptfrage lautet nun:

Es ist die Anzahl Iz, 1) derjenigen Individuen zu bestim-
men, die sich im Augenbhck ¢t in einer bestimmten Menge
befinden und ausserdem in dieser Menge msgesamt die Zeit
verbracht hatten.

Wenn [ nicht von 7 abhingt, also I = 1(#), dann bildet die Aufgabe
den Kern des Problemes, welches wir eindimensionales nennen,
wihrend es sich im allgemeinen Falle um ein zweidimensionales
Problem handelt.

Die Funktion 1{,7), deren Definitionsgebiet durch die Unglei-
chung (+) ausgedriickt ist, nennen wir Verteilungsfunktion des
gegebenen Kollektivs. Aus ihrer Definition folgt die Bedeutung fol-
gender Werte:

1{0, 0) = Anfangsstand der Individuen im Kollektiv;

1{t, 0) = 1,(¢) = die Anzahl derjenigen Individuen, die im Augen-
blicke ¢ zum erstenmale in das Kollektiv eintreten. (Die Verteilung des
ersten Eintrittes in das Kollektiv);

1{t, t) = die Anzabl der Individuen, die in dem Kollektiv vom
Anfange der Beobachtung ununterbrochen bis zum Augenblicke ¢
waren. (Die Verteilung der Individuum, die sich an dem Zerfall iiber-
haupt nicht beteiligen.)

) Wir bezeichnen < a, b > als geschlossenes, (a, b) a.ls offenes In-
tervall.
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Ausserdem ergibt sich
it,7)=0 (t<71).

[3] —- Die analytische Formulation der Voraussetzungen im Falle
des zweidimensionalen Problems fiir beide Gruppen der Kollektivs
fiihrt zu folgenden Bedingungen. Es soll erfiillt werden:

«) fir ein abgeschlossenes Kollektiv

1(0, 0) == gegebene Konstante > 0,
(¢, 0) == 0 fir 0 < t << 1;
f) fiir ein offenes Kollektiv
1(t, 0) = (1),
wo ly(f) eine gegebene identisch nicht verschwindende Funktion im
0 <<t <1 ist. Fiir statistische Erwidgungen ist es speziell zweckméssig
vorauszusetzen, dass () eine glatte Funktion ist.3)
Die Verteilung des geschlossenen Kollektivs konnen wir appro-
ximativ 16sen, indem wir die Bedingung &) durch folgenden Fall ersetzen:
Voraussetzung «'). Wir setzen voraus, dass der Anfangsstand
1(0, 0) eines abgeschlossenen Kollektivs sich auf ein geniigend kleines
Zeitintervall << 0, > zerlegt. Dann kénnen wir die Funktion 1y(2)
80 withlen, dass sie zwar sehr heftig aber doch glatt zur Null sinkt,
sodass im << g, I > stets gleich Null ist. Diese Bedingung ist augen-
scheinlich ein spezieller Fall von f).

§2. Hilfsfunktionen.
Zur analytischen Beschreibung des Zerfalls eines bestimmten
Kollektivs beniitzen wir Funktionen:
1. Die Austritts- (Ausscheidungs-)intensititen. Es sei

ilt, T)
die Intensitiit, mit der das Ausscheiden eines Individuums, welches
insgesamt die Zeit v im Kollektiv verbracht hatte, im Augenblicke
t aus dem Kollektiv infolge des Verlustes des Merkmales ¢ geschieht.
2. Die Riickkehrintensititen. Das Individuum hat das Kol-
lektiv infolge des Verlustes des Merkmales i im Augenblick

§<t
verlassen und bis zum Beobachtungsaugenblick f ist es nicht zuriick-
gekehrt. Dann sei

Qi(t’ &) )
die Riickkehrintensitit infolge des Wiedererwerbens des Merkmales ¢
im Augenblicke t.

3) Wie bekannt eine Funktion (¢, z) heisst glatt, wenn sie stetig
nebst ihren ersten Abgeleiteten ist.
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In der statistischen Praxis kénnte speziell der Fall

i = oi(t, t — §)
eintreten.
3. Die Wahrscheinlichkeiten des ununterbrochenen Vor-
kommens ausserhalb des Kollektivs. Ist & ein beliebiger Augen-
blick vor dem Beobachtungsaugenblicke t, also &< ¢, so sei

pilt, &)
die Wahrscheinlichkeit, dass das Indiﬁduum, welches im Augenblick &
das Merkmal ¢ verloren hat, bis zum ¢ noch immer (d. h. ununterbrochen)
ohne dieses Merkmal ist.

Aus der Definitionen der g, p; ({ = 1,2,...,n) folgt, dass das
Individuum im Laufe des halbgeschlossenen Intervalls < §,1)
dauernd ausserhalb des Kollektivs ist.

[2] Im Falle, dass die Austrittsintensititen nicht von der Ver-
dnderlichen v abhéngen, also wenn

m=mnt) (=12...,n),
ist es vorteilhaft statt dieser Intensititen die Austrittsfunktionen
fit) (=1,2,...,n)

einzufithren. Dem Inhalt nach bedeutet f;(f) die Anzahl derjenigen
Individuen, die aus dem Kollektiv im Laufe des Zeitinter-
valls < 0,¢> infolge des Verlustes des Merkmales 7 ausge-
treten sind.

Der Zusammenhang zwischen Austrittsfunktion und Austritts-

intensitdt wird wie folgt ausgedriickt:
Es sei fi(t) eine differenzierbare Funktion; dann

At

ni®) = m ===

es sich um den einseitigen Limes).

§ 3. Eindimensionales Problem fiir abgeschlossene
) Kollektivs.

[1] — Den Kern des eindimensionalen Problems fiir abgeschlossene
Kollektivs bildet folgende Aufgabe:

Aus der gegebenen Anzahl 1(0) der Individuen ist die
Anzahll(f) derjenigen Individuenzu bestimmen, dieim Augen-
blicke ¢t in das Kollektiv gehoren.

Bei der Losung dieser Aufgabe wird unser Ziel sein mittels der
Stieltjes’schen Integration die allgemeine Beziehung abzuleiten, aus der
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durch die Spezialisation der Voraussetzungen die gewéhnliche Integro-
differentialgleichung folgt, die die Anzahl }{f) der Individuen im XKol-
lektiv im beliebigen Augenblick bestimmt,

Deshalb wollen wir uns frither die Definition der Stieltjés’-
schen Integration ins Geddchtnis rufen. (Stieltjes: Recherches
sur les fonctions continues, Ann. Fac. Sc. de Toulouse 1894,
1895, chap. VL)Y

Auf dem geschlossenen Intervall < a, b > seien gegeben:

1. eine stetige Funktion f(z) und ' '

2. eine Funktion g(x), welche auf diesem Intervalle beschriinkte
Variation hat.

Teilen wir das Intervall durch die Punkte

=5 <. <t 1 <6< .. <ap=1b
und wihlen wir im <a,—;, ,>> einen beliebigen Punkt &,. Dann existiert

umZ £(£,) [g(2,) — p(x—1)]

pe=1

fiir n - oo und Max (2, — x,~;) - 0 und zwar unabhingig von der
Wahl der Zahlen , und &,. Diesen Limes bezeichnen wir

b
[He) dg(a)

und nennen das Stieltjes’sche Integral.
[2] — Wir wollen folgende Voraussetzungen annehmen:
1. Die Austrittsfunktionen
fi=1fit) (=12,...,n)
seien auf << 0, 1 > stetig und monoton.’)
2. Die Riickkehrintensititen (1 ==1,2,..., n)
0i = gi(t, u)
und die Wahrscheinlichkeiten (i == 1,2, ..., n)
pi = pi(t, u)
seien stetig in beiden Veréinderlichen ¢, u auf 0 <u<t<1L.

4) Genauer gesagt handelt es sich um die Riemann-Stieltjes’sche
Integration.
8} Aus der Bedeutung der Austrittsfunktionen folgt, dass fi monoton
und nicht abnehmend sind, sodass fiir zwei beliebige Werte 7" > ¢
£(T) 2 1(t)
gilt, wobei das Gleichheitszeichen nur in dem Falle Geltung hat, wenn
fi = const, auf dem geschlossenen Intervalle < ¢, 7' >.
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Uber die Ableitungen stellen wir keine Voraussetzungen auf.
Wihlen wir zwei feste (sonst beliebige) Augenblicke

t, <t

auf << 0, I >. Weiter soll ¢ einen verénderlichen Augenblick bedeuten,
fiir welchen

L<o<lt
Wenn wir uns ¢ als fest denken, dann sei & ein neuer veriinderlicher
Augenblick, welcher die Bedingung

0<¢<o

erfiillen soll.

Der Wert . 1(6) — 1(z,)
gibt die Verinderung in der Zahl der Individuen im Laufe des Zeit-
intervalls <C #;, ¢t > an. Dieser Wert gleicht aber

{der Anzahl derjenigen Individuen, die im geschlossenen Intervall
< t,t > aus der Gesamtheit aller ausgetretenen zwischen 0 und ¢
zuriickkehren] minus [dle Anzahl der im < ¢, ¢ > ausgetretenen Indi-
viduen].

Wahlen wir auf < £, t > einen beliebigen, vorldufig festen, Augen-
blick ¢ und teilen das Interval << 0, ¢ > durch die Punkte

:§o< §1<--.<§v——1<51< R - Em:‘—‘u'
Im Intervall < &,_,, & > sind

Z [f(&)) — fi(i—p)]

i=1

‘Ev-—-]_ + fv

Individuen ausgetreten, welche wir uns alle in dem Augenblick ~—— 5

konzentriert denken. Aus denen sind dann wahrscheinlich

Yo (o =255 8) e 6ttt

i=1

bis zum Augenblick ¢ nicht zuruckgekehrt. Aus dieser Anzahl werden

daf e

im Intervall (0,0 + da) zuriickkehren. Der Beitrag in dem ganzen
Intervall << 0,0 > ist

a0}, 3 b (o B2 ) o o Bt ) 1) — e

=1 A=l
Wenn m > oo und Max (§,—&—,)>0, dann konvergiert dieser
Ausdruck zur Summe der n Stieltjes’schen Integrale
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n o
do ¥, [7: (0, £) gi (0, &) dfi(8).
i=10
Ist nun o ein veri’mderlicher Augenblick, kehren insgesamt

Zfda pilo, &) oi(o, &) df(E)

te=1¢
Individuen zuriick.

Dem gegeniiber treten im < ¢,,¢ >

i f dfi(£)

. i=1t
Individuen aus.

Durch Vergleich folgt also
16y = ¥4 faa j Pio, ) oio, §) dt(E) — f a2)}

t=1 ¢y
Weil auf der rechten Seite stetxge Funktionen mit beschrankter Variation
nach der Veriinderlichen ¢ vorkommen, ist 1(¢) gleichfalls eine stetige
Funktion mit beschriankter Variation, sodass zwischen den den Zerfall
des Kollektivs beschreibenden Funktionen die Grundrelation

jal 5= Z{f"" P, &) a0, &) df )—jdf«f)} ®

=1t

besteht und zwar fiir jede zwei Punkte 0<t1<t< 1

{3] — Wir wollen nun beweisen, dass unter spezialisierenden
Voraussetzungen aus der Grundrelation die gewohnliche Integrodiffe-
rentislgleichung fiir die Verteilungsfunktion 1(¢) entsteht.

Wir wiihlen namlich die Werte
' t,t4 At
als Integrationsgrenzen und setzen voraus, dass () und f(§) (@ =
= 1,2,...,n) in jedem Punkte auf < 0,1 > stetige Ableitung

haben (in den Intervallgrenzen handelt es sich um die einseitigen
Ableitungen).

Laut der Definition

f .
M =18 (=120 |
fiithren wir statt Austrittsfunktionen (&) die Austrittsintensititen »;(§)
t4 At
eu}. Dann lim ~1” (o) = 91(9

At-)ozlt
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t+ Al o

1 ,
;imo'j‘t dO' pt(o': E) Q!(ds §) dfl(é) "‘fPi t ) Qi(’s 5) ni(s:) ](5) dé
und t+ a4t
jlgloz,; dfi(§) == nu(t) 1(t)
(tz 1,2,..., n).
Wenn wir . b
E(t, &) = Yipitt, §) utt, &) mi(8)
ie=1
und 1
) = — Y \mitt)
i=1
setzen, so entsteht aus (1) die Integrodifferentialgleichung
ai@)
5 = 1 1) +fK(t £ 1(8) df

o<t < 1)
mit der Anfangsbedingung 1(0), d. i. die Gleichung, zu welcher Herr
Dr. E. Schoenbaum bei der Konstruktion der Invaliditdtstabellen

gekommen ist.
‘ II. Teil.

Das zweidimensionale Problem. -

§ 1. Integrodifferentialgleichung fiir das offene Kollektiv.

Setzen wir voraus, dall sich die Verteilung des offenen Kollektivs
durch eine glatte Funktion I(¢, 7), d. h. durch eine stetige Funktion
nehst ihren ersten stetigen Derivierten, beschreiben lasst.

Im Innern des Gebietes 0 <7 <<?<C I wihlen wir einen beliebigen
Punkst (¢, ) und beobachten wir die Verdnderungen, welche im Intervall
(t, t + At) in dem Kollektiv entstehen,

(I.) Vorerst scheiden die Individuen

1, 7) - [i”"“’ 1)] At = A, ). At
=1

(IL.) Es kommen sodann hinzu Individuen, welche im Augenblick
& <<t ausgeschieden sind und im offenen Intervall (&, {) noch nicht
zuriickgekehrt sind. Thre Anzahl bestimmen wir wie folgt:

Im (& &4 A4&) sind
16, 7). [Z (&, r)] At

i=1
Individuen ausgeschieden, von welchen wahrscheinlich bis zum Augen-
blick ¢

aus.,
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. .
16, 7) [2'7“‘5' ?) pilt, s>] A¢
{=1
noch nicht zuriickgekehrt sind.
Aus dieser Anzahl kehrt im (4, ¢ -+ 4¢f)

n
&0 [ Yot 0 ptt ot 0] 4 41
(=1
zuriick.

In Frage kommen alle Teilintervalle 4¢ zwischen 0 und ¢ mit der
Bedingung Max A&+ 0, wenn sich die Anzahl dieser Intervalle iiber
alle Grenzen vergréssert, sodass die ganze Anzahl der zuriickkehrenden
Individuen

At .jl(é, 7). LZ nil&, ) pult, &) oilt, 5)] dg

ist. Aber ‘
Iit,tr) =0 (t<7),
voraus das Resultat

t ” .
at-fug, . [Zm(s, 7) pilts &) gilt, & J dé = B(t, 7). At.
T t=1
(111.) Die Anzahl der Individuen, welche im Zeitraume t,t+ 4t
im Kollektiv war, ist

It -+ At, v+ 45 —1(¢, 7).
Aus (1), (II) und (III) folgt
It -+ At v + Aty —1Ut, 1)
4t

Nach Voraussetzung ist (¢, ) eine glatte Funktion, daher kéunen
wir den Mittelwertsatz

= B(¢, ) — A(, 7).

¢l

ol
1(¢+At,r+dt)=l(t,r)+4t[‘é?+5?]
O<d<I

t+94l, v+904t

verwenden, voraus .
e At v 4 A —Ut, 1) el t) | el 1)
Al‘1§10 At =Ta 7T

Wenn wir zur Vereinfachung

nmﬂ=w2wm)

und i=1
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alf t7) = Z mlt, T) Pilt, £) pilt, &)

=1
setzen, entsteht fiir 1(¢, 7) die Gleichung
al
Bt »~—_—,I(t 7).yt + [ UE ) af, t T) df. (1)

Diese Gleichung Werden wir lgsen unter der Voraussetzung, dass die
Anfangbbedmgung
1, 0) = 1y(t)

eine glatte Funktion ist.

§2. SBatz iiber die Lésung des zweidimensionalen Problemes.

Die Losung der Gleichung (1) ist im folgenden Satz enthalten:

In der Integrodifferentialgleichung
¢

Abr) L AT 1 0y nt 1)+ 4 [UE 7). alés t, 7) de
ot ot
o<r<e<i<i )
A= allgemein komplexer Parameter

seien (¢, t) und (&, ¢4, v) in ihren Definitionsgebieten glatte
Funktionen. Weiter sei im Intervall 0<¢<I die Anfangs-
bedingung 1(¢,0) = 1(f) gegeben, wobei l() gleichfalls eine
glatte Funktwn ist.

Dann existiert eine einzige Funktion lt, 7; 1), die

1. im Gebiete 0 <t <<t<<1 eine glatte,

2. eine ganze Transzendente in der Verdanderlichen 2
ist, und

3. bei der angefiihrten ‘Anfangsbedingung der gegebenen
Integrodifferentialgleichung entspricht.

Den Beweis dieses Satzes geben wir in [§§ 3—9] unabhingig von
der Volterra’schen Theorie der Integralgleichungen in folgender Weise:
Wir setzen voraus, dass es moglich ist die Funktion 1 formal in eine
unendliche Reihe nach den Potenzen eines Parameters A zu entwickeln
und direkt aus der gegebenen Integrodifferentialgleichung bestimmen
wir die Bedingungen fir die Koeffizienten dieser Reihe. Gelingt es
dann diese Koeffizienten zu bestimmen, beweisen wir, dass die formalen

Reihen fiir a a
1, - und —
ot 7k 4

in einem bestimmten Gebiete gleichméssig konvergieren. Darauf verifi-
zieren wir, dass die Reihe fiir 1 wirklich die Losung der gegebenen Glei-
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chung ist und in gewéhnlicher Weise beweisen wir die Unizitit dieser
Losung bei der gewiihlten Anfangsbedingung.

§3. Formale Reihe, die der Losung der Grundgleichung ent-
spricht.
Es sei im Gebiete
0<r<é<t<1I

fir die Funktion.l(t, 1) die Gleichung

ag,r) )
ot + or

o
zuaﬂ.mnﬂ+zjhanmauﬂdf (2)

T
gegeben. Dabei 1 ist ein allgemein komplexer verdnderlicher Parameter.
Fithren wir die Bezeichnung

‘ cl ol
bl =7z +

ein und versuchen wir, unter welchen Bedingungen die formale Reihe

1, 7; 4) =NV A, E (3)
| b
wo Ar= At t)  (i=0,1,2,...),

der Gleichung gentigt. Weil
D[] =) % D[A,

i=0
folgt aus (2)
2l o ‘ o
z}f D[A] =y ‘: MA; + f « Z JiH1A; dE,

=0 =0 T =0

also durch Vergleichen der Koeffizienten bei den Potenzen des Para-

meters A 1
D[A]= 7.4, 4)
t
D[A] = 5A; + f Ay .adf, (=1,2,3,..., 4")
was die gesuchten Bedingungen fiir die Funktionen Ai(t,7) (¢ =
=0,1,2,...) sind.
§4. Analytischer Ausdruck der Koeffizienten der Reihe (3).

[1] — Die die Koeffizienten bestimmenden Relationen (4') und (4")
sind lineare partielle Differentialgleichungen I. Ordnung und zwar
allgemein von der Form



oz ez, i
e 4 Frie z(;, y) Bz, ) + fy(z, y) (5" .

fiir die unbekannte Funktion z = z{x, y), wobei fi(z, y) und fy(z, y)
in einem gewissen (ebicte gegebene stetige Funktionen sind.

Die Losung der Gleichung (5') kann man am leichtesten durch-
fithren, wenn man sie durch die Substitution
r—y x+y

V= r W=

2 2

auf die Form

%: 2w+ v, w—0) . flwd+ v, w—2v)+ fHw+v,w—2z) (5)

reduziert. Die Gleichung (5") 16sen wir als eine gewshnliche Differential-
gleichung mit der Verinderlichen w und mit dem Parameter ¢.%) Es

folgt sogleich

w
z(w + v, w —v) . exp (—fj'fl(f 4 v, £ —0) dé) =

v
w 5_1
=C +ff2(§1 + v, 51 —'A’I)) - €Xp (_jtl(stz + v, f:_: - 7.’) (152) (,]51,
(2 v

wo ¢ die Integrationskonstante ist.

Also das allgemeine Integral von (5) ist

z+y
2
z(x,y)‘exp(——ffl(f_l_x;-y £ x . y)dgf) =
z—y
® by
2"
xr—1 xr —
=ple—n+ [tfa+ 5 6 =25 ®)
o—y
A
[ .
T — x—3
X eXp (—ff1(£2+ 3 g, &y— 3 J) d.fz) df;,
Ty
2

wo ¢ eine beliebige glatte Funktion bedeutet.

¢) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen. 1930, pag 33.
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Es lisst sich leicht verifizieren, dass die Funktion (6) wirklich der
Gleichung (5') geniigt.
[2] — Beniitzen wir das Integral (6) im Spezialfall (4'). Wir setzen

r=t y=1 (7)
fl :_E r](t, T), fz =0
und fithren die Anfangsbedingung ein, sodass
t+e

Aqlt, 1) = L{t — 1) . exp ( f2 n ds) (7

t—1

2
ist, wo

= aff+ 5 6 =)

zur Verkiirzung gebraucht wird.
Fiir die Gleichung (4"') ist aber
¢

nzf&ﬂmwa@aﬂdg

also aus (6) bei der Wahl ¢ = 0 folgt fiir A; (i = 1, 2, 3, . . .) die rekur-
rente Relation

t+1’ '
Ai(t, 1) . exp -——fndé'
t—-r
H~t
—-—jdé‘l exp —f;;déz (1"y
t‘—'f t-—-'r
5t+:
t—
fAI"-‘l(fS’ El o """j ) (53: El T 51 — “'—2‘1) d§3.
t—r
31“'"'—2— .

[3] — Die Formeln (7’) und (7"’) geniigen wirklich, denn aus der
Definition des offenen Kollektivs folgt, dass die Rethe (3) fiir 7 = 0 gleich

16,0:4) = 10 = ¥ 4 444,0)
t==()

ist, Aber
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Ag(t, 0) = 1(t)
At,0O)=0 (1=1,23,...,

also die Anfangsbedingung ist wirklich erfiillt.

§5. Hilfssatz 1.

Den Beweisen fiir die Konvergenz der Reihe (3) und der abgeleiteten
Reihen legen wir folgenden Satz zu Grunde.

Hilfssatz 1. Voraussetzung: Es sei im Definitionsgebiete
O0<Llit—r)< M = consf.,
{ n(t,7) | < N = const.,

und |a(é,t,7) | < L = const.
Behauptung: Dann fir jeden Punkt des Gebietes
0<r<t<I
ilt 2N Lt)t
& A7) | < B, Y
(i=123,...),

wo positive Konstante B, unabhingig von dem Index ¢ ist.
Beweis: Aus der Formel (7') fir 4, folgt
| Ag(t, ) | < Me¥ = B,

Aus der Formel (7") fiir 4; (s =1, 2,3,...) ableiten wir zuerst

tr a+i5t
| Ad(t; 7) |<<exp (de&) . fd51 exp (+ 1Ndé'g) . ﬁ: Ay | dés.

Wenn ¢ auf einen Augenblick ein fester Wert ist, vergrossern wir im
Hinblick darauf die Integrationsgrenzen dadurch, dass wir

1 5‘+t;1
f. .. A&, statt f .. dg,
0 t—1
51"""2"‘
-wahlen, denn es ist
t—1 t—1
0551"‘“ §§1+ 2 ..<..t'

Darauf wihlen wir
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t+z
t z
f. . dE  statt j .. dg,
[ 7
i

weil 0 <7 <t<<Iist.
Daher

fAint )] < 82NL01‘151J§ Ai«l(fa’ & — E—‘E‘Z) 1 dé,.
Wenn wir nun die Grossen B; (i==1,2,3,...) durch die Relation
Bi(t) = ez‘vLj.Bi—l(Ea) dé,
0
(B, == const. > 0)
definieren, dann

2N I 1)i
Bi(t) = BO (e i!l.

Weil
1AL, 1) < By,

folgt leicht durch vollstindige Induktion
FAt, 1) < Bilt)
(1=1,23,...,

w. z. h, w.
§6. Konvergenzbeweis fiir die Reile (3).
Aus dem Hilfssatz 1 folgt sogleich
ZA‘ At 1) | < E;.iB,-(t) < B,.exp (2¥LY).

i=0 i=0
Diese Reihe ist aber eine Majorantenreihe zur (3) und daher konver-

giert die ReiheZl"A‘(t, 7) absolut und gleichmissig fir jede
$=0
endliche A und fir jedes Paar (£,7) im 0<7<t<<1, w. z. b. w,
§7. Hilfssatz 2.

{1] — Im Folgenden brauchen wir die partiellen Derivierten von
A; (1=0,1,2,...). Aus der Formel (7") folgt:
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thr ttr ttv
2 3 7
?fﬁ::exp(fr]d{-‘) [ 3(t, T) ——-}),(t——r,())+/i~]d&“]. d§,
ot ct
_t_:f tLr i—t
t+ T t+1z ) )
g ) t t—1
~+ exp (fw,dé) [g— exp ——-fn d!,-'2 f i—10 dEa——-{yfAi-la déy +
t—z T V)
2 2
t+ t+1
21" & 5:+T
—{-fdf, P {exp ("“fﬁdfg) fAz—x o dfs}],
t— t— t—t
= S
wo
t—7
, ¢ ela bt
7
_95{ }: [exp (—fn d§2) . (-zl—r,(t — 1, 0) —-—f Bt] d52)] fAl_.la dé&,
t— t—1 t—v
R : 5 g o
& /(\,\" “""
P t—1 t—
-+ exp( / 7 dfg) [ 3—1(51 + —5 H——5 T)x”* .
t—7 ‘ 2. ‘
=2 .?‘
t-— t—t = ”w//
(51+ “‘**; 51 ! 51_' 2 ) + o
t — t—71 t—1 t—1
-1‘-%&—4(51 e — )a(sl— G — )+
51+t——-1 51+£——_—t
oA a
[ ol
t.—t &— _t_;_r.

Wenn wir den Ausdruck in der geschweiften Klammer{. . .} zuriick-

0A; . .
setzen, ist ersichtlich, dass —a;i die Summe von elf Summanden ist.

Fir %é-' erhalten wir einen dhnlichen Ausdruck. Der Unterschied

ist nur in folgenden Gliedern:



der 2te und Ste Summand hat das Vorzeichen 4 statt -—,
der Gte, 8te und 9te Summand hat das Vorzeichen — statt --.

Um zu verifizieren, dass die Gleichung (4'") erfiillt ist, geniigt es zu
bemerken, dass

Gy 81 ®

und weiter, wenn wir den Ausdruck in der geschweiften Klammer
zwecks Kiirzung durch seine Argumente bezeichnen, gleichfalls

0 o
é;{fﬁt’—‘[}***—a;{fﬁt““f}:: . (9)
Durch Addition entsteht
Ly ttr
oA, g )
z_+_ at exp(f}?df).[;;(t,r).f...d§1+
t—7 t—z
e Lo
t+1 t+7
2 2
3'7 81/
+ (’52+z;[)d5~f-uds1]+
2 4 t—t
z 2
t+t t+7

3

-

>

I

>

&

[--3

+

o

]

=
ety

24
L
k'\a wl
—

-

Ler

3,

+

|

-

e

[

Q
~

T t—v -7
also laut der Definition und den Beziehungen (8) und (9) folgt

oA A,
2 22 . A‘+f 1. adé

was wirklich eine Gleichung deés Typus (4") ist.
Fiir die Funktion Agf, t) ist die Berechnung analog, aber kiirzer.
[2] — Sind ’
Lit—1), #t,7), alt7)

in ihren geschlossenen Definitionsgebieten glatte Funktionen, dann
existieren positive Konstanten M, N, L der Eigenschaft, dass
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a,| e,

lo(t'*'T)» wl lar <M,
o7 01 .
{nt 1)), .672 , 5—1] < N
d o 0
w ag D) |2 |5 <L

gilt.
Auf Grund dieses Umstandes beweisen wir den Hilfssatz 2:
Hilfsatz 2: Es seien L{t—1), n(t,7),a(é t,7) in ihren ge-
schlossenen Definitionsgebieten glatte Funktionen. Dann

0A(t, T Bt)t
( ) ( )+Ofd§1f o 1—1 53:51 )déa
t=123,...,
wo positive Konstanten B und C unabhéngig sind von 4. Die
analoge Abschatzung gilt fur l?_él_é%ﬂ .

Den Beweis fithren wir sodurch, dass wir Glied nach Glied aller
elf Teile der im [§ 7, 1] berechneten Derivation abschitzen. Bei einigen
Gliedern kénnte man zwar diese .Abschitzung kiirzen, wir fiilhren
jedoch eine genaue Berechnung durch um die Kontrolle direkt zu
ermoglichen.

Der erste, zweite und dritte Summand in dem Ausdrucke fiir
2A;
ot

t+7

2

on
Ayt 7) [%’7(% 7) — 35t —7, 0) —}—fé% d§]

t—x
2

und absolut genommen ist kleiner als

1
| AL 7)| . (4N + 4N -{~de£],

voraus nach dem Hilfssatz 1. die obere Grenze

oN T 1\i
2’VB (e Lt)

folgt.
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Der vierte Summand hat die Form

t+z t+t
£
exp (f;} df) } exp *f;, dé, fA,._ (&3, 7). (&5, 8, T) d
T T

und im absoluten Wert ist er kleiner als
¢

L
"*2' 'f%Ab—l(fs’ T)idsbw

0

Aber aus dem Hilfssatz 1. '
(e2NL ;':3)1 -1

l A1~1(53y T) l < B ( l)"!'w ’
also gilt sicher die Abschitzung
2N i
1B, (e Lt)
Der fiinfte Summand
t+ 7 t—7
— }exp (f;; dE) j A5 0) (&, t —1,0)dS,
t—1 0

fithrt zu derselben Abschétzung.?)

Der sechste Summand

t+1t t+71
55 .
exp (f;;'dg) j dg, . exp (—-j;;deg) (e —7, 0)x
t—1t t~v i—t
7 7 T
51+£:::
t—1 t— t—7
f ot =) ot i+ T =) e
a-
7) Es ist

: . t 2N i
3e"L. f | Ay (8 0)] A& < 3e2VLBy (VL)1 £ = Bl L7,
o . 2! 2 q,!

¢
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gibt die obere Grenze
1

1 1 t
exp(deE) ./(1flexp (+ [ngz).—‘;—.jl;.
0 0 0 ]

und nach dem Hilfssatz 1 entsteht

d&,

t—
N )

N £ 2Nt
B2 2N, (GZNL)t-—l R 7Bo .(_‘):__'I_’.L._).
Fiir den siebenten Summand
t+r t+ t—1
2 Y . & e,a Sty
— exp (f—ﬁ d§) .fdél exp (~f§d£2)f—az (1£2fAi__1 Lo déy
t—t t—r t—v t—1 f -
N N 2 T A=

ganz analog

1 1 ¢
~ . ’ t—
2NJd§1 ) ’ Ndfz.leAi_l(fs, & —— ’) d&,,
0 0
sodass das Resultat
(egNLt)’;
—i
. .
1st.
Der achte Summand hat die Form
t+ t+z
2 2 &
— o t—t t—1
exp (fn ds) .fd51 exp (—j 7 d§2) . %Ai_l(§1+ = a— ‘-é—)x
t—t t—t {—1 7
2 R R
—T t—1
xa(51+ ) §1+ 2 51_ 2 )
und die dazugehorige Abschatzung ist
t
t—t t—1
1L f Ai_1(§1+ e ) dé,.
0
Weil
t—1 t—1 (2N L)i—-1 t—1\1
|A4_1(51+—§~, b5 )| < By (8 )
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nach Einfilhrung der neuen Integrationsvariablen

t—T7
- E
‘ w=§ + 5
" entsteht 3‘*’
B, (2N LY il By (e2¥L)i (3t —7\}
5 a_wf w25 ()
Aber 33— <3,

also die obere Grenze ist
1 By [3e2¥Lt\¢
2 "l (”‘2 ) :
Dieselbe Abschitzung erhalten wir fir den neunten Summand.

Der zehnte Summand

—t—z—f '” ex+

A
exp [74¢). /de1 exp ~—f71d52 f _a6t1d53

v
t—-r t—r t—r t—r
g, - &——

) 3 )
ist in seinem absoluten Wert kleiner als

e”Ldelj

Der Ietzte, elfte Summand fiihrt zur Grenze

2N L f g f )

aus welcher folgt wie frither
(e2N Lt)i
1l

"‘““At——l 53; 51 2 ) dé.a

Aa—-l S3 51

dfs)

-

0

Addieren wir jetzt alle Abschitzungen, ist ersichtlich, dass bei
geeigneter Wahl der positiven Konscante A (unabhingig vom Index 1)

2N
<4 - (38 Lt\$ wadf'xf ‘L’)

dé,

dAt, 1)
|

6t At«l 53, 51

ist.
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Noch einfacher konnen wir schreiben

9—’3’—“+cjd51[

wenn wir passend weitere positive Konstanten B und € (unabhiingig
von 1) wihlen, was durch vollstindige Induktion die im Hilfssatz 2
ausgesprochene Abschétzung ist.

l aAi(tv T) dfa,

ot

ot A:«l 53: 51 - "“‘““)

§8. Hilfssatz 2. Beweis der Konvergenz der abgeleiteten
Reihen.

[1]— Die Formel im Hilfssatz 2 stellt eine rekurrente Relation
vor und wir konnen leicht aus ihr durch sukzessive Einsetzung eine
einfachere Abschészung ableiten. Wir driicken diese Abschétzung als
Hilfssatz 2’ aus.

‘Hilfssatz 2'. Ausser den Voraussetzungen im Hilfssatz 2

sei
24, 04, -
r und e < K = Konstante (K> 1)
Dann (1 =1,2,3,...)
0Ai(t, 7) und 0Aq(t, T) (Et)‘,
ot ot !
wo E = B4 CK.

Der Beweis ist sehr einfach und man kann ihn direkt aus dem
Hilfssatz 2 ableiten.?)

[2] — Aus dem Hllfssatz 27 folgt der Schluss:

Es ist
2 aAz(t D d zli aAL(t 2At T)| _ it
i=1 =1
8) Es ist, z. B. fir ¢ = 1 und 2:
2A;
{*t < (B + CK)t
(Bt)2 2 2
\65 +cfd51f<B+0K>sad¢3=-—[B + BC + C*K]

und weil K > 1, also sicher

oA, t? It
, 5 ‘ - [B% + 2BC + C2K?] = 5 (B + CK).
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und man kann daher beweisen, dass die Reihen

A

absolut und gleichmasmg l«.onvergxeren im0<r<t<I und
fiir jede endliche 4, w. z. b. w.

§9. Verifikation, dass die Reihe (3) die Lésung der Grund-
gleichung ist.

Die Verifikation, dass die Reihe (3) wirklich die Losung der Glei-
chung (2) vorstellt, ist nur ein Schluss der vorigen Erwigungen. Denn
wir kénnen die Hilfsgrosse

A =0

definieren und daher geniigen die Koeffizienten A; ¢ = 0,1,2,3,...)

den Gleichungen
t

2A; A
i “v]A—}-,a.Ai_ld&.
-
Addieren wir diese Gleichungen fir ¢=10,1,2,3,..., %, wobei wir

frither die i-te Gleichung durch die i-te Potenz des Parameters 4 multi-
plizieren. Dann

l
n

9\ iA. \ Y 70 i - I
EZHAA.--,-EQ MA; =1, Z}A +z/ 24 1A, dé.

1e=0 t=0 : =0

Nun aber konvergieren alle betrachteten Reihen gleichméssig und wir
konnen daher den Limesprozess » - oo durchfiihren, wodurch man zur
urspriinglichen Gleichung (3) gelangt.

Bemerkung: Die Unizitit der Losung bei gegebenen Anfangs-
bedingungen fiihre ich nicht ein. weil sie leicht nach bekannten Methoden
sich beweisen ldsst.

§ 10. Eine Hilfswahrscheinlichkeit.

[1] — Die Exponentialfunktionen in den Formeln (7’) und (7'')
lassen sich durch Einfilhrung gewisser Wahrscheinlichkeiten statt
. Intensititen beseitigen. Damit erhalten wir auch eine inhaltliche Inter-
pretation der Koeffizienten Aj.

So z. B. kénnen wir folgende Erwiigung machen: Wir setzen voraus,
dass die ausgetretenen Individuen nicht mehr zuriickkehren. Dann
folgt leicht die Differentialgleichung



! dl (5 +t . T’ E t‘::;‘_‘t) )
) ( t—r’ _t:—__r) dg =1
2
-7, 47
Durch Integration im < ) > also
. L
KLt)::lu——r,O).exp(.[ﬁ'd£>
t—t

3

Den Sinn haben nun nur diejenigen Werte (¢—7), fiir welche
It — 7, 0) F 0, sodass
t+r

£, 2— —_
m(—z)m_ P (f" ds) =6 )

t—z

2
die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Individuum, welches
zum erstenmal im Augenblick ({—17) in das Kollektiv tritt,
in ihm im Augenblick ¢ gerade die ganze Zeit t sein wird.

Wenn wir t—t=a

setzen, dann ) 1 (d trn) -
t—z0 Igo0 P

sodass man auch sagen kann, dass p die Wahrscheinlichkeit ist,
dass ein Individuum von seinem Eintritt @ bis zum Beobach-
tungsaugenblicke (a 4- 1) immerwihrend im Kollektiv sein
wird.

[2] — Mittels der gerade angefiihrten Hilfswahrscheinlichkeit p
kénnen wir verschiedene Spezialkollektivs konstruiren, die mit belie-
biger Genauigkeit das gegebene Kollektiv approximieren. Es geniigt
z. B. auf bestimmter Anzahl der Glieder in der Reihe (3) sich zu be-
schrinken.

Als einfacher Fall will ich die Bedeutung des ersten Koeffizienten (7’)
andeuten. Es ist ndmlich

. Ayt T) = p(t, 7) - Io(t: 7)
was sich interpretieren lisst wie folgt: Wenn die Austrittsintensititen
nicht wirken, dann verteilt sich das Kollektiv in den Koordinaten ¢
und 7 nach der Funktion 1. Unter Wirkung der Austrittsintensititen
hat das Kollektiv Verluste und die wahrscheinliche Verteilung ist.

daher A,
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§ 11. Reduktion der Grundgleichung auf eine Integral-
gleichung II. Art.

[1] — Statt der Gleichung (2) kann man die Gleichung mit dem

Parameter g
t

al Fal iy
—_— ! Calk
=l 160 a0 ag
benutzen. :
Durch die im [§4, 1] eingefithrte Substitution reduziert sich diese
Gleichung auf t4r
mﬁyxuu—w+quij’nyw, (10)
t—1
z
wo .
t—7 t—71 t—1 t—1 t—1
F(s, T?‘) = 1(5+ S5 e 7) S ) +
e+ T
{— t—1 t—
i =50) ol e+ T e =5 s
t—1
=5

Dabei ist 1, eine glatte nach den Anfangsbedingungen beliebig
withlbare Funktion.

[2] — Die Lo6sung der Gleichung (10) ist im Gebiete

0<<t<tL1
durch die gleichmiissig konvergente (ganze Transzendente in u) Reihe
It 7 1) = Y Filt, 7) (11)
i=0
mit den Gliedern Fot, ) =Lt —1)

t+1

’ 'y
Fi, =fd Fi_ A S i) WO PO i __t—n—t
(t'c)t:é‘: 5{ ‘1(5+ 5 & 9)77(; 5 & . )+

-

e+ 5T :
+ [P (0§ =57) - aft £+ 55 6 =5 as)

=7

-5 S (=1,2,3,..))
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gegeben, wie sich leicht nach der Volterra’schen Theorie der Integral-
gleichungen bestatigen lisst.
[3] — Wenn
A=pu=1,
dann ist die Reihe (11) nur eine Umformung der Reihe (3). Infolge der
Exponentialfunktionen konvergiert (3) schneller als (11). Weiter kann
man in (3) die Hilfswahrscheinlichkeit p[§10] statt Intensititen
setzen.
§12. Schlussbemerkung.

Ich will noch eine mogliche Erweiterung der Theorie des zeitlichen
Zerfalls der statistischen Kollektivs andeuten.

Verandern wir das Modell des Kollektivs so, damit die Grund-
gleichung die Form

a,z) , elt,7) _
ot g = T D+ j (67«60 dE (12)

+

annimmt. Dazu geniigt es die Funktlonen 3 und e entsprechend zu
definieren,

Der Sinn der Gleichung (12) ist folgender: Bisweilen haben wir
vorausgesetzt, dass ein Kollektiv erst vom Beobachtungsaugenblicke
t = 0 gegeben ist. Die Verdnderungen, die mit den Individuen des
Kollektivs vor diesem Augenblicke vorgefallen sind, haben wir ver-
nachléssigt. Aber ein statistisches Kollektiv ist in der Regel ein Auswahl
der Individuen, die schon frither in gegenseitigen Beziehungen waren.®)
Und es ist jetzt sehr wahrscheinlich, dass diese fritheren gegenseitigen
Beziehungen auch einen Einfluss auf den Zerfall im Laufe des Beob-
achtungsintervalls ausiiben. Die Gleichung (12) erméglicht gerade solche
Zerfallseinfliisse zu ergreifen.

Indessen bleibt die Frage nach der Konstruktion der entspre-
chenden Modelle der auf (12) fithrenden Kollektivs offen.

%) Soweit die friilheren Beziehungen der Individuen schon in den
Definitionen der Funktionen % und a enthalten sind {denn diese Funktionen
sind in der Regel auf Grund eines statistischen Materials aus der Vergan-
genheit abgeleitet), ist das nicht geniigend.



		webmaster@dml.cz
	2016-05-19T12:47:24+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




