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Das Hattendorffsche Risiko kontinuierlicher Ver-
sicherungen mit mehrfachen Auﬂosungsmoghch-
keiten.

H. Koeppler, Berlin.

Diese Arbeit hat im wesentlichen die Aufgabe die entsprechenden,
Ergebnisse fiir kontinuierliche Versicherungen zu geben, die fiir jihr-
liche Primienberechnung schon in den in Nr. 4 und 11 des 4. Jahr-
gangs des Versicherungsarchivs erschienen Aufsiitzen iiber das Hatten-
_dorffsche Risiko fiir Versicherungen mit mehrfachen Auflésungsmoglich-
keiten dargestellt worden sind. Wie in den fritheren Aufsitzen des Ver-
fassers (1) handelt es sich um die Besprechung von Versicherungs-
formen, deren einmalige Primien nach den Formeln
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berechnet werden.

Unser erstes Ziel sei es, die beiden Beweise des dénischen Mathe-
matikers Bertelsen, welche Prof. J. F. Steffensen (Kopenhagen) in
seinem Aufsatz ,,On Hattendorff’s Theorem in Theory of Risk‘ in der
Skandinavisk Aktuarietidskrift 1929 (Héaft 1—2) bespricht, auf unsere
beiden Versicherungsformen auszudehnen.

Es seien bereits k Jahre der Versicherungsdauer verflossen und
die Versicherungen noch in Kraft. Fiir die Wahrscheinlichkeiten der
letzteren gilt sodann insbezug auf die fernere Dauer von n — k& Jahren
die Bedingung
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gesetzt,

Sind .V und ,Vi die rechnungsmiBigen Deckungskapitale
nach k Jahren der zu betrachtenden Versicherungen, so wollen wir
ferner

¢t Sty — o Vi — Prai _3
e~ 8, . U __ Pl
b+t zVk z At
— -Vt + Peary) _5
. et Sihe— Vi — Pilag ’
e~ Vipe— 2Vi— Pz }__ i
— — —ry— - T
e Vihe — Vi — P}l
setzen, wobei die erste Zeile fiir die erste Vertragsart und die zweite
Zeile fiir die zweite Vertragsart gilt. a;] bedeutet dabei den Barwert

der kontinuierlichen Zeitrente von ¢ jihriger Dauer, der wohl als be-
kannt vorausgesetzt werden darf.

Das Quadrat des mittleren Risikos fiir die v Jahre, welche auf
die verflossenen k Jahre folgen, wird nun nach der Formel

Miopy = f (Pl 4% + Py Bi) dt + p.Cy
0

berechnet, die bereits in einem gréBeren Aufsatz des Verfasser’s enthal-
ten war, welcher im Jahre 1917 vom Deutscher Verein fiir Versicherungs-
wissenschaft angenommen wurde, jedoch spiter nicht verdsffentlicht
worden ist. Fiir ganzjihrige Priimienzahlung findet man sie auch in
dem im Jahre 1919 in den Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker erschienen Aufsatz ,,Zur begriindenden
Darstellung des ferneren Risikos verwickelterer Versicherungsformen*
(z. B. pag. 257).

In Aﬁalogie zu der Bertelsen’schen Darstellung bilden wir das
mittlere Risikoquadrat fiir die auf die ersten k Jahre folgende Zeit

von v+ dr Jahren
. t+dr

=9 ~1)52 ; —2) B2 3) 2
M yanpy = f (P{t))At + P{t)’ By)dt +};§rz}-dt) Crrar
0

Auf dieses wenden wir die Taylor'sche Reihe an und vernachlissigen
unendlich kleine GréBen zweiter und héherer Ordnung, so erhalten wir

Misanpy = Mgy + (p3) 47 + p5) Br) dv + p(3) C + 2p(3) C. dC,,
und ferner ' .
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T T2 22
AMipy = MG ranty— Mty =

= (P 47 + 7@ B7) dr — P a424: 05 dr +
e I _
+ 2580 (e e eyt s P o)

Wird nun fiir beide Versicherungsformen die Umfornung
21 = ¢~ (Sp 4, _‘suI—ik-H) F (Vi — Vi — Pa;;i) :‘—(;t + En
des Weiteren fiir die erste Vertragsform die Zerlegung
B, = — (Vi + Paam) = — e~ Viv, +
+ (=% Vite — Vi — Paas)) = b, + Cs,
und fiir die zweite Vertragsform die Zerlegung
E‘l‘ = (e-—dt S{:«IH - zV Pn a7 ) == ¢ (SL-H iﬂ"t) +
+ (e Vite — o Vi —Pi’E:,) =b:+ Oy,
vorgenommen, so findet man ferner
AMi oy = (Payar + Pybs) dr + 2 () a: + By be) Cr dv +
9o Viye
d

+ (8 + 73) 0 41 — B posrse O v + 205 O e*"’( .

— o V410 — I_’x) dr.
Da nun aber
(Pﬁ; (r)) dr = 2’(1) Mz 1x 41 dT,
und entweder

(i) 2 + PR o) dr = Pm ﬂx+L+r6“"’ (S_£+f — 2 Vire) dv +
+7p P(:)Hz+k+v (€= Vi, dr =

=3) s AQVive | =1 Pl
= P(ye" ~T+ Vit 0+ Pz)da
oder
(P 2w + PO bw) dr = P il ke €™ (Shas — oV £42) dv +
-+ Pg))l»tﬁ)-uz e~ (Sg{i-r k+1) dr =
d, V -
=pe ( e Vit o o Vike 0+ Pi’) dr,
‘wonach

(—i’gi));(t) + ;(r)_b—(r” dr= ~_§(,§d6(,;,
s0 behilt man . :
AME, 4y = (P(z)“(z) + p& by dr, :
3 11*
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d. i. aber der Hoffnungswert des mittleren Risikoquadrats der Zeit-
strecke k - t bis k + v + dz. Integriert man diesen Ausdruck nach 1
zwischen 0 und n— k, dabei beachtend, daB Mg, = 0 sein muB,
80 erhilt man den analytischen Ausdruck des Hattendorff’schen Risiko-
quadrats fiir die Restdauer von n — k Jahren

n—k n 7
372 —(1)772 —(2)F2 " [y pt2tas, T2
}”(n'-—k,k) :::f(p(t)) A(z)) -+ 77(1)) b(r)) dr =j€ l'(([ T+ ) X my dr.

Diese Betrachtung hiitte etwas einfacher durchgefiihrt werden kénnen,
wenn man sogleich nach der oberen Grenze des Integrals differentiiert
und darauf analoge Umformungen vorgenommen hiitte. Fiir die einfache
Lebensversicherung findet man diese Berechnung bei Dr. Berger (2).
Jedoch sei bemerkt, dal man nach der Differentiation nach der oberen
Integralgrenze auch mit Zuhilfenahme des Barwerts der Differential-
risikoprimien umformen kann.

Seinen zweiten Beweis des Hattendorff’schen Risikosatzes fithrt
Bertelsen unter Verwendung einer Formel von Thiele. Diese muf
aber zwecks Anwendung auf Versicherungen, welche auf zweidndrigen
Ausscheideordnungen beruhen, zuniichst einer FErweiterung unter-
worfen werden. Auch fernerhin die bereits eingefithrte Bezeichnungs-
weise verwendend, setzen wir

T

j (Pl + i) dv = P

0
und bilden den Hoffnungswert der mit den Wahrscheinlichkeiten 538))
und p(,) zu erwartenden Betrige A, und B,

1 (- .
H, = ‘ﬁ'f(pg}))At -+ ng))Bt) dt.

Die Division durch P wird vorgenommen, um die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten auf 1 zuriickzufithren. Ferner ist das Quadrat der
mittleren Abweichung von H, nach der allgemeinen Formel

1 f -y, oy ==
pHY) = 5 f () (A — Hy)* + piy (Boy — Hy? dt,

zu berechnen. Durch Auflésung der Quadrate und Anwendung der
Formel fiir H, liBt sich die emfachere Formel fir die mittlere Ab-
weichung =

R
pH) = 5 f (Pl Ay + Pty Bordt — Hy?,
0
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angeben. Fiir die auf die verflossenen & + v folgenden Jahre ! — <t
Jahre bestehen die Wahrscheinlichkeiten

!
f (B + Pio) dt + pff) =1 — P,
mit welchen die Betrige Aq), By und Cpy = e—%,V; 1 — Vi ___7);(-”_‘

zu erwarten sind. Fiir die letzteren besteht daher der zweite Hoffnungs-
wert

1 (o IR &
Hy = l-:—rg[f(rft‘))fi(n + P Bo) 4t + piiy € (n]‘
Das Quadrat der mittleren Abweichung dieses Hoffnungswerts betriigt
l
HH,) = — 2 (Awy— H,)? + B (B — H,)?1d
pHHy) = ;%) | [pw (Ao 2)? + Py (B o)1 dt+

+ 0 (Cy — Hz)z}’

und laBt sich auf die einfachere Form

1
1 [ [ - )= — ) =2
1 H) = —p [ _/ (P} A% + 26y Bao) &t + ) C('l)] —H;?

bringen. Ohne weiteres erkennt man, daB der Hoffnungswert der
Gesamtzeit von 7 + (I — 1) = Jahren

T i
H= f (#ry Aoy + P& B) dt “l*f (P Ay + P Beo) dt+ o) Cop =
—P.H, 4+ (1—P)H,

betrigt. Das Quadrat der mittleren Abweichung dieses Hoffnungs-
werts H laBt sich zunichst in der einfachen Form

T I
pA(H) =j (rley Ay + 23 Bly) dt +f(;)8))2{2” + Py Bgy) dt +
0 T
+ Py Coy — H?,
angeben. Mit Hilfe der Werte u2(H,) und u*H,) kann man sie darauf
auf die Thiele’sche Form

p*(H) = Plu*H,) + H2]+ (1 — P) [u*(H,) + H*] — H?

= Pp¥H,) 4 (1 — P) p*(H,) + P (1 — P) (H, — H,)*
bringen.
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Fiir eine zweite Dauer !’ — v > [-— v bestehe der Hoffnungs-
wert /'y und das Quadrat der mittleren Abweichung u?(H’;). Der
Hoffnungswert der Gesamtdauer v 4 I werde mit H’ und das Quadrat
seiner mittleren Abweichung durch u?(H’) bezeichnet. GemiB der
soeben aufgestellten Formel muBl dann auch die Formel

piH'y = P p¥H)) + (1 — P)p*(H'y) + P (1 — P) (H, — H',)?
bestehen. Nunmehr werde zwischen beiden Formeln die Differenz
pA(H') — p2(H) = (1 — P) [u*(H'y) — p*(Hy)] +
+ P(1—P)[(H, — H,) — (H; — Hy)’]

gebildet.

Ist H'y= H, und u?(H,) == 0, so folgt die einfache Beziehung

pAHH') — p3(H) = (1 — P) u®(H',).

Nach Bertelsen liBt sich diese interessante Formel zur Darstellung das
Hattendorff'schen Risikoquadrats verwenden. Da wir uns hier mit
kontinuierlichen Versicherungen beschiiftigen, haben wir zunichst

= H+ dH
sowie WAHH + dH) = p*(H) + du?(H) A
und pAH + dH) — p¥(H) = dp¥(H) -

zu setzen. Die weitere Anwendung dieser Formel hat in der Weise zu
erfolgen, dal man erst ] — v = 0 und darauf !’ — 7 = dr setzt.

Fiir I = ¢ wird
i (3) (3)
Hz . p(‘f) C — P~ C — C

— —(3
1 P p(t))

und mithin
"(3)

1
UA(H,p) = i—p pg)) (C. — H,)® = 5(3) (Cr—C)2=0.
(%)
Fir ! = v+ dv folgt

H’z = .P [(P(:)) A‘t + Z’(r) Bt) dr 4 p(r+dr) Gr +drl-

Setzt man hierin p(,M,) »—_13((?;—-(198; ff))) dr und C,+d, = C, -+

+ dC, und vernachlissigt die GroBen zweiter Ordnung, 80 bekommt
man ferner

H'y= P[pfi)’ (A, — ) dv + 7} (B. —C) de + 93] (€ + 0.

Nach dem vorigen Beweis kann man aber
4,—Ci=0, B, —C.=b,
und
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=1
d2Viie FL

dC, = e—% ( @ Vi: 60— P”") dv = — 3,01, dr

setzen, wobei xIYH, dr die Risikoprimie des Zeitmoments k- 7
bis k -+ 1 + dr bedeutet. Man erhilt somit ferner

Hy= P [p(f) a, dr + P(r)) b, dr + p(f) (C —e™ ”‘ +rdr)l.

Mit Benutzung der Erklarungen des vorigen Beweis lifit sich aber auch
zeigen, dafBl die Gleichung

P a, dr + b, dr = PN e~ IT; . dv
besteht, sodaB man in der Tat auch
w285 g
erhélt. Nach der Grunderklarung gilt fiir das Quadrat der mittleren
Abweichung von H’, die Formel

1~y 5 ’ ’
P = 1 (B (e — H'g2 dr + ) (Br— 'y de o+

+ p(1+dt) (Er +dr — H'2)2]_
Setzt man hierin nach der Entwicklung H';, = C, und beachtet, daf3

(Crrar— C.)2 = (dC,)? als unendlichkleine GroBe 2ter Ordnung ver-
nachlassigt werden kann, so ergibt sich

' 1 T v
pH') = 57— PO — 02 + pﬁ?,’ (B, — Coppdr=

1 —(2) 5
S U T
und mxt diesem Wert der Integrand des Hattendorff’schen Risiko-
quadrats

dud(H) = (p3 a7 + B b7) dv = dM{ gy
Die Umformung des natiirlichen mittleren Risikoquadrats der ferneren
Dauer in das Hattendorff’sche Risikoquadrat, wie sie der Verfasser
in seinem Artikel ,,Zur Theorie des mittleren Risikos der ferneren
Dauer von Versicherungen mit kontinuierlicher Prémienberechnung,
die auf zweidndrigen Ausscheideordnungen beruhen gezeigt hat,
steht wohl aber hinter diesen Beweisen nicht zuriick.

Unsere weitere Aufgabe soll es sein, den Hattendorff’schen Satz
mittels des Tschebyscheff’schen Theorems herzuleiten. Fiir jahrliche
Pramienberechnung hat der Verfasser einige Darstellungen schon,
wie eingangs angedeutet, gegeben. Will man die entsprechenden Be-
trachtungen aber fiir ein Zeitdifferential anstellen, so zeigen sich Schwie-
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rigkeiten. Einen ersten Ausweg bietet eine Kollektivberechnung, bei
welcher zum SchluBl die dem ersten Beweis von Bertelsen entsprechende
analytische Darstellung oder die schon =zitierte Darstellung von
Dr. Berger Anwendung findet.

Wir gehen von der generierenden Funktion

Xo=] [Zwﬂ(lw‘” oot e ) . e’

A=l

aus, in welcher die GroSen 4, B und C die bereits frither definierten
Eigenschaften haben, und 1 anzeigt, daB sich diese GréBen auf die At
der 8 Versicherungen beziehen. Auch diese generierende Funktion war
bereits in der schon erwihnten, nicht veréffentlichten Abhandlung
des Verfassers enthalten.

Differentiiert man diese generierende Funktion einmal und zweimal
nach z und berechnet die Grenzwerte der beiden Differentialquotienten
ir z == 0, so erhdlt man mit Benutzung der Beziehungen

(Xn)z=0 ——H (Z3)e=0 ——H(f(l’(u) + Py dt + B 1)) =1,

A=1
und
%

T

= —o = i =~
f (Pt Ay + Plich Buw) 4+ Bk Ciaty = 0
0 .
die Werte

=g
dX .
( ( )) Z(f(]’(t b Ay + 20D Bun) dt + 1y Cee, A)) 0

und

d2X =
( dz? ) 0 Z(f(?’(t Z)A(I 2+ 27(: A)B(t 2) dt 4 P(r, )C(r,l)))
=

Wie der Verfasser schon in seinem Artikel in No 1 des Volume III,
Serie I1 des Giornale di Matematica Finanziaria, 1. Marzo 1933 bemerkte,
kann man die generierende Funktion X, auch durch das Integral

X = [Pk, ek dK,
darstellbar denken, in welchem die nicht angegebenen Grenzen wie die
Variable K simtlich als Funktionen von t anzusehen sind. Bisher
hat der Verfasser wohl noch nicht darauf aufmerksam gemacht, daB

bereits Bienaymé (3) diese Gleichung mittels des Laplace-Poisson’schen
Wahrscheinlichkeitsausdrucks und des Fourier’schen Doppelintegrals
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nachgewiesen hat. Nach Laplace und Poisson ist bekanntlich
Pigy = o [ Xy o= d.
(K) 27 (2)
—

Multipliziert man diese Gleichung mit eX* dK und integriert nach K,
so entsteht die Gleichung

x© aC
fP(K) KU dK = -z-lyzfe"'"‘ dKfX(z) e—Kai dz,
— —

Da aber nach Fourier
o .

@O
F(z) = 5‘;[«:“” dufF(z) ezt dg,

x

so folgt
[P gy eXri dK = X(u).

Hierin kann aber fiir 4 auch z gesetzt werden. Multipliziert man diese
Gleichung andrerseits mit dem Faktor

e—K'nidy,

und integriert zwischen — oo und - o0, so entsteht die Gleichung
e 2] <] o
f — K'ui dufP(K) ekni dK =fX(u) e—K'ui dy,
—10 Q0 —

Da aber nach Fourier auch

F(z) = él};fe—"”' dufF(z) e¥et dz,

so folgt in umgekehrter Weise
o

Py = 5% X(u) e—Ei du,
Differentiiert man auch die Gleichung
X(r) = [Pgy ke dK
zweimal nach z und setzt in jedem Differentialquotienten z = 0, so
folgt zunichst. (d X(7) ’

= i[Pi)K dK,
)

d2X(v)
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AuBerdem ist auch noch

X(2)smo =[PixydK = 1.
Da nun aber nach dem Vorhergehenden

dX(7) —0
dz Zn0~

und
d2X(T))
M}
( z2=0 AZL (h Y
so folgt die fiir unsere Zwecke wichtige und notwendige Beziehung

A=38

[Py K2 dE =Y M3, = My
A=]

Es ist einleuchtend, daBl man auch diese Kollektiv-Gleichung nach 7
differentiieren kann, wonach

dfPy K dK WMy, a0,
dr T dr T de
Wenn man rechts vom Gleichheitszeichen die Differentiation aus-
fithrt, die Differentialquotienten sodann vereinfacht und darauf die
so entstandene Gleichung nach 7 zwischen 0 und der noch verbleibenden
langsten Dauer »,, der s Versicherungen integriert, so erhilt man

A=8
fp(K) K*dK = Z}TI&.Z’,A) = N,
i=1

wobei nach dem Vorhergehenden
A=3
ZMW o= 3 =T,
=1

nunmehr das mittlere fernere Risikoquadrat der s Versicherungen
in der Hattendorff’schen Form darstellt. Zur Erginzung und weiteren
Erklirung dieser Ausfithrungen ist wohl nur noch zu bemerken, daf}

dMG, .
B

und >
a=s
lim f Px, K? dK“z}:‘lcw n= Z(,%V,cA — Vi, — P, agi) = 0.
Wir wollen nun auch noch die generierende Funktion
A=3 A=8
Xy = I.—IZ" :H( f { p(, n PRI + p(, A) eﬁ’a.z)zi) dt + ;f? ﬁ, e%,;.)"")
i=1

As=]



behandeln, in welcher o
— e"t"S{,l+¢ — P‘ﬁl agq
Uitz =

Bl
8'““’Sk,1+t — Py flu

By = —F ol
’ “’SZH—— Py at [

I I/II
G(r )y — = e thAVL,yFZ P

- bedeutet. Auch fiir diese generierende Funktlon gilt

(I,l

A=g

(X®)z=o ——H(ZA)Z 0 —H(f(?a b + Py dt + P(r,x)) =L

Hingegen findet man erstens
dX(T) ) A=3 1_' _ N 3 N _
( az ) = i[z f (P Ay + Pin 53«,1)) dt + Pg,)n@(v,l)] =
2= =11

A=8 .
I B = — (3 GIII
{E(‘ Aty — Pry” Gariy)+ fp(zl-’f)znkaﬁ"l =

=1
A=g
— I,1/11
=%
und ferner
de(T) A=g
( PP )z i {Z[(f(l’(t A)m(t nt+ p(m)%(t ») dt 4+ pis A)Q(t 1))
= i=1
A=38 2
— (lek3)2]} — (Z 2,V kz) =
=
A=s . 2
o= — [sm?,) + (ZHV@I) J
= -

Wir bilden nun auch die drei Grenzwert-Gleichungen
(Xr)s=0 = [Pesy AR

dX, .
(_%) i [Py R 4%

d2X, :
( dz? )z=0: — [P §248,

8o fithrt der Vergleich mit den oben berechneten Grenzwerten zu den
Beziehungen
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[PgyRd =1,

A=

'/‘I)(ﬁ) Q dS{ x}ZzIF‘.l,
=1

A=y . 2
fP(Sl) 5‘2 (1R == Yk %") + (ZxAVkA) .
i=1
Aus der letzten derselben leiten wir die fiir unsere Zwecke erforderliche
Beziehung ab, indem wir

A=8

2 A=8 2
fP(ﬁ) (R —Exlvkl) dﬁ == fP(ﬁ) RZ d@ —_ (ZHV‘}) )
i=1 A=1
berechnen, wonach
i=3 2
fP(Q) (ﬁ —_— Zlekl) d.@ = “”?(21) .
=1

An der linken Seite dieser Gleichung liBt sich erkennen, daB auch ihre
rechte Seite eine Funktion von 7t ist. Durch Differentiation nach 7,
Transformation der rechten Seite und Integration nach v zwischen 0
und »,, erhilt man rechts wieder das mittlere fernere Risikoquadrat
der s Versicherungen in der Hattendorff’schen Form. Rechts dagegen
ergibt sich der Integralausdruck

A=g 2

[Pg) (@ —Y., VkA) df,

i=1
welcher jetzt auf die lingste fernere Dauer ausgedehnt ist. Dabei,
ist zu beachten, daB auch

A=3 2 A=8
li[l;l) fP(ﬁ) (ﬁ‘ -—Z ’AV"A) df = [%(20,1) - (zAVkl)z] =
T== A=1 i=1

A=8 .
=V — T = 0.
k=1

Analog den Betrachtungen, welche der Verfasser fiir jihrliche Pramien-
berechnung angestellt hat, kann man auch die Gleichungen

A=

JPu, K2 K = Y\ 715
A=1

und

fpo (8 =37 a5 = ¥z

A=1 A=
zur Darstellung des Tschebyscheff’schen Satzes nach Sabudski-Ritter
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von Eberhard verwenden. Aus diesen Gleichungen lassen sich niimlich
ohne weiteres die Gleichungen

fP""( X ) dK = 1,
V=i

beziehungsweise
A=3
—Y7,
P A2 JdfR =1
f Vems
und
K 2
fP(K (,~ 2 )dK =L
v Yoz 2y
beziehungsweise

f y VEEMA 2y

herleiten. In den letzteren setze man

K .= U,
y Vot
beziehungsweise
Rt
yVezu;
und nehme die Zerlegungen
—K K
fP(K) U?dK +fP(K) UrdK +fP(K) U*dE = 51)75
-k, -K .
beziehungsweise
Rl
fp(@, U2 R +fP(@, U2 af +fp<ﬁ) U dﬁ—-—y—
__@‘

vor. Das erste Integral links vom Gleichheitszeichen enthilt die Werte
von U, welche zwischen dem gréfiten negativen Wert und — 1 liegen.
In dem zweiten Integral seien die Werte von U enthalten, welche

von U zwischen + 1 und dem groBten positiven Wert von U. Durch
Vernachlassigung der mittleren Integrale entstehen die Ungleichungen
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—K
/P(A) U dK +fP(K, U2 dK < -31,-
—"Kl
al

£
. . 1.
fp(g) U2(1R+jp(g) U2dR < —2;—5
—F,

und

In,_ diesen Ungleichungen ist stets U? > 1, sodaB die Ungleichungen

—K
1
fP(A,dK+fP(K)dK< 7,
—K,
und
K K,
" . 1
fP(s)dR +fP(R)d5‘ <
"“gg 3

noch groflere Berechtigung haben. Durch Subtraktion der letzteren
von den leicht aus den Gleichungen

fP(K)dK =1,

fP(g)dﬁz 1

beziehungsweise

hergeleiteten Gleichungen

jP([QdK +fP(K) dK —*—fPuq dK = 1,

— Ky

fp(g, R + P(m as —}—fP(g)d.R =1,

—8y
entstehen die Unglelohungen

und

K
1 N 1
fP(]\)dK>l‘-—2—y-§ und fP(R)dR>1—~é?2-9
—K £
welche wir zur Vereinfachung noch in der Form

1
D - s
B> 1 5
schreiben wollen. Aus den Gleichungen -
—K K
———=—1 == =1,
v Vezi} v Verar:



und N—ZV_ _, &=Ih _,
v Vorit; v Voxit;
folgt aber, da man nach dem Theorem von Tschebyscheff mit der
Wabhrscheinlichkeit 1
W>1— =
2p?

erwarten kann, dafl die Ungleichungen
—y V2zif; £ K < +y Voxits
—y VoD < & — Vs < + v Vozirs
EVi—y Vs SRS ZV, +y Yozl

erfiillt werden. Im Ubrigen moége auch noch auf Czuber (4), Band II,
Nr. 354. ,,Die wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung des mittleren
Risikos eines Versicherungsbestandes'’ verwiesen werden, wie auch auf
des Verfassers Aufsatz in den Mitteilungen der Vereinigung schwei-
zerischer Versicherungsmathematiker, 28. Heft, Bern 1933 (5).

Unter Zugrundelegung der nicht ganz vollkommenen Betrachtungen
von Dr. Rothauge (6) fiir Versicherungsjahre, die von manchen Mathe-
matikern auch in rein wahrscheinlichkeitstheoretischer Beziehung an-
gezweifelt worden sind, kann man, falls man iiber die Mingel des Ver-
fahrens hinwegblickt, noch andere kontinuierliche Betrachtungen an-
stellen, die auf den Veréinderungen innerhalb des Zeitdifferentials ¢
bis ¢ - d¢ beruhen.

Inbezug auf die Ate Versicherung eines Bestands von s verschie-
denen Versicherungen werde in Analogie zu den frithen angewendeten
Bezeichnungen

I — -
e (Skyat— 2, Vig +1) = dae)

und

oder

€= (— 4, Vi, 41) : (Vertragsfsrm 1)
= bgt,»)

154 =
e~ (Sky+t— 2, Vi, +1) (Vertragsform II)

gesetzt, Mit diesen GréBen und den Wahrscheinlichkeiten
Py dt, P 7 dt, Pitar, » = Pi 1) }’_&]}) dt — ) dt

und 1 —-—132? );,), deren Summe 1 betréigt, bilden wir die besondere gene-
rierende Funktion

'm_ = fm_ =g

gy gy—e— 10 i
X(z) —-HHZA(Z) ”‘HH[F ]) ds e( e “A"“z“d'”+

-—td

+ Py At ey gy 40907 4 (pihy Pk b — P dt) x

x e—¢~ 8y Hy, adtsi 4 (1 —piy)].
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In dieser bedeute IT (der Strich iiber IT), daB es sich um ein Produkt
unendlich nahe liegender Faktoren handelt. Die weiteren unbekannten
Eigenschaften dieses Produkts sind fiir die folgenden Berechnungen
gleichgiiltig. Es sei noch bemerkt, daB8 , Il;,., dt die Risikoprimie
des Zeitdifferentials k; + ¢ bis k;, + ¢t 4+ d¢ bezeichnet, und », die
lingste fernere Versicherungsdauer bedeutet. In dieser genau auf-
gestellten generierenden Funktion kann man mebrmals unendlich
kleine GroBen. neben endlichen Gréflen vernachldssigen, sodal man
zu der vereinfachten aber ausreichenden generierenden Funktion

T des "M jea
X(2) ”“HHZl z)—HH[pga) dt en? + p(;!);) dt "N |

A=1

*‘|‘;{? )) e 0 iy et 7 (1 '—;)8);.))]'
gelangt. Mit Riicksicht auf die Eigentiimlichkeiten der kontinuierlichen
Pramienberechnung lafit sich diese generierende Funktion gut ver-
wenden. Es ist einleuchtend, dal beim Logarithmieren der vorstehenden

Gleichung das Produkt /T der unendlich nahe liegenden Faktoren in
ein Integral iibergehen muB, dall also

'm A=8
In X(2) = In Z)(2)
[ %

wird., Weiterhin bemerke man, daB sich, wenn man die unendlich
kleinen Wahrscheinlichkeiten neben 1 vernachlissigt, folgende Grenz-
werte ergeben:

Z(0) =1
Z’).(Z) =1 [;8,)3) ez(t,x)“':z-(,,“ dt ~+ -I;gjl) ez(t,l)Zi 5«‘;,) dt —

— — ) -
_— 7)((&) 100, 1T 410 2i g—105 ) TTy, 44 dlf],
mithin

(1) — -2) 7. —(1) — —(2) 7
Z'(0) =1 [sz.)ﬂ)a(t,ﬂ) + Piehy ben — (B an + Py b dt = 0,
ferner ist
Z;"(z) = — ll’(t hy e % ;a,z) dt + -Z;ftzi) ez(?;,l)zi _5("’:,;.) dt +
+ —13?,’1) e 10y My, 1 ydtai (e—t, Hk1+t dt)?].
Da (e—""’mﬁ““ d?)? eine unendlich kleine Grofle zweiter Ordnung ist,
die vernachlissigt werden kann, folgt
” (1) 2 ~(2) 7.

230V = — [Py als + Pl bon) dt.
Mit diesen Grenzwerten bilde man nun die Grenzwerte der generierenden
Funktion und ihrer ersten zwei Ableitungen nach z. Man erhilt der
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Reihe nach:

"n Y

dIn X@) _ (\NZ4@) (dIn X@)\ ”:SZ“(O) == 0
dz _zl(z) ), ) a0
0

dﬂn A(z Fi 20 VZi(2)——(Z2"2))°
L (Za(2))?

Ym

2]
(‘,‘ (‘i‘f(z)) f}‘ Z,"(0) —L] Z,"(0) =

= — ] (I’(t ;)a“ »)T p(”)b(l ) dt = ———Z M5 = e

AufBlerdem beachte man auch noch die Gleichungen:

dln X(z) 1 dX(z) dX(z) ¥ d ln A(z)
dz = X(z) dz & TAE oy,
dX(z) _(dInX(z)\ 0
( dz )z;O— ( dz )z=0_ ’

d’InX(z) 1 [dX(z) Xz dX(z)
dz2 X(z)z[ dz? (%) ( )]
X az lnX( ) 1 {dX(z)
a2 X@ + X(z)( d= ) ’
X\ [@2hnXE)
(-~~~-d'25-~—)2=0- (_—d—z?—)z:o* e

Der Grenzwert fiir z = 0 des zweiten Differentialquotienten nach z
dieser approximativen generierenden Funktion ist daher gleich dem
negativen Quadrat des Hattendorff’schen Risikos simtlicher s Versi-
cherungen.

Man stelle nun wieder die Gleichung
X(2) =[P gy eX# dK
auf, die uns den erforderlichen Grenzwert
X(0) = [PydK =1

liefert. Die zweimalige Differentiation nach z gibt die beiden Diffe-
rentialquotienten
12
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dXd:z) = ij P(K) ek#s K dK
2
dd"(i)-m——- P(K)BK”szK,

mit deren Grenzwerten fiir z = 0 nach dem Vorhergehenden
[Py KdK =0
[Pxy K2dK = 3

und

folgt.
Entyprechende Untersuchungen kénnen wir auch mit der generie-
renden Funktion

Ym  A=g Ym_ ey
() "‘HH&(Z)—‘HH[I)“) dier.n® 4 piy dt deni 4 1]

anstellen, in welcher zur Vereinfachung sogleich 1 fiir 1 — (—1;{,”,1) -+ 58"),1)) dt
gesetzt wurde. Aus dieser erhiilt man erstens

m 'm

dIn l(z)) =
P patal M B34(0) = I @' dtags + P(u)dtb(tn)—"
( d~ z=0 j AEEI. Z B2
1) 0
A<=3 ’f 1;__&—
= T'Z (P aen -+ Pin bey) dt = tz I,
=y i=1

wobei I, der sogenannte Versicherungswert von Wright (Insurance
value) ist. Zweitens folgt

m

d?ln X(z) "o one = "o ar.ons
( dz“") fL[S ()—(&())]-—Z[[&x()-({%z( N,

A=]1

und da, wie aus dem Vorhergehenden hervorgeht, (8':(0))2 eine unendlich
kleine Grofle zweiter Ordnung ist, bekommt man

"m
d*In X(z =
e (2) = — (I)(r ;)a(t ;)+ P(t x) b(t ) dt =
dz 7=0
0
8

Wiihrend aber

d%(z)\ _ (dIn X(z)
( dz z=(|—~ dz z2=0
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und daher auch

dx s T
(,._}i_z)_) 20: T Z 1 ir
ist
d2X(z)\ _ (& X() d X(z)\?
”d”é’a'""),:(,"' e ),f ( dz ))
mithin
d2 ) T Ty

Aus der fiir diese generierende Funktion aufzustellenden Gleichung
, X(2) = [Pgy e%t dR
leite man die Gleichungen her:

X(0) =[P(gy dR = 1

(‘?:’?‘;"_}_) = i[PaRag =iZT,
2=0

d2 ¥(2) . To)® 4 T
(_Titgf;) -0 —[Pigy & AR = — (T2 + V2],

Mit Hilfe dieser werden dann noch die Gleichungen

fP(S\‘) (& —Z 12 dR :fP(R) K2AKR — (2;1_1)2
und

TP (R — Z 1))2dR = I
aufgestellt. Die letztere, wie die frither aufgestellte Gleichung
fP(K) K2dK = gﬁz

gestatten aber den Tschebyscheff’schen Satz in analoger Weise anzu-
wenden, wie es vordem schon gezeigt wurde.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen laft sich schon erkennen,
daBl die Laplace-Poisson’schen Wahrscheinlichkeitsausdriicke

1 ,
P(K) = -2—n-fX(2) e—Kzidz

und

1 7 .
P(ﬁ, = P(K): 2nfx(z) e-——(EIA-%K)zpdz

mit den besprochenen generierenden Funktionen den bekannten expo-
nentialen Niherungswert fiir die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes

oder Gewinnes K liefern. In der Prizision tritt dabei das Hattendorff’sche
12%
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Risiko fiir die s von einander unterschiedenen Versicherungen auf.
Setzt man nimlich

X = eln.\'(z), bezw. X(Z) = eIn¥(z)
und entwickelt In X(z) bezw., In X(z) nach dem Maclaurin’schen Satz
bis zum zweiten Differentialquotienten einschiefilich, so folgt mit

Anwendung der schon gewonnenen Ergebnisse aus beiden Ausdriicken
o

1 et o
P(;{)C\D ‘—?—; e—iWzt—Kai (.
—_—
. h. es ist
IS
1 T
S
Va12m
Eine Abweichung K zwischen —y V 2 und +y 1’2. Wt ist daher ni-
herungsweise mit der Wahrscheinlichkeit

f’u{) ™o

b
2
A g
D(y) = V;t et dt
1]
zu erwarten.
Schliellich wiire noch zu bemerken, dall man den hier vor Augen
gefilhrten Darstellungen auch die generierenden Funktionen
o jag _(3

7
¥(z) __I—‘[ l I (.“M) de etr.ns + ‘U(l » dt e 4 e—e o iy +1t2i) o
V] A=1
und
Imoaas

e = HH(M(: s ity de e + 179

hiitte zu grunde legen konnen, in welchen zur Vereinfachung

,ll(xf“)_,gdt Iu(g %) dt und 1“(11"“,1 tdt ll,l,(lt{l) d¢

gesetzt wurde. Die erste ist durch Vernachldssigung unendlich kleiner
sroflen aus der genaueren generierenden Funktion

I a=e
- I a, —18_ 77 ; Ir B —t6 7 i
Y(2) = I I I I (.2 At €@ —e™ “x, Tk, 11007 gy 5 e(b ay—e ™ nllzy 4140028
0 A=l

_ —(3)
A (1t A — s 1y ) =", Tk, itziy "D



181

hervorgegangen, die zweite dagegen aus der genaueren generierenden
Funktion
M ey

V() = l I I I (12 At €2zt 4 plf sy At Dieaei +
0 i=1
-(3)
+ (l —_— ‘ll(lgy;') dt —/l(I({Z) (U)p("”.
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