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we can use the mean value theorem and get finally 

%ai(k) __ ; ^aiik-l) , -i ^at(*-l) 

ax — ixax -f- ax+mk ax 

where 
h = a>x+h 

1 i i -* 

— mk = ^ -f- a ^ , ^ 
Analogically as formerly, we have the approximate formula 

T\ 
In order to use the above formula it is necessary to have tabulated 

the values of annuities acording to the order of active and invalid 
persons. 

The calculation of the non-continuous values is possible owing 
to the analogous theorem for sums to the mean value theorem of 
a definite integral. The results are, of course, not so precise. Evans 
uses for life annuities a correction term. But it is not necessary to 
introduce a correction owing to the experiences on which the tables 
are based. 

Zwei versicherungsmathematische 
Integralgleichungen. 
Von Hans Koepplert Berlin. 

Man kann zwei ganz einfache Integralgleichungen aufstellen, 
welche von der Anzahl der versicherten Leistungen, beziehungsweise 
von den verschiedenen statistischen Auflösungsmöglichkeiten eines 
Versicherungsvertrages vollständig unabhängig sind, 

Bei den folgenden Betrachtungen wollen wir von einer erweiterten 
Versicherungsform ausgehen, deren einmalige Prämie nach der Formel 

0 

berechnet wird. In dieser bedeuten pi+t und [ix+t die Intensitäten 
des Eintreffens der Ereignisse, auf welche die Summen Sf und S™ 
versichert werden, doch kann auch S™ ==- o sein. Die Summe der Inten
sitäten j/x+t + Msf+t —l*z+t s°tt die gesamte Ausscheideintensität 
aus der Dekremententafel für das Alter x -f-1 Jahre sein, so daß die 
bekannte Beziehung 



107 

Dx+t lx+t. -/<"-+•+'>" ( 0 < < < « ) 

ux
 lz 

besteht. $£ l bedeutet die Summe, welche gezahlt wird, wenn der Ver
sicherte beim Ablauf der Versicherungsdauer noch im versicherten 
Zustand verharrt. Bei Versicherung gegen kontinuierliche Prämie 
wird die Differentialgleichung der Prämienreserve durch die Formel 

// , . = (f*z+t + &) tVx + Pzn\ —Px+tSt —ßx+i^t 

gegeben. Nach Jörgensen1) wird diese Differentialgleichung jetzt meist 
als von Thiele herrührend bezeichnet, doch hat der Verfasser, der sich 
auch mit dieser Gleichung beschäftigt hatte, sie auch bei anderen älte
ren Autoren gefunden.2) Aus dieser Differentialgleichung der Prämien
reserve kann man durch Umstellung der Glieder auch die Differential-, 
gleichung 

P«j[ dt — jul+tSf dt — fjfJ+St dt ==. tQx d* — fix+f tVz d* 

herleiten, in welcher tQx &> — &tVx—btVxdt die Sparprämie für das 
Zeitdifferential t bis t -f- dt bedeutet.2) Multipliziert man diese Differen
tialgleichung mit dem Faktor * — (t < k) und integriert darauf 

IL8 + & 
nach t zwischen 0 und k, so folgt, da 

k k 

IS— fDz+t A. fDx+t / / QI , II 0HV 1, TT 

J Uz+k J Vz+k 
0 0 

die retrospektive Form der Prämienreserve darstellt, die echte Volter-
rasche Integralgleichung der Prämienreserve 

k k 

kVz - f~^ tQz dt - f^±L^ttVxdt. 
J J^z+k J Uz+k 
0 0 

Wird die zum Ausgang gewählte Differentialgleichung, nachdem sie 

wieder mit dem Faktor • a?+- (t > k) multipliziert ist, nach t zwischen 
Vz+k 

k und n integriert, so ergibt sich, da 
*) Jahrbuch für Versicherungsmathematik, Berlin 1914. — Einige 

Bemerkungen über die Thielesche Differentialgleichung der Prämienreserve. 
2) Assekuranz-Jahrbuch, Band 44, Wien 1924. Die mathematische 

Theorie der Versicherung minderwertiger Leben in kontinuierlicher Be
handlung- Von Hans Koeppler, Berlin. 
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P%n) 

k 

[ўżL dť _ [Џ±L. {ftl+t8l + „",#-> dť -
J Dx+k J ^x+k 

Dж+n çãll Tт 

&x+k 

die prospektive Form der Prämienreserve mit negativem Vorzeichen 
darstellt, die prospektive Integralgleichung 

n n 
Tr föx+n QIII TAr+t 7̂  A \ , fDx+t fr , . 

kVx = ^ — Äw — I j ; tQx an + I - K — jtix+t tVx dt. 
yJx+h J vx+u I j JJx+k 

k k 

In einer Arbeit, welche im Jahre 1917 vom Deutschen Verein für Ver-
sicherungs Wissenschaft angenommen, aber infolge der ungünstigen Zei
ten seinerzeit nicht veröffentlicht wurde, hatte der Verfasser auch 
Untersuchungen mit dem Ausdruck 

u 

xP(ttu) ^ I ' n * xQx <*T 

J ux + l 
t 

angestellt, welcher den Erwartungswert der innerhalb des Zeitramus 
u — t anzulegenden Reserveprämien darstellt. Dieser hat zwar bisher 
keine größere Bedeutung gefunden, doch führt seine Umformung zu 
interessanten Ergebnissen, Wird nämlich, wie vorhin schon erwähnt, 

tQxdT^dtVx~dtVxdT 
gesetzt, so ergibt sich durch Anwendung partieller Integration 

u u 

«I\«> -= H r - 1 <<- Jx- 6Tfx dr) - f ^ _ d XVX_ 
J ux+t J ux+t 
t t u 

~d f^±ltVxdT^ 
J D*+t 
t 

u u u 

= r ^ r F . l + [%±l{Mx+1+ d)TVxdT~d [^±lTfxdr. 
[Ux+t J J l>x+t J Ux+t 

t t t 

Bei der weiteren Vereinfachung verschwindet der Ausdruck 

t 

welcher den Erwartungswert der rechnungsmäßigen Zinserträgnisse 
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während der Zeitstrecke u — t darstellt, und es bleibt 
« « 

[%^-rQxdr = ̂ uVx-tVx+ r | f ± l ^ + t t ? , d r . 
J ux+t ^X+t J ux+t 
* t 

Aus dieser Gleichung kann man aber sowohl die retrospektive, als die 
prospektive Integralgleichung herleiten. Die erste ergibt sich für t = o 

Dx 

und 0VX = o, wenn man die ganze Gleichung noch mit ~~ multi-
Dx+U 

pliziert. Die zweite findet man, wenn man für u die ganze Versiche
rungsdauer n setzt und berücksichtigt daß nVx = S™1 ist. 

Schreibt man andrerseits 
u u r 

A«> = (j^*-*ä*d* = flj^-t
d [**-*»Q*d#> 

t t t 

so kann man durch Anwendung partieller Integration zu der interes
santen Beziehung 

T u u r 

*/\<0 = fe/**-1*«- d*l -fj^jV6-t^Xm = 

* t t t 
u u r 

~lj^[v»~t»Qxd&+ [^-jux+T [v»-HQxd&dT 
h+tj J h+t J 

t t t 

gelangen, welche auch die Form einer Integralgleichung hat. Da man 
die Differentialgleichung der Prämienreserve auch unformen kann in 

Px7T\ dt ~ t*Ut S*t dt — iil
x\t S\l d* = d tVx — (/*,+« +S)tVx dt, 

so läßt sich derselben auch die Form 

d tVx — (ßx+t + d) tVx dt = tQx dt —jux+t tVx dt 

geben, welche ebenfalls mit dem normalen Integrationsfaktor 
Dx+h 

zu integrieren ist, um zu den beiden aufgestellten Integralgleichungen 
zu gelangen. Diese lassen sich übrigens noch auf mechanische Weise 
aus den einfachen Formeln der Prämienreserve herleiten, indem man 
zu der natürlichen Risikoprämie (assesment) des Zeitdifferentials t bis 
t+dt 

(jul+tSt + V>l+tStI)dt 
das Glied 

(f*x+ttVx— fix+tiVx)dt 

hinzufügt und sodann berücksichtigt, daß 

Dx+t 
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</*£+i Äf + li+tsl1 —n*+ttv*) dt^tnxdt 
die Risikoprämie und 

Pxn\dt — tnxAt^tQxdt 

die Sparprämie des Zeitraums t bis t + df ist. 
Der lösende Kern der retrospektiven Integralgleichung lautet 

T(™=§^+-V*+.-'*-V+« (r = l + * = e*), 
^x + kh+t 

und mithin ihre Lösung 
* * t 

tf*= f fei '^ d< - f r*~^-+' f fe; •&d* d*-
. 0 . 0 0 

Für die prospektive Integralgleichung heißt der lösende Kern 

Dx+tlx + k ,_«. 
j ( W -=- _ ^ ^ + e -=- ^ ^ ^ 

Vx+kh+t 
und daher ihre Lösung 

n 

M§.7*'-/£=H 
n 

+ 
k i 

Der Subtrahendus der Lösung der retrospektiven Gleichung läßt sich 
umformen in 

'•«/-(£,) _fe«-d»d'-
o o 

Wendet man num noch die partielle Integration an, so ergibt sich 
k k 

f fel »Q*м -frk~l л» àt-
o 0 

Man erhält somit 

kV,=*fr*-*fo6tt 
o 

d. h. die Prämienreserve der alternativen Versicherungen ist gleich der 
Summe der aufgezinsten Sparprämien, die bisher den Prämien ent
nommen wurden. 
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Diese Eigenschaft hat Prof. Insolera in seinem Aufsatz „Die Prä-
mienreserve und die Veränderungen der Sterblichkeit in der Zeit" 
(Blätter für Versicherungsmathematik und verwandte Gebiete, 2 Band, 
4. Heft) zur Aufstellung der Integralgleichung 

k k 

kVx ̂ ftQx dt + dft*-* tQx dt dt 
0 0 

und ihrer Lösung 
k k 

ftQxdt^kVx-dftVxdt 
0 0 

verwendet. Auf diese Beziehung kommt man aber auch unmittelbar, 
wenn man die Definitionsgleichung 

tQxdt^dtVx — dtVxdt 
zwischen 0 und k integriert. Multipliziert man aber die Gleichung 

t t 

ftQxdt^tVx-dftVxdt 
o o 

mit dem Faktor r*--* und integriert darauf zwischen 0 und k, so erhält 
man die bemerkenswerte Beziehung 

k t k t t 

ff tQx dt r*-' dt =/(**-* dftVx dt + drk*-*ftVx dt) = 
00 0 0 , 0 

k t _ * 

-fd{rk-tftVxdt)^ftVxdt. 
0 0 0 

Hiernach besteht auch die Gleichung 
k k t 

ftQx dt = kVx - dfftQx dt r*~* di, 
. 0 0 0 

aus welcher sich durch Umstellung der Glieder die von Prof. Insolera 
aufgestellte Gleichung ergibt. 

Durch Anwendung der Beziehung 

tQxdt=PXn\dt — tffxdt. 
nimmt unser Ergebniß die Form an 

-.. k k 

kVx - Pxnfr^dt-fr^tn, dt. 
o b 

D. h., die Prämienreserve ist gleich der Summe der aufgezinsten Durch
schnittsprämien abzüglich der Summe der aufgezinsten, bisher ver
brauchten feisikoprämien. Bei Risikoversicherungen gilt die gleiche 
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Betrachtung, doch dienen bei den Risikoversicherungen die Spar- , 
prämien zur Auffüllung der späteren Risikoprämien, welche höher als 
die Durchschnittsprämie sind. Man kann dieses auch aus der Bedin
gungsgleichung 

n n 

J ^ ± i i>i+1Sf - UPX)* dt + j^± (^!+lS\l - lnPx? dt = Min 
0 0 

erkennen, welche nach Differentiation nach jnPx und nach Nullsetzen 
für die Durchschnittsprämie die bekannte Formel liefert. 

Auch für den anderen Grenzfall, welcher die reine Beharrungs
versicherung (Versicherung auf den Erlebensfall ohne Rückgewähr) 
betrifft, gilt diese Formel, Man hat sich nur zu vergegenwärtigen, daß 
für diese Versicherungsart die Sparprämie gleich der Durehschnitts-
prämie vermehrt um die riskierte Ergänzungsprämie ist, welche letztere 
zur Auffüllung der Prämienreserve erforderlich ist. Es ist also 

tQx dt = Pxn) dt + fxx+t tVx dt . 

Mit dieser Beziehung geht die obige Formel über in 

_~ _ k k 

kVx - P4 j>~«d* +fr*-tfi*+t tVxdl. 
o o 

Das zweite Integral der prospektiven Integralgleichung kann auf die 
Form 

n ' n n 

Jd(f~\ V*+n *»-*ST
n

n) -fd(j^)fl*+» »^ •«* d& 

k k t 

gebracht werden, die sich nach Anwendung partieller Integration noch 
umgestalten1 läßt in 

k k 

Führt man nun diesen Ausdruck in die Lösung ein, so bekommt man 
n 

kVx - v^S{u -ftfi-*tQ£ dt 
k 

Hiernach ist das Deckungskapital alternativer Versicherungen gleich 
dem diskontierten Wert der im Beharrungsfall fällig werdenden Ver
sicherungssumme abzüglich der Summe der Barwerte der bis zum Ende 
der Versicherungsdauer anzulegenden Sparprämien. 

Drückt man die Sparprämien durch die Differenz der Durchschnitts
prämien und der Risikoprämien aus, so entsteht die Formel 
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hVx = t>«~* s£n - P*^J>-* di +fv *-* t/7* dl, 

die sich ebenfalls leicht in Worte kleiden läßt. 
Da für Risikoversicherungen Sn = 0 zu setzen ist, kommt man 

bei diesen Versicherungen zu dem Ausdruck 
n 

hVs = —fv*~*&*d&. 
k 

Nach diesem ist das Deckungskapital der reinen Risikoversicherungen 
gleich dem negativen Barwert aller künftigen Sparprämien. Demnach 
ist das Deckungskapital positiv; denn, da die Prämienreserven der 
Risikoversicherungen gegen Null konvergieren, werden die Spar
prämien negativ, sodaß die Summe ihrer diskontierten Werte positiv 
ist. Setzt man für $QX d$ den Wert, so wird diese Eigenschaft durch 
eine einfache Berechnung bestätigt; denn es ergibt mit nicht der Bedin
gung nVx = o 

n n 

kVx = - / > - * (d »Vx - d »Vx dd) = —fd (tr*-* *VX) = kvx. 
k k 

Bemerkenswert ist wohl auch, daß es sich in diesem Fall um eine pro
spektive Integralgleichung von der Form 

9(x) = —f(x)+fK(S9x)V(S)d£ 
. X 

handelt, deren Lösung 

<p(x) =-- / (*> -l(=f K«\£, x)\ /(|) d | 
heißt. * W l ; 

Dehnen wir auch hier die Betrachtung auf die reine Beharrungs
versicherung (Erlebensfallversicherung ohne Rückgewähr) aus, so 
liefert die gefundene Formel nach Anwendung der Gleichung für 
%QX dt das leicht verständliche Ergebniß 

n n 

kVx^v»~*Sn^P~fv^dt—fv^tix+ttVxdL 
k k 

Es wäre noch darauf aufmerksam zu machen, daß die Reserveformeln, 
in welche die Risikoprämien eingeführt worden sind, durch Einsetzen 
der Ausdrücke für die Risikoprämien (Costs of Insurance) in die Integral
gleichungen übergehen, welche Dr. Berger3) betrachtet hat. Die Lösun-

s) Über simultane Versicherungswerte. Versicherungswissenschaftliche 
Mitteilungen des Deutschen Vereins für Versicherungswesen in der Tschecho-
slovakischen Republik 1930, VI. Heft. 

8 
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gen dieser Integralgleichungen sind aber die üblichen Formen der« 
Prämienreserve. 

Sowohl die retrospektive als auch die prospektive Integralglei
chung läßt sich auf einfachere Weise lösen. Das einfachste Lösungs
verfahren ist jenes der Differentiation. Es wurde zuerst von Prof. Can-
telli4) angewendet. 

Differentiiert man beide Integralgleichungen nach k, so ergibt 
sich die gemeinsame Differentialgleichung 

~ ^ p == (/*«+* + Ö) krx + kQx~[Ax+k kTx = <$ hTx + kQz, 

die wir in der Form unserer Definitionsgleichung 

schreiben können. Man braucht nur diese einfache Differentialgleichung 
retrospektiv und prospektiv zu integrieren, um dieselben Ergebnisse 
zu erhalten, welche die Lösungen der Integralgleichungen liefern. Mit 
Anwendung des Diskontierungsfaktors v* läßt sich die vorstehende 
Differentialgleichung umformen in 

d(k?xv*)^v*kQxdk. 
Integriert man nun diese Gleichung zwischen 0 und &, so erhält man 
wegen orx^o ^ k 

kVx~fr*-UQxdL 

Integriert man diese Gleichung aber zwischen k und n> so erhält man 

n 

kVx =- «—* sf / ' - jV-* tQx At. 
wegen nVx = S*n" 

L'âge limite. 
E. J . Gumbd, Université de Lyon. 

Puis on aura le plus grand âge dominant 

• - Y W o 
ÛJ = ù> 

n 

(A suivre.) 

4) V rgL d n Aufsatz von ProL Dr. Insol ra „Rente und Kapitał-
ansammłung" in d n Błătt rn für V rsich rungs-Math matik und v r-
wandt G bi t * H fţ Nr. 7, 1.1. 1930; od r: Prof. Franc sco Cantelli, 
G n si Oonstruzion d łl Tavol di Mutualità, Roma 1914; od r: Prof. 
Dott. Ignazio Messina, L Probabilità parziaІi n łla Mat matica attuariale, 
Roma 1916. 
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