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we can use the mean value theorem and get finally
< <.
d‘;«k) — Zl da‘t'(k"“” + a rmy dl;:t(k-“’l)
. where
ll = d’;‘f}‘h
1 =i
5 e = b+ azim

Analogically as formerly, we have the approximate formula:

< .
asid ]:, mymy ... my A (10)

In order to use the above formula it is necessary to have tabulated
the values of annuities acording to the order of active and invalid
persons.

The calculation of the non-continuous values is possible owing
to the analogous theorem for sums to the mean value theorem of
a definite integral. The results are, of course, not so precise. Evans
uses for life annuities a correction term. But it is not necessary to
introduce a correction owing to the experiences on Whlch the tables
are based.

.

Zwei versicherungsmathematische
Integralgleichungen.
Von Hans Koeppler, Berlin.

Man kann zwei ganz einfache Integralgleichungen aufstellen,
. welche von der Anzahl der versicherten Leistungen, beziehungsweise
von den verschiedenen statistischen Auflosungsmoglichkeiten eines
Versicherungsvertrages vollstindig unabhéngig sind.

Bei den folgenden Betrachtungen wollen wir von einer erweiterten
Versicherungsform a,usgehen, deren einmalige Primie nach der Formel

D D
le[—-f cadyy x+tSz+,uz+z )yt + z+"SHI

berechnet wird. In dieser bedeuten ,u,.H und ,uxH die Intensxtaten
des Eintreffens der Ereignisse, auf welche die Summen 8! und S
versichert Werden, doch kann auch SI = 0 sein. Die Summe der Inten-

sitiiten ,u,“ -+ ,uﬂt == g4t Soll die gesamte Ausscheideintensitit .
aus der Dekremententafel fur das Alter x 4t Jahre sein, so daB die
bekannte Beziehung .
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besteht. S,I," bedeutet die Summe, welche gezahlt wird, wenn der Ver-
sicherte beim Ablauf der Versicherungsdauer noch im versicherten
Zustand verharrt. Bei Versicherung gegen kontinuierliche Primie
wird die Differentialgleichung der Primienreserve durch die Formel

d,V,
di

gegeben. Nach Jorgensen!) wird diese Differentialgleichung jetzt meist
als von Thiele herriihrend bezeichnet, doch hat der Verfasser, der sich
auch mit dieser Gleichung beschaftigt hatte, sie auch bei anderen &alte-
ren Autoren gefunden.t) Aus dieser Differentialgleichung der Primien-
reserve kann man durch Umstellung der Glieder auch die Differential-
gleichung

Popdt — pg oS dt — pgyoSt dt = Qo dt — g Vi dt

herleiten, in welcher ;Q, dt = d,V, —0,V, d¢ die Sparpramie fiir das
Zeitdifferential ¢ bis ¢ - d¢ bedeutet.?) Multipliziert man diese Differen-

= (g4t + 0) Vs, + ?zﬂ -—-_,uiJ,,S{ '—/tﬁzsz"

z

tialgleichung mit dem Faktor —g—ji (t < k) und integriert darauf

z+k
nach ¢ zwischen 0 und %, so folgt da
kD
E?ﬂfDxH dt‘—f et (,uz+t St + ,ua;+tSt") dt = kV
z+k

die retrospektive Form der Prémienreserve darstellt, die echte Volter-
rasche Integralgleichung der Pramienreserve *

k k
% _ (Dets 5 D,
sz—»—sz+thx dt—fD
0 0

Wird die zum Ausgang gewihlte Differentialgleichung, nachdem sie
' . Dy e ‘

D, +k&
k und n integriert, so ergibt sich, da

+t =
Uz itV 2 dt.
+k

wieder mit dem Faktor (¢ > k) multipliziert ist, nach ¢ zwischen

1) Jahrbuch fiir Versicherungsmathematik, Berlm 1914. — Einige
Bemerkungen iiber die Thielesche Differentialgleichung der Prémienreserve.
2) Assekuranz-Jahrbuch, Band 44, Wien 1924. Die mathematische
Theorie der Versicherung mmderwermger Leben in kontmuxerhcher Be-
handlung. Von Hans Koeppler, Berlin. » :
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— D D
Pz;f]f LAd dt — z+t (/‘z—!—tS[ + l‘z+t‘gtn) dt —
z
k

Dy
__ Dyyn Dasn gur _
" Dasr

die prospektifre Form der Pramienreserve mit negativem Vorzeichen
darstellt, die prospektive Integralgleichung

5 (Datn orr 2+
kVZM(Dz:kS" sz+ ¢Qxdt)+f MHUdet

In einer Arbeit, welche im Jahre 1917 vom Deutschen Verein fiir Ver-
sicherungs wissenschaft angenommen, aber infolge der ungiinstigen Zei-
ten seinerzeit nicht veréffentlicht wurde, hatte der Verfasser auch
Untersuchungen mit dem Ausdruck

m
_ Dpie =~
znt,az):wa Ter dr
z+t
t

= ’—Lj;z

angestellt, welcher den Erwartungswert der innerhalb des Zeitramus

u —t anzulegenden Reservepramien darstellt. Dieser hat zwar bisher

keine gréfere Bedeutung gefunden, doch fiihrt seine Umformung zu

interessanten Ergebnissen, Wird nimlich, wie vorhin schon erwihnt,
Qpdr =d,V,— 68,V dr

gesetzt, so ergibt sich durch Anwendung partieller Integration

u u
zf(t,u) = fgrh (d rT’z - 61733 dT) :fgz+td r—ﬁa: -
z+t z+t

u

D -
—0 Z¥E Vedr =
f Dz-H ‘
t
D u " uD
T+v z+T c+Tr 17
12 ++ 0) Vodr—06 Vg dr.
[-Dzﬂ z]+sz(w++) z AT fD:c-H z QT
t ¢ t
Bei der weiteren Vereinfachung verschwindet der Ausdruck
u
D2+t T2
] f “D-;:; Vs fir,
i
welcher den FErwartungswert der rechnungsméBigen Zinsertrignisse
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Dz+t n z+n T+t
T dr = V 1,V d
f-Dz-}-tl QZ T Dx+t 1t x+f ﬂ$+ T.

Aus dieser Gleichung kann man aber sowohl die retrospektive, als die
prospektive Integralgleichung herleiten. Die erste ergibt sich fiir 1 = o

z

Dy
pliziert. Die zweite findet man, wenn man fiir » die ganze Versmhe-

rungsdauer n setzt und beriicksichtigt daB , ¥, SI o
Schreibt man andrerseits

T
\ _
i = f ® ot g, dr = f 2t ot g0,
Igtt
t

so kann man durch Anwendung partieller Integration zu der interes-
santen Beziehung

;I'“a,.o:[ f 01,0, dza] f Ao+, f 09—t o0, ) =
x+t
e f 09—t 30, 49 + f e f 291 4, 4 d
T+t
1 t

gelangen, welche auch die Form einer Integralgleichung hat. Da man
die Differentialgleichung der Primienreserve auch unformen kann in

Pyt — ko SF At — plly 81 4 = A Wy — (paae + 6)17, b,
so 1aBt sich derselben auch die Form
AoV — (port+ 6) Vo dt = Qp At — pig 414V 4 At

geben, welche ebenfalls mit dem normalen Integrationsfaktor Ko
z+k
zu integrieren ist, um zu den beiden aufgestellten Integralgleichungen

zu gelangen. Diese lassen sich iibrigens noch auf mechanische Weise
aus den einfachen Formeln der Priamienreserve herleiten, indem man
zu der natiirlichen Risikoprimie (assesment) des Zeitdifferentials ¢ bis
t-+ dt

multi-

und 4V, =0, wenn man die ganze Gleichung noch mit

z+t

(ﬂz+tSt “+ ,u':IE{}—t 87y dt
das Glied

(/uzc +t ti Rzt tﬁz) dt
hinzufiigt und sodann beriicksichtigt, da3
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(/liuu ST+ l‘lx{t-l st — otttV ) dt = JT, dt
die Risikoprimie und
P dt — (JT, dt = @, dt

_ die Sparprimie des Zeitraums ¢ bis ¢ 4+ d¢ ist.
Der lésende Kern der retrospektiven Integralgleichung lautet

D, oyl
[y o= 2ttlztk
SO Dt lore
und mithin ihre Losung

kf}z*'f“zi‘t“t zdt""‘f"k t,u:c-Hf
x+L

Fiir die prospektive Im_zegralglelchung heifit der lésende Kern

prrt =14,y (r=1+1i=2¢),

? +Q, AP dt.

Ty Dettlase
“h : Dz+lc lz+t
und daher ihre Losung

Vo= (prie st f Dest g, dt) +

Batt = vi—k Hz+t

Dz+k z+k

k n n
[t [otn g — [ D22 G, a9) ar
Dz+t Dz+t
E ¢
Der Subtrahendus der Lisung der retrospektiven Gleichung liBt sich
umformen in

k t
1\ {Dors —
. s f d(i——-) f T g, b s
T+ z+k
0 0 .

Wendet man num noch die partielle Integration an, so ergibt sich

k
[ ezt saeao— f Pt 3, .
z -+
0

k
f}z = [ rk—t téx dt,
/

Man erhilt somit

d. h. die Pramienreserve der alternativen Versicherungen ist gleich der
Summe der aufgezinsten Sparprimien, die bisher den Primien ent-
nommen wurden. »
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Diese Eigenschaft hat Prof. Insolera in seinem Aufsatz ,,Die Pri.-
mienreserve und die Verdnderungen der Sterblichkeit in der Zeit*
(Blatter fiir Versicherungsmathematik und verwandte Gebiete, 2 Band,
4. Heft) zur Aufstellung der Integralgleichung

k k
Vo=@ dt + 8[r— Q. de i
0 0
und ihrer Lésung

k
fkt?ézdtz kf;z"“‘(sfti}zdt
0 0

" verwendet. Auf diese Bezichung kommt man aber auch unmittelbar,
wenn man die Definitionsgleichung

@z dt =d,V;— 08,V dt
zwischen 0 und k integriert. Multipliziert man aber die Gleichung

t t

* ft@xdt=t?x"‘6‘/'tvzdt
0 0

mit dem Faktor »*—¢ und integriert darauf zwischen 0 und %, so erhilt
man die bemerkenswerte Beziehung

kt k t t
O, dt pk—t At = [(rh—t d[,V, dt + drt—t[ ¥, dt) =
_!;[zQx trk—t di 6/("' d/‘th L+ ' Oft z df)

= fk d (rk—t ft iV dt) = fk (Ve dt.
0 0 0

Hiernach besteht auch die Gleichung

k kt '

f Qs dt = ¥V, —0 f f 1Q, dt ré—t dt,

) 00

aus welcher sich durch Umstellung der Glieder die von Prof. Insolera
aufgestellte Gleichung ergibt.

Durch Anwendung der Beziehung
1Qe At = Py dt — [T, dt.

nimmt unser Ergebnil die Form an

% k

Vg = Py [ri—tdt — [1¥—¢,IT, dt.

0 0 .
D. h., die Primienreserve ist gleich der Summe der aufgezinsten Durch-
schnittsprimien abziiglich der Summe der aufgezinsten, bisher wver-
brauchten Risikoprimien. Bei Risikoversicherungen gilt die gleiche
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Betrachtung, doch dienen bei den Risikoversicherungen die Spar- .
prémien zur Auffiilllung der spiiteren Risikoprimien, welche héher als
die Durchschnittsprimie sind. Man kann dieses auch aus der Bedin-
gungsgleichung

n

f "“( 2eSt — [aPp)r dt + f -f—fi< e 68t — [oP)? df = Min

0

erkennen, welche nach Differentiation nach /nP, und nach Nullsetzen
fiir die Durchschnittsprimie die bekannte Formel liefert.

Auch fiir den anderen Grenzfall, welcher die reine Beharrungs-
versicherung (Versicherung auf den Erlebensfall ohne Riickgewiihr)
betrifft, gilt diese Formel, Man hat sich nur zu vergegenwirtigen, dafi
fiir diese Versicherungsart die Sparprimie gleich der Durchschnitts-
primie vermehrt um die riskierte Ergénzungspriamie ist, welche letztere
zur Auffilllung der Préimienreserve erforderlich ist. Es ist also

t@z dt = Fa:ﬁlf de + ,uz+tt17a; de .
Mit dieser Beziehung geht die obige Formel iiber in

k k
ka == ﬁxﬁfﬁ“zdt +fr"~‘,u¢+”f/; de.
0 0

Das zweite Integral der prospektiven Integralgleichung kann auf die
Form
n n

) asn o8Iy — [ 2] [ 110 002 4G, a0
Lzt : lp st ;

k

gebracht werden, die sich nach Anwendung partieller Integration noch
umgestalten 148t in

(,,M %*:) 8 f vk Qp dt + f Do it
. z+

. Fiihrt man nun diesen Ausdruck in die Losung ein, so bekommt man

n
Vo= o=k [t~k @, dt.
k
Hiernach ist das Deckungskapital alternativer Versicherungen gleich
dem diskontierten Wert der im Beharrungsfall fillig werdenden Ver-
sicherungssumme abziiglich der Summe der Barwerte der bis zum Ende
der Versicherungsdauer anzulegenden Sparprémien.

Driickt man die Sparpriimien durch die Differenz der Durchschnitts-
primien und der Risikoprimien aus, so entsteht die Formel
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n n
§Vy = von—k §HT F,ﬂfv‘—" dt + [v t=* T, dt,
£ 4

die sich ebenfalls leicht in Worte kleiden 1aft.

Da fiir Risikoversicherungen S,,I," = () zu setzen ist, kommt man
bei diesen Versicherungen zu dem Ausdruck -
n
ki}:c = —[pd—F ‘;Q.x dg.
- &
Nach diesem ist das Deckungskapital der reinen Risikoversicherungen
gleich dem negativen Barwert aller kiinftigen Sparprimien. Demnach
ist das Deckungskapital positiv; denn, da die Pramienreserven der
Risikoversicherungen gegen Null konvergieren, werden die Spar-
primien negativ, sodaB die Summe jhrer diskontierten Werte positiv
ist. Setzt man fir #@; d® den Wert, so wird diese Eigenschaft durch
eine einfache Berechnung bestétigt; denn es ergibt mit nicht der Bedin-
gung ,V,=o0

f n
ki}.‘t = ——-*j‘l)"_k (d 07,; —é ,9?,,- dl?) = —-fd (’Uo-k ,9.171;) = sz.
k k

Bemerkenswert ist wohl auch, da8 es sich in diesem Fall um eine pro-
spektive Integralgleichung von der Form

k
¢lz) = — f(2) + [K(£, =) p(&) d&

handelt, deren Losung
kim0
p(@) = — () — ( > KO, z)) He) ag
heiBt. =1
Dehnen wir auch hier die Betrachtung auf die reine Beharrungs-
- versicherung (Erlebensfallversicherung ohne Riickgewéhr) aus, so
liefert die gefundene Formel nach Anwendung der Gleichung fiir
1@, d¢ das leicht verstindliche Ergebnill

n n
sz = pn—Fk S” s sz,llfv‘-"‘ dt —fot—% Kzt sz dt.
k e

Es wiire noch darauf aufmerksam zu machen, daB die Reserveformeln,
in welche die Risikoprimien eingefithrt worden sind, durch Einsetzen
der Ausdriicke fiir die Risikoprimien (Costs of insurance).in die Integral-
gleichungen iibergehen, welche Dr. Bérger®) betrachtet hat. Die Losun-

3) Uber simultane Versicherungswerte. Versicherungswissenschaftliche

Mitteilungen des Deutschen Vereins fiir Versicherungswesen in der Tschecho-
slovakischen Republik 1930, VI. Heft.

8
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gen dieser Integralgleichungen sind aber, die iiblichen Formen der-
Primienreserve.

Sowohl die retrospektive als auch die prospektive Integralglei-
chung 1aBt sich auf einfachere Weise 16sen. Das einfachste Losungs-
verfahren ist jenes der Differentiation. Es wurde zuerst von Prof. Can-
tellit) angewendet. '

Differentiiert man beide Integralgleichungen nach k, so ergibt
sich die gemeinsame Differentialgleichung

dV - = - —
““‘(;_":,“:‘t: (ﬂz—H: + 6) Ve + 1Q: ~ Uz +k Vo= é Ve + iz,

die wir in der Form unserer Definitionsgleichung

d .V, = =
""‘370‘1“"‘61?1/3 = sz

schreiben konnen. Man braucht nur diese einfache Differentialgleichung
retrospektiv und prospektiv zu integrieren, um dieselben Ergebnisse
zu erhalten, welche die Losungen der Integralgleichungen liefern. Mit
Anwendung des Diskontierungsfaktors v* lafit sich die vorstehende
Differentialgleichung wmformen in
d (7 vk) = v¥ 3Q; dk.

Integriert man nun diese Gleichung zwischen 0 und %, so erhilt man
wegen oV, =0

k
Vo =[r—t Qs .
0

Integriert man diese Gleichung aber zwischen & und n, so erhilt man

wegen ,V, = S,I,” n

k?, == pn—Fk S,’,II~— vt~k téx dt.
‘4

L’dge limite. .
E. J. Gumbel, Université de Lyon. )
(A suivre.)

Puis on aura le plus grand dge dominant
- 6
&= — 4 V ¢
. 11
" %) Vergl. den Aufsatz von Prof. Dr. Insolera ,,Rente und Kapital-
ensammlung’ in den Blittern fiir Versiche -Mathematik und ver-

wandte Gebiete. Heft Nr. 7, 1.I1.1930; oder: Prof. Francesco Cantelli,

Genesi e Construzione delle Tavole di Mutuality, Roma 1914; oder: Prof.

g'ott. I%nazio Messina, Le Probabilitd parziali nella Matematica attuariale,
oma 1916 . ’
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