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nution de I'espérance de vie & cet dige, a une influence défavorable du
point de vue de la longévité. :

Malgré la s:mphczté des calculs analytiques et malgré I'approxi-
mation assez grossiére utilisée, I'accord entre la théorie et Pexpérience
montré par les tables Américaines est satisfaisant. Il faudra bien di-
stinguer notre théorie générale de ’dge limite et I'application que nous
en faisons en employant la formule de Lexis. .

Les observations faites sur le plus grand 4ge en Suisse pendant
55 années montrent que la distribution de ces valeurs est bien celle
qu'il fallait attendre. Cette comparaison ne nécessite aucun choix d’une
formule biométrique. La théorie est encore verifiée par les valeurs
extrémes de ces distributions. Cet accord est possible parce que ces
cas apparément individuels reposent sur de nombreuses observations.
En ce sens et aussi du point de vue analytique nos raisonnenments sont
paralléles aux recherches de Bortkiewicz qui ont abouti & la loi des éve-
nements rares.

En somme la théorie qui semble paradoxale suivant laquelle il n’y
a pas d’age limite fixe est en accord avec les observations. Et ainsi sont
contredit tous les arguments qui reposent sur I'existence d’un tel dge.

Remarques sur l'ajustement analytique des tables

de mortalité.
Par Ji#i Seitz (Prague).

Soit une table de mortalité ajustée selon une loi analytique ou
figurent un certain nombre de paramétres. Nous envisageons le cas ol
les valeurs attribuées & ces parametres viennent a étre modifiées et nous
nous proposons d’étudier les variations qui en découlent pour les princi-
pales fonctions actuarielles. La recherche des solutions des problémes
qui se trouvent ainsi posés est d’autant plus importante qu’a I’heure
actuelle on constate une évolution trés rapide du phénoméne de mor-
talité.

Dans le cas de 1a loi de Makeham, cette question a été traitée par
Friedli, dans la deuxitme partie d’un article ,,Reserve und Renten-
barwert als analytische Funktionen® qui a paru dans les ,,Mitteilungen
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, No 13,
1918. Friedli arrive & ses résultats, en faisant appel & la théorie des
fonctions I" incomplétes. Nous allons démontrer qu’une partie des rela--
tions établies dans son article sont des cas particuliers des relations
générales valables pour toutes les lois de Quiquet.

Soient u, le taux instantané de mort&hté d le taux mstantane

d’intérét et
n(e) = py + 4.
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Pour la loi de mortalité de Quiquet du n-iéme ordre, nous pouvons
- considérer n(x) comme solution de P’équation differentielle linéaire et
homogene, & coefficients constants

@ ey @+ A e y™(@) + () = 0. m
Ecrivons I'équation caractéristique de équation (1) sous la forme
L T A 2 e N m"+1 =
= ah(z—r)h(x—r)h. .. (x— r)fi=0,
t+bh+.. .+ h=n+1
Les racines 7y, 7y, . . ., 7; sont différentes de zéro. Le plus souvent §
est indépendant de x, et I’équation caractéristique posséde au moins
une racine nulle, et par suite ¢, = 0. Toutefois si d est également une

fonction de x rien n’est changé dans ce qui suit: il suffit de rappeler
que cette fonction doit étre telle que i -+ d soit solution de ’équation (1).

La solution la plus générale de I'équation (1) peut étre écrite de
la maniére suivante:

Ay A—1 4—1
= Jdrat+ D apnatent 4 ...+ D ajirateri®.
8=0 8=0 8=0
En posant
Fo—1
2 a;" a* = ny(x)
§=0
I—1
> aweuz-m( ) (k=1,2,...,1),
‘ 8=0
nous arrivons a
i
n(x) = Zwm @)

oti les a;* sont des constantes quelconques au nombre total de (n - 1) et
les aj sont les constantes qui correspondent & la racine nulle.

La valeur actuelle de la rente temporaire dont le montant est défini
par une fonction @(z -+ t) de telle sorte qu'un versement g(x - t) 4¢
soit effectué dans tout interval de temps t,t -+ At, gobtient par la for-
mule

t :
m — f n(z+1)dr
Gzmilg) =[ e Pz + ) dt;
]

tlen dérivant cette équation par rapport & ay’ nous obtenons {8 ==0,1,
wA—1)
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t

M;r? " -—fq(z+r)dr Py ¢
-——’a——a%@m-——fe 0 —é(—z?.’{{n(x—}— r)dt]qo(x—{-t)dtzz

°© o, ' (3»

m [ px+rydr t
“‘*‘“fe uf f(x—{— T drg(x -+ ) dt,

0 0

en vertu de

on(x)
da’s o

En dérivant par rapport & aif (k=1,2,.

’.; 8:'0’1!"'!-
Ar—1) nous avons

t

. o [a(z+r)dr ¢
Qdzmi(p) { K =
o )¢ aa:k[fn z + 7) dv |p(x + 1) dt =

0

0 (3')
t
m -fn(x-a‘-r)dt t
= — rkj e f(x + 7y FE) dpg(a -+ 1) dt,
o 0
en vertu de
oz

8

(k=1,2,...,%: 8

fl

o Ay)-

En dérivant par rapport 3 7; nous obtenons .

t
diiy . m__f,,(;r.m)dr P t
[ e e 0
0
0

t 3”
m-—fy;(:‘t-{—‘l’)dl’ '( )

t
Bt —1
::l-—fe 0 f[ > af (x4 1) 4 1, z ’v(x-}—r)‘“].
0

8=0 8=={)

L do gl + 1) dt, )
en vertu de

Z ar x® 4 r; z afzt+1] e

8=0 8=0

an(x) [‘*”'1 Lo, ]
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Nous nons proposons maintenant de rechercher des fonctions des
arguments z, ag¥, r;, soient AF(k=0,1,...,4; s§=0,1,..., dp—y)
et Rp(k==1,2,...1), qui satisfont identiquement & I’équation en :

i 1 2 i 3
kZO g;o At [f nx + 1) dr] ——kgozek-é-r—-

(4)
.Dﬂx+ﬂdq=umx+ry
0

Si cette relation est vérifiée nous pouvons déduire des relations
(2) et (3)

i Ap—1 .= i -
|(¢) 6azm|(¢’)
ap @) 5 p Hemllp)
kzo ezo * Oalk Lzl o
t
m —fq(z-{-r)dr

5&0 tn(z + ) plx+t)dt=
t ’ t
fq(z—l—t)dr = m-— n(t+1)dr
z[“e" ty (@ +1 ] +fe? wetatora

ou [t p(z + t)j’ représente une dérivée par rapport a ¢.
Cela nous améne a

i Z A’k aaxml(¢)+ Z 3a:cm|(<P)

T
=% Bk

S (5)
=—=pmp(e +.m) + & ([t g(@ + OT).

Nous allons voir maintenant que la relation (4) peut étre satisfaite.

Nous choisirons pour A* et Ry les expressions ci-dessous et nous allons
démontrer qu’elles satisfont identiquement en ¢ la relation (4). Ces
expressions sont les suivantes:

Ah:—@@+n+@h@+nx@=mL“”%~nl

AR = —a}s —nz) + afals + Dz
(k=1,2,...,5 8=0,1,..., A—1) [
Bi = —m. '

(6)

A Nous portons ces expressions dans le premier membre de I'équa-
tion (4). La partie qui correspond & la racine nulle, i. e. les termes pour
lesquels k& = 0, donne
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_ Z Ay -——-[jr/(x r)dr]=

=0 °

¢
= S e+ D — s + D 2lf(e+ 1) dr =
a

=0
Ag—1 ¢

= 2 o [lla+ 1) (2 + 1) —s2] (e + o dr =
LA 0 .

A.—-«l t

= f [z + 7 + stz + 1)—1] dr =

z.~—1 r d 0 Wt
— hgu o [ T((C + T — Béoasn t(x + t)‘ o “70(1" + t)'
d’olt .
2e—1
_ Zo Ay a7 [f)y(x + 1) dr] = t%(x + ). {7

Sikestégala 1,2,...,14, nous avons
31 2!
— Z 6a"l: [fn(x—{—z)dr] R;,g;[fn(m+r)dr]=
Ak~1

== TE z [agk (8 — Tk x) ‘-—(13+1 (8 + l) w]f(x + t)a eTulz+1) dr +

1b~1 41
+ 7 f[ Z ak (x + T) erile+n 4y z e + T)s+1 erk(x+r)] dr =
0
=n 2 dk Jite—re ) (2 + o — sz (@ + 101 + (& + 1) +
8= [}

-+ (e + TPt et dr =
A, ~1
)

=1 z a; f[(x + )7 ez tn) + T8(x 4 Tp—lentetn
’ + (2 + P enrildr =
—n 2 k jd[t(x-f— ey

g0 dT

i—1
— 2 ak t(x + ) T = Ly + 1),
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d’otr
¢

p—1 ! P
14
— 2 A [ 5[ nx + 1) dt] R“‘ér:[ of 7@ + 1) df] =l

=tm{e4+8): k=12,...,1

s

Si nous ajoutons membre & membre P'équation (7) et toutes les
équations de la forme (8) et si nous nous rapportons & 'équation (2)
nous obtenons

¢ A1 3 t
- kZo szoA:ba Tk [f’?(w + 1) df] Z By ——[fn(x + 1) d-g]

an(w+t)“tn(x+t)

Le systéme des expressions (6) vérifie donc la relation (4) 1dents1-
quement en {.

11 est nécessaire de prouver, pour étre compleét, que si I’équation (4)
est satisfaite par un systéme des expressions Ai* et By celui-ci ne peut
étre que le systéme (6).

Supposons qu’en dehors du systéme A et Ry il y ait un autre

systéme d’expressions Bi¥ et T; tel que soit satisfaite identiquement
en ¢ la relation

¢ M1 i 5 t
— Bk ]—— T~—-—[ n(x tdr]:
kgo szo ’ kgl * o (,[/( +)
=t.n(x+f).
Si de cette équation nous retranchons l’équation (4), nous arrivons &

¢ A1

2 2 (Al — [ Jute + 1) dr]+

i 9
+ 2 (B — 1) ‘aTka i -+ 1) dr] =0,

En dérivant cette identité (I + 1) fois par rapport a ¢ et en faisant ¢ = 0
nous obtenous :

> Z (41— Bj¥) ~nﬂ><x) + Z (Be — T1) 5 70(a) = 0.

k=0 8=0

Pour 1=10,1,2,...,n - ¢ cette équation donne n + 7 4 1 équations

linéaires homogenes ol figurent (n - ¢ - 1) inconnues (47 — BF) et
(B — Th).
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Le déterminant de ces équations est le déterminant de Wronski .
des fonctions suivantes:
a .
-a—a-—:—;n(x); (k=01,...,5,8=0,1,..,4—1)
et

2 .
—a—r;n(x), k=1,2,...,14);

ces fonctions ont — en omettant les facteurs constants — la forme
suivante: '

# g
1, = 2 ... a2
enT, xeh®, g2, |, ghl e,
et peti®, plerat, ., ghl er®,
¢ (a:, xe"'x, 226’ ® x"' le"'z

Py (z) en®, Py(z)en?, . . ., Pyz) e
ol P(x) est un polynome de dégré A.

Ces fonctions sont indépendantes et par conséquent leur déter-
minant de Wronski est différent de zéro pour toute valeur de z. Il
résulte de la théorie des équations linéaires que

Ak =B¥ (k=0,1,2,...,4;8=0,1,2, .., —1)
Rpz==T (k=1,2,...,1%).
L’équation (4) ne peut donc étre satisfaite que par le seul systéme (6)
d’expressions Ag* et Ry.

Nous allons maintenant indiquer quelques cas particuliers de la
relation (4).

1. Loi de Gompertz.
n=1,c¢=0rn=1y, A=1 g=—y.
L’équation (1) a la forme ‘ -
: —y (@) + 7'(z) = 0.
En outre

g =0, a" = B;
et 7(x) s’écrit

n(x) = 6 + Pyer.
Le systéme (6) conduit alors aux valeurs suivantes
,Afe=—20, AJr=Byx, By=—y; |
et Péquation (5) donne
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B gm(p) 96':7,.7(90) s Odgmilp)
oy TPr® aﬂ 0% =

= Gz [tz + 1)) ] ——F— m @(z + m).
2. Loi de Makeham
n=16=0n=y h=~4=1,¢=—y.
L’équation (1) a la forme

— 7% (@) + 7'(z) = 0.
ar=0uo+ 0=A4; a1 =f;

En outre

et n(x) s’écrit
n(z) = 4 + Byer.
Pour les expressions A3 et R, nous avons alors
Afo=—A, A = fyz, By =—v;
et I’équation (5) donne
— y Bamll®) 6a¢£)| ?)
= i (0 plo + O] — 5 m gl + m)

Oz m](p) A 0z m)(@) __

the—p — A%

(5")

Si nous écrivons la loi de Makeham sous la forme I(x) = ks%g®,

y=loge, B=—1logg, o« =—1logs, A.——:(x—}—é:log—:——}— d;
d’olt il suit
o _o 8 _ 8 8 _ 5 _ 2

o w g g T d T wm e T
Si nous appliquons ces formules & (5’), nous arrivons

—_ clogc—— —9 (log —-—) (log ¢) x — + 8 (log -+ 6)-—6— dz. (8")

Nous avons pris m = oo et ¢(z + t) = 1. La relation (5") figure dans
Particle de Friedli, cité plus haut.
3. Loi de Lazarus:
n=2 dh=A=2A=1r=1y9, r,=1, ¢g=0.
L’équation caractéristique (1) prend la forme suivante:

(@ —yy) (T —7p)) = 1@ + ca® + 2° = 0.
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En outre
=+ =4, an = ﬂl’ ag't = f,,
de sorte que 7{x) s’écrit
() = A + Byy1er® + Boygers.

Le systéme des expressions (6) est donné par

Afe=—A4, A = piyz, A = Biya, By = —p;, By=—,
et d’apres 'équation (5) nous arrivons a

_ ad:c?ﬂ(‘?) 3axm1(<}’) axml(‘P) aamml(‘P)
71 a,yl 72 ay + ﬂl 1 ﬁ + ﬂ2 2 8[3

6&2:7». -~ 4 D"’ L
— 4 22 A‘("’) = o [t gl + O 1——5 = mg(z + m).

4, Deuxiéme loi de Makeham:
n=2 =2, h=1rn=9 ¢g=c¢=0.
L’équation (1) a la forme
—y (%) 4 7"(z) = 0.

ar=oa+40=A; ar=f;; ar = fy;
et n(x) s'éerit

En outre

n(x) = 4 + iz + fyyer.
Pour Ai* et Ry nous trouvons done
Afe=—A 4 pix; A= —26;; A = Pyyx; R =7
et I’équation (5) nous donne

aazm a zm aa:cm
oy Baml@) g, Baml(®) _ gp Bemilp)

oy 6}3 aﬂl
— (A —p0) ZEO a5 (gl + 1~ 2 mge + m)

5. Considérons la loi de mortalité définie par
sz = o + (By + Byx) yers.

On a alors
ne==2; =1, 21“2 ry=y; =20, ¢, = y?, 0t =—2y,
et I'équation differentielle & laquelle satisfait n(x) s’écrit:
yiny'(2) — 2y n"(2) + 7"(2) = 0.
Les valeurs des a3t sont les suivantes:

ot =0a+ 0= 4A; afr =), a) =,
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et n(x) prend la forme
n(®) = 4 + (B, 1 Boz) yer©.

A et R; sont donc représentés par les expressions s

Afr=—A; A+ = Pyz + Bz, A\ = —f (1 —ya); By = —p.

Il ressort de l’équa.tion (5) la relation suivante

mﬁm a—z,-n‘ a rm
—y ] + (Bryz + o ”E”BM + (Boyz — By) 2 *ﬂ'—(ﬂ —
_A_ag‘%@_ 1 [l + 0 01— 252 m gz + m)

Nous allons maintenant considérer une fonction quelconque des

arguments x, af, 1. (k=0,1,...,4; §=0,1,..., 4 —1). Sur cette
fonction nous allons exécuter l’opération suivante

4—1 {
z 8rk

kgo .,Zo Ba"‘
et nous désignons le résultat par le symbole O(f). Nous supposons, en
outre, que la fonction f peut étre dérivée par rapport & a;* et ry.
11 est évident que le symbole O(f) vérifie les relations suivantes:

O(fy + f2) = O(fy) + O(fy),
flfz) = fz /1) + f1 O(fz),

0l = 5 00,
0(e) = ¢ O(f).

L’équa.tlon (5) peut étre écrite, aprés I'introduction de ce symbole,
de la maniére suivante

Daim
0@m(@) = de [ 9z + V] — = = mo(z +m).  (9)

Il ressort de la relation (4)

, |
—O(fn(x+ ) dr)= iz + 1)
Jre

d’ot nous tirons
m

, —-f')(z+'l)df |
o)) B

9*
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11 résulte de la maniére de laquelle nous avons obtenu les équations
(7) et (8), que

y d s T R | o7 1+
— O[y(z + 1)] = Z . w[f,(f’_,’f_f)] +5 S ek [v(= +(;~Z e ];

8=0 k=1 8=0

si nous y faisons t == 0, nous arrivons &

— Oln(2)] = n(=). : (1)
Nous allons encore considérer I'expression O[d@ ;mj(®)] ou la fonction
Gzmj(¢p) satisfait & I'équation différentielle

. D, m
@sm(®) = @ami(p) n(2) —p(2) + D" @z + m);

Nous faisons subir aux deux membres de cette équation I'opération O,
et en utilisant les relations (9), (10) et (11) nous obtenons

O ()] = [aml [£9(a + 0] — m gl + m) D2

~ d,;;.w)] W) +gte + mym S fm = | (1)

= A (L @' (% + t) n(x) + m p(x +m)

(/lz +m = Hhe),

qui donne pour @(xr+ ) =1 et m = oo:
O(a'y) = 0.

L’expression @, mj(t¢’(x + t)) satisfait & I’équation differentielle

@ emtg'(z + 1) = Aot @'(z + 1) n() + Hm mfP(x+ m) — Az mi(p’).
Nous tirons d,m|(¢ ¢'(z + t)) n(x) de (12) et nous arrivons a

d I m
0[“ mm}(fl))] = axm}(tfp (x+8) + + m @(x 4+ m) (Uz4m — M) —

D:v m
— = m<p<z+m)+am‘( )=

df.
= G| rat

En vertu de la relation (9) nous obtenons

] + axml(‘P )

d
O[sz](‘]’)] = d=z [0 axml ()] — "‘azm[(‘P) + azml(‘P ) (13)

qui peut encore s’écrire & P'aide de la relation
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d,. iAo e By ()
a;[O(aml(qo))]——g 2; @k (s + 1) + af .rk)T+
+ 0@ zm(@), +
de la manidre suivante:
00ym i Bt r Oy i
Benl®) 5S4+ 0+ ot L g m). ag)
8=0 =0 8

En reprenant le cas de la loi de Makeham, nous déduisons de la relation
ainsi obtenue une conséquence relative au deuxiéme cas particulier
considéré plus haut:

R Bz - ,
Lml®) _ agr @:{;’@ + Gami(y’) = Py ’gg“’” + dgml(@')-

- 8i nous faisons ¢ = 1, m == oo et si nous introduisons les constantes
8, g, ¢ nous trouvons

oa,
8, oz
o=
% g (log ?) logc

qui est une des relations figurant dans I’étude de Friedli.

Nous pouvons également écrire 1’équation (3’) sous la forme

- i A—1 (9%
0827 () i kT 0AGR 005 (P) "
T T2 2, o ey Tom@) (30

k=0 8=0
Si nous faisons @ =1 et si dans les expressions Aj* nous écrivons
(x - t) au lieu de x, nous arrivons, en vertu de I’équation (5), &
-1
"Z ATz + t) z+t m| i ZR a%+t Hom

k=0 §=0 (14)

= — Dx+m+z
= Qg +4t,m] —m—b—:’;“
T

i

En remarquant que A4;¥(x) est une fonction linéaire de z, nous pouvons

écrire 4
o4k
Az + 1) = AH) + t—«—g;}?l
et mettre ’équation (14) sous la forme
- - Dytt+m i Ht 0A3¥ aaz+t ml
0@z +t,m) = Gatt,m] — M —55—— Dre tkzo ’20 e 19

Si dans ’équation (13') nous remplagons x par (x + ¢) et si nous portons
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dans I'expression (15) nous arrivons & 'expression ainsi obtenue

Diyrom aaz-u m
Dz-H ox

Si nous y faisons de plus m == n — ¢, nous obtenous

O@zit;m) = Az ypm] —m
#

Dac+n . aa:c—{-t n——tt

Oy 4t0-0) = Gyt -] — (n —1) Doee oz (16)
x

Par lintermédiaire de cette équation, on peut établir une certaine

relation valable pour la réserve d’assurance mixte et d’assurance-décés.
Pour P'assurance mixte, on a

(1 — ¢¥a) Gai] = Gt (17)

Si nous effectuons sur les deux membres de cette équation, opération O, -
nous arrivons 3

— OV,) i + (L —V2) O(@zm)) = Ol@se.n=5)- (18)
En dérivant I'égquation

n—t
z+t4+T
az+¢n-q—f ; vt dt
:¢+

par rapport & f, nous arrivons A

aa—z+t,n:?| . Dz+n‘ sH-t n_*l

ot Dx+t ox

Nous portons cette expression dans (16) et puis dans (18) et nous
obtenons

- — .D,
— OWT i+ (o) (3 —n ) =

—d - 1Dy L adaﬂwt,n:-”«ﬂ
x+t,n—t| Dyt ot .

Par une légére modification nous déduisons de cette équation:

V. D D V
____0 V e zn x+n_n“ z+n t t
(t 1) axnl D:c aerl -Dx+t+
Pour n= o on a
. vy atVa:
—0(V.) = 1=,

qui représente la relation applicable dans le cas de I'assurance-décés.
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11 ressort de l’équation différentielle

00 m|(p)
ox

et de 'équation (13’) la relation suivante
G aAl aa(g)
k=0 =0 2 aa’:k

si 'on remarque que

= Gzi(p) (z + 0) — p(z) + 2 ”"‘ @lx + m)
¥

= Az,—;n“[(q’) + mEz gz -+ m) -+ de:t;ﬁ—}(¢): (19)

. L, D
Ami(@) = @(®) — 8 Azm)(p) — domi(@'), €t que B, = ”5"’-

Pour la loi de Makeham, i. e. pbur le deuxiéme cas particulier, il ressort
de Véquation (19) que

By a“ﬁ;';@)_: - xml( ) + mllsp(x 4+ m) + pa a"ml((p)’

si nous introduisons les constantes g et ¢ et si nous faisons p(z + ¢) =1
nous arrivons &

ddzm — A.z—ﬂ — (mE 4 Uz dzﬁﬂ)
dg g (log -—:;-) log ¢

qui est de nouveau une des relations citées dans I’étude de Friedli.

Désignons par le symbole O,(f) I'opération

Ay
¥t oAk of
2

k=0 8=0
De I'equation (13") il résulte

adz?rf a. /
LD — 0,@m(e) + asw(#)

et également

00z 4t =] - ’
Berin 0D . 0,3, 4=a(p) + as 407

En effectuant 'opération O; sur chacun des membres de I’équation (17)
nous obtenons

00z  Ohpyen—
— 0T @+ (1 — V) 5 = = =

] ) ody . 0G
Nous tirons les dérivées a;' et ”'5:' —1 des relations
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P = Glua+ ) — 1+ 5,
od e
Bt Tl Gyl + 8) — 1+ 2252,
T D;yt’

et nous arrivons &

01(:[7,) Aa] = 7
Dx +n D:t +n
- ' 1 1 D, Dy
=a —1] — — =t = = —_——
z+ta—t] | YU o Uz +t Tanl Gt in] e Ty rtn]
d’oll, aprés une légére modification, il résulte

1(t z) d:m] =

D a ey
[(l“zw“‘ﬂa:) az+¢,ﬂ“—ll—‘V + Dj:—: o 5:” xé‘:’;% tl]’

ce qui peut encore é&tre écrit de la manitre suivante:

0,7 = — (24t — Ha) Oz 410 -;c}fx-*- n—tBz +1[1 — 4 Pan]] 20)
Tn|
en posant
Nn:+t Nc+n

t|’Pxn| - W;jwz+n N
Pour n = oo I'équation (20) nous donne:

_ (Patt—pa) a:u-H“"tV
ay

Ol(tVz) =
Si nous y faisons
(Br+t — pa) Qg+t = }(9)

et si nous supposons de nouveau qu’il s’agit de la loi de Makeham,
nous arrivons i

8.V, __Hg)— Vs
By — R P
En introduisant les constantes g et ¢ nous aboutissont a:
Vs Hg)—iVe

b

% g(IOg —3—) (log c) G,

qui est, une fois de plus, une des relations établies dans I'étude de
Friedli. :
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