Aktuarské védy

Eugen Lukécs
Uber unsymmetrische Kapitalversicherutigen, die sich als

Linearkombination von einseitigen Uberlebenskapitalien
darstellen lassen

Aktudrské védy, Vol. 7 (1938), No. 1, 1-10

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/144680

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

— . This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital signature
V within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/144680
http://dml.cz

Uber unsymmetrische Kapltalverswherungen;.\ ie
sich als Linearkombination von einseitigen Uber-
lebenskapitalien darstellen lassen.

Von Dr. Eugen Lukdcs (Wien).

Bekanntlich kann man eine jede symmetrische Kapitalversicherung
fiir verbundene Leben als lineare Funktion von gewissen Grundwerten
darstellen. Als Grundwerte wiithlt man zumeist das System, das aus den
Ablebensversicherungen fiir die einzelnen Personen und aus den Todes-
fallversicherungen auf den ersten Tod fiir verbundene Leben besteht.
Die konstanten Koeffizienten dieser Darstellung kann man entweder
nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten berechnen oder sie
direkt den bekannten Z-Formeln entnehmen.1)

A. Berger hat untersucht?) ob diese Basis auch zur Darstellung
unsymmetrischer Versicherungswerte verwendbar ist und hat durch
seinen ,,Summensatz gewisse unsymmetrische Versicherungswerte
charakterisiert, die sich linear mit konstanten Koeffizienten gdurch
diese Grundwerte darstellen lassen.

In der vorliegenden Arbeit soll nun das Basissystem erweitert
werden und untersucht werden, welche Versicherungswerte lineare
Funktionen von einseitigen Uberlebenskapxtahen sind, wobei die -
Koeffizienten numerische Konstante sein sollen. SchlieBlich werden
aus dem allgemeinen Resultat Formeln hergeleitet, die Verallgemeine-
rungen der Z-Formel sind.

1

Die Gruppe der zu versichernden Personen bezeichnen wir mit
Xy, Xy, « . ., Tn. Wir zeichnen eine Person z; aus und bilden alle méglichen
Gruppen von je 1,2, 3,4, ..., n Personen denen x; angehdrt. Es mégen

die b;k,_,{ irgendwelche numerische Koeffizienten sein, die in den

1) Institute of actuaries text book II, Kapitel VII.

) A, Berger: Zur Theorie der Berechnung von Versncherungswerten
fiir mehrere verbundene Leben. Blatter fiir Versicherungsmathematik,
Band 2, Seite 371 if.
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unteren Indizes symmetrisch sein sollen. Wir bilden dann den folgenden
Ausdruck ‘
At = b A‘z‘ + zbi z‘z zbﬂs z‘z,zk +...4 0 ]k; An )A-':’i’;‘”kzl...(nl))'
(
Die Summe im zweiten Term ist iiber alle méglichen Gruppen von
je zwei Personen zu nehmen, die im dritten Term iiber alle Gruppen
von je drei Personen; allgemein ist die Summe im k-ten Term von (1)
[k=2,3,4,... (n—1)] zu nehmen iiber alle Gruppen von je & Per-
sonen denen z; angehort. Der allgemeinste durch einseitige Uberlebens-
versicherungen darstellbare Versicherungswert ist dann

A=3a8 @)

i=1

Wir wollen diesen Versicherungswert betrachten und . untersuchen
unter welchen Bedingungen und in welcher Hohe Auszahlungen geleistet
werden. Zu diesem Zwecke setzen wir voraus, daB die Todesfille in
einer bestimmten Reihenfolge i,,1,, ..., 1, stattfinden, das heiBit daB
die Person i, als j-te stirbt, (j = 1,2, ..., n). Wir wollen nun sehen
welche Kapitalien in diesem Falle ausbezahlt werden.

Es werden dann folgende Betriige ausgezahlt:

Beim n-ten Tod bin
Beim (n — 1)-ten Tod bfn—1 4 b::"l _ )
Beim (n — 2)-ten Tod bén—z + (b‘n~2 + b‘n—-z) + b‘»~2 @)
Beim (n — 3)-ten Tod bén—s - (b"‘—3 + b‘"~3 + b‘ﬂ“a) +
l —38 ‘n-—s in—3 ‘u—-—-3
+ ( ': 2 in— 1+b Z‘n b” l‘n)+ in—gin—1ip
er be zexchnen = A AL ALELAAALAREIAS
n
; g
I Ch...c,=b Ch. .4, =,.%1b*5
emein mi
= S
*1‘:+1 zb-’: @

Summiere tiber alle Kombmatxonen (sl. .+ 8) aus (i741...1%,)!
Bei Beniitzung dieser abgekiirzten Schreibweise erhalten wir fiir die
Betriige, die ausgezahlt werden ,
beim n-ten Todesfall den Ausdruck: e,
beim (n — 1)-ten Todesfall den Ausdruck: G} _ ¢, + C%_ ¢,
beim (n — 2)-ten Todesfall den Ausdruck:
Cttnrin T O st 1tat O atu 1ty

-----------------------------------------------------------
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Aligemein erhalten wir fiir den Betrag der beim [-ten Todesfall ausge-
zahlt wird, wenn a;, als erster z;, als zweiter . . . i, als n-ter stirbt, den

Ausdruck :
Shiyig=Ch i+ Ch o+ .+ CITe (5)

Die Koeffizienten b,‘-k,_,, sind in den unteren Indizes symmetrisch,
daher ist Céziz-n---‘n symmetrisch in den Indizes %;44,...,%,, das
sind alle unteren Indizes mit Ausnahme des ersten. Daher ist auch
Sil,...i,' in den Indizes ¢j,,...%, symmetrisch, S,-lt__,‘-n hingt also
nicht von der Reihenfolge der Indizes 74, . ..7, ab sondern nur von
deren Gesamtheit. Die Summe Sg,-..i,. hingt also davon ab, welche
Personen z;, tiberleben, nicht aber von der Reihenfolge in der spiter
diese Personen sterben werden. Die Indizes ¢, ... #_; kommen im Aus
druck auf der rechten Seite von (5) gar nicht vor. Die Summe Sﬁlm%,
die bezahlt wird, wenn i, als I-ter stirbt, hingt wohl noch davon
ab, welche Personen vor , sterben, von der Reihenfolge der Vor-
todesfille hiingt diese Summe jedoch nicht ab. Wir werden daher statt
wa,;” auch Sél_“,fn oder y,,,.¢S* schreiben.

Um die Darstellung eines derartigen allgemeinen Versicherungs-
wertes. als. Summe von einseitigen Uberlebenskapitalien zu erhalten,

wollen wir noch die Koeffizienten b aus den Summen § berechnen. Wie
frither bedeutet S, {‘,_,k die Summe, die ausbezahlt wird, wenn

als (n — k)-ter stirbt und ihn nur die Personen #,,, . . ., Zy, der urspriing-
lichen Gruppe y,. .., 2, liberleben. So gilt die Gleichung

) .
S;‘;k .8 =£200;0,. % 72 (6)
wobei - ]
Clase.oap = 2ty (1)

Summiere iiber alle Kombinationen (4 ...%) aus (s...8)!
Wir bilden nun die Summe

ng....ak == zSzntT‘c‘
Summiere iiber alle Kombinationen (t...6) aus (s ...8).

‘Wir withlen nun irgendwelche j Zahlen r,, 75, .. ., 7yaus den 8, 8,, ..., 8
aus und betrachten den XKoeffizienten b£ e Dieser Koeffizient

1ae s
kommt einmal vor .in C{.l,,,,k, daher auch einmal in 87, 'f,,k. Wir
vorkommt, Um

1%

.wollen nun untersuchen, wie oft 'b:l..-r; in 6:,,“_.,:



.

61‘:, . zu Dbilden, sind aus (8,4, ..., &) alle Kombinationen
(tl, tg, by, . . . 1g) i-ter Kla-sse zu bilden und Z;S’",l 4 Zu berechnen.
b,‘ r; kommt daher in &i,,.. .5, ebenso oft vor, als es Kombinationen
"-tel' KI&SSO (s tg, . - s 8;) Baus (8,8, ...,8) gibt in denen alle Zahlen

(rys 73 . . ., 7;) vorkommen. Das heiBt fiir { < j kommt bi._“,, in
‘5:*‘---% nicht vor; fir ¢ > j kommt bﬁl_“,’. in 6:1,...% (k“ﬂ)
r—1]

mal vor. Wir bilden nun die Summe
B=Gly...p— Clnipt+ Slotp— -+ (= DSy
Fiir § < k kommt bf.l“ yin B daher d-mal vor, wobei
=)= 2510 ( S =+ () -
= (1 — 1) =
Es kommt mithin b}, ., in B fir j<k nicht vor, fiir j=F% ist

bi,. = bﬁl, . .4y dieser Koeffizient kommt in 6;",‘. = S”,x .1, genau
einmal, und zwar im Summanden C,k,,l .= b; s,...s; Vor.Daher ist
! .
bs,. L7 ““z "“1 ‘613‘ (g)
=0

Im Vorhergehenden haben wir eine Eigenschaft der Versicherungs-
summen gezeigt, die notwendig bestehen muB, wenn ein Versicherungs-
wert sich als Linearkombination einseitiger Uberlebenskaplta,hen dar-
stellen 1aBt. Wir wollen nun noch zeigen, dafl diese Eigenschaft die er-
wihnten Versxcherungswerte vollkommen charakterisiert.

Es sei S” 1t,.. ‘k—~¢ die Summe die bezahlt wird, wenn die Person
2; als (n—k - t)-te stirbt und von den Personen =z, 2y, . .., zy,_,

tiberlebt wird. Wir wollen nun voraussetzen, daB Sy, . 'ff,;__‘ unab-
hingig ist von der Reihenfolge der Zahlen ¢, . . . tg_

Bilden wir nun
ekt grkt
Cintooy =280 e (9)
Summiere iiber alle {¢,. .., tk_.g) aus (8,8 ..., %!
und - :
bl ‘ 2 1 tel——t 9!
CYn gy = ¢ 0(—‘ ) (XN ( )
dannist b,, ., ., Symmetrisch in s, 83 « + s Sk Es sei nun wie in Formel (1)

.__— ‘ R I' K 1 - . 1
Ai=b A’v‘i + zbi xgzj+ et b;kl..‘(n) Aziz,-xkb:i..:(n)-



Wir bilden nun 4 = ZA‘ dies ist ein durch einseitige Uberlebens-

versicherungen da.rstellbalrer Versicherungswert. Daher sind die Versi-
cherungssummen me--- sn—p die bezahlt werden wenn z,, als l-ter
stirbt und ihn die Personen z,,,, ..., Ty, iiberleben, mit Hilfe
der Formeln (4) und (5) zu berechnen. Es ist also

0 1 2 —
T:,sx...a,‘__l = Oa,s,...a”_, + Cs,s‘.‘.sn__l + Ca.a....m__l + s + C?.tl I
Cha..otyy = 2500t (10))

Summiere iiber alle (¢, %, ..., %) aus (s, . .., 8p—1)!

Beachten wir Gleichung (9’) so erhalten wir hieraus

j

Cha = Z (— D2y (10)

t=
Summiere iiber alle (¢, ..., ) aus (8, 8, . . ., 8—1)-
Dabei bedeutet
Sttty = 280l Ty
Summiere iiber alle (7, ..., 75—) aus (4, ..., ).
In der Formel (10) kommen daher folgende Doppelsummen vor:

7’ - 2630 ts.. t] wobei 630 t.. ZS:-':,+:?,_.¢ ist. (11)

Um diese Summe zu bilden, muB man zunachst aus den n —! Werten
(84, 835 - - «» 8y—;) auf alle mogliche Arten j Werte (4, . . ., ;) auswéhlen.
Aus jeder so erhaltenen Gruppe von j Werten sind alle moglichen
Kombinationen (j — t)-ter Klasse zu bilden. Zu jeder so erhaltenen
Indizesgruppe (n, ..., 7j—) gibt es ‘eine GroBe Sj‘,’,‘l’:ff,j__t, die Sum-
me (11) ist die Summe aller so erhaltenen Werte. Wir sehen also,
daB die Summe (11) nur aus Werten S;‘;:H",J_t besteht und jeden

solchen Wert mindestens einmal enthilt. Um die Doppelsumme (11)

M . —f4-£ . 0
als einfache Summe von Groflen S’,‘.,l’f,,i_t schreiben zu konnen,

miissen wir untersuchen, wie oft ein jeder dieser Werte in (11) vorkommt.
Aus der Bildung der Summe (11) folgt, daB fiir bestimmte Indizes

(Rys -« .5 hj—y) die GroBe S‘“—“' in (11) ebenso oft vorkommt als es
Kombinationen j-ter Klasse aus n —1 Elementen gibt, die j — ¢ feste
Werte enthalten, das heiBt ein jeder Wert 8077, kommt in (11)

(n——— l T i+ t) mal vor,

1—t



Also ist .
4
n --l——- t
Cz.u...o.,,__; 2120 (— 1)‘2( i+ )S:_??H (12)
Summiere iiber alle (r,... riy) aus (s,...,8,).

. —t —jtt
Nun ist 6:.31...:,._.; = ES;'.',’.T.,,__N,

Summiere tiber alle (r;, 7y, .. ., 7—y) aus (8,8, ..., 84—3)
" also kann man die Gleichung (12) auch schreiben

i n-l——7 -+t
Chanapy= 22— 1 e

Wenn wir dies in (10') einsetzen, erhalten wir

& by
a.s, NP L Z z (““1 ( t 7+ )62,::...:,,__4- (13)

)=0te=0
Eine ganz emfa.che Umordnung der Glieder dieser Summe zeigt, daB

PR S

n«—l—-‘v . Y B
Nun ist fir v<n-—I z (—-—-1)‘( ¢ )=0, fiir v = n—1 ist
=0

diese Summe 1, Daher ist wie behauptet Ti,.‘ gy = 6,,,‘ — =

= Sis,...s,_; Wir sehen also
I. Wenn ein unsymmetrischer Versicherungswert swh
als Lmea.rkombmatxon
" :
A= D48 )
i=1
wobei

A‘ == b‘,‘{x; + b;.A;;zj + zbgk‘i:}:i!&jﬁ% + e + b;kl...(n)ﬁéimfzk-..(ﬂ) (1)

von einseitigen Uberlebenskapitalien darstellen 1iB8t, so
hingen die Versicherungssummen, die beim Tod einer be-
stimmten Person ausbezahlt werden, nur davon ab als wie-
vielte die betreffende Person stirbt und welche Personen
sie iberlebt. Von der Reihenfolge des Ablebens der Vor-
sterbenden ist diese Versicherungssumme unabhiéngig. Die
Darstellungskoeifizienten lassen sich aus den Versmherungs-
summen mittels der Gleichungen

=0
ist, bestimmen.

—-Z(—- 1) &l WObel Bl = 28ty (8)
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Die Summation ist hier zu erstrecken iber alle-(t;, ... &)
aus (3,8, ..., 8).

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung, das heiBit

II. Hangen bei einer Versicherungskombination die Be-
trige, die beim Tod einer bestimmten Person ausbezahlt
werden, nur davon ab als wievielte diese Person stirbt und
welche Personen sie iiberlebt, sind also insbesondere auch
unabhingig von der Reihenfolge des Ablebens der Vorster-
benden, so ist der betreffende Versicherungswert als Linear-
kombination von einseitigen Uberlebenskapitalien dar-
stellbar.

II.

Aus dem soeben abgeleiteten Satz soll nun zunéchst der Berger’sche
Summensatz, ferner noch einige spezielle Formeln hergeleitet werden.,

Der Summensatz besagt:

Ein symmetrischer Versicherungswert ist dann und nur dann
durch die symmetrischen Grundwerte darstellbar, wenn die Summe
aller Todesfa,llzahlungen, die fiir die Gruppe der jeweils am Leben
befindlichen Personen in Zukunft fillig werden, unabhingig ist von
der Reihenfolge des Ablebens dieser Personen.

Wir bilden nun diese Summe Qi;...i,, der in Zukunft fillig wer-
denden Todesfallzahlungen. Es ist »
by =8 i+ STt S

n

oy

oder wegen (5)

n—1

Qﬁl.,.‘n= tle.;.“;n+{le’ TG R Zcm—l—-l C? —

Wenn wir hier fiir die ¢ den Ausdruck aus Formel (4) einsetzen erhalten
wir '

Thop= G+ 68 8
+b} ..+ b‘l B )L 4 b

U2 q4+2 Ul

+ 0 U1

- Dieser Ausdruck ist im allgemeinen in den Indizes nicht symme-
tmsch Wenn aber der betrachtete Versicherungswert nicht nur durch
die einseitgen Uberlebenskapitalien, sondern schon durch die symme-
- trischen Grundwerte A, ..., 4z, s, . .- J,n__l,,”, R 2 (n)

darstellbar ist, so sind die Koeffizienten b in allen Indizes symmetrisch.
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Daher bleibt auch Qﬁl 0 ungeéndert bei Vertauschung der Reihen-
folge der 4; . . . i,. Damit ist die erste Hiilfte des Summensatzes bewiesen.

Es ist nun noch zu zeigen, daB aus der Symmetrie von Qﬁlm 0
die Darstellbarkeit durch die symmetrischen Grundwerte folgt.

Nun ist Qi,...i”:: f.o i T Si,H coo+ 87 also ist
8ty = C-SQ...{,,"' i;:l.“in (14)
fir I >n und
8=, (14a)

Aus der Symmetrie der GréBen € sehen wir, daB die Grofien Siz ;
iy

symmetrisch sind in den Indizes 14, . . . i, das heiBlt, daB der betrach-
tete Versicherungswert (wegen Satz I) durch einseitige Uberlebens-
versicherungen darstellbar ist. Die Darstellungskoeffizienten sind nach

Formel (8) zu berechnen, also bi.. o Z(—— 1)y 6"_’ .- Dabei
bedeutet fiir ¢ < k:

Gint. =2 S =2, e
Die Summation ist hier und in den folgenden Formeln zu nehmen iiber
alle (74, 75, . . ., Te—t) BUS (84, 8y, - . ., 8k).
Fiir ¢ = k wird entsprechend Formel (14a) &y,,...., = S/

Wenn wir dies beachten, so wird

k—1
—k —
B Z{Z — Dl — 2 "t,:i:} (15)
Wenn wir in der ersten Summe des Klammerausdrucks den Summa-
tionsindex #ndern und so beide Summen zusammenfassen, erhalten wir
—1
b= S{T 3 R+ e )
Vertauschen wir hier die Reihenfolge der Summationen so wird hieraus
| ! . k 2 ¢
bty 0y = @‘7-"":“,20 (— D H,, . (17)
Dabei bedeutet
Hi,,.. =2 AN+ 2SR

Zu summieren ist im ersten Summanden iber alle (ry,. .., r—¢—y) im

zweiten iiber alle (r,, ..., rz—y) aus (s, ..., 8).



Ausfiihrlicher geschrieben ist

t n—k+t-+1 n—k+t+1
H 8., .8, = C‘(:“x”l' B | + z Q“x"l Tpet—1 + (17&)
—k+t+1 n-k+z+1
SR A A Y

In dieser Formel ist die erste Summe zu nehmen iiber alle (r,, . . ., rp_s—)
die zweite und die dritte iiber alle (r, 7, ..., 7s—¢—1) die vierte iiber
alle (ry, 7y . . ., Th—t) BUS (8, 85, . . ., 9.

Formel (17) und (17a) zeigen, dafl wegen der Symmetrie der Gré-
Ben § auch & = bf‘,,_,,,k ist, aus der frither gezeigten Symme-
trie der b,l,‘,,”_,k in den unteren Indizes folgt aber, dafidie Koef-

fizienten b in allen Indizes symmetrisch sind, der betrachtete Versi-
cherungswert also durch die symmetrischen Grundwerte darstellbar ist.
Damit ist auch die zweite Hilfte des Summensatzes gezeigt.

188 . 8

Es sollen nun noch einige Formeln abgeleitet werden die aus Satz I
und II folgen.

Wir betrachten eine Versicherung bei der das Kapital 1 gezahlt
wird, wenn eine bestimmte Person z; der Gruppe x;, %, ..., ¥, als
I-te stirbt und vor ihr x,, x,,..., #;}—; bereits in beliebiger Reihen-
folge gestorben sind. Diesen Versicherungswert . bezeichnen wir
mit sz oz 1=t”z~--1=n' Um ihn zu berechnen miissen wir in (8)

—1
Sl 141, _21 setzen alle a,nderen 8 verschwinden. Einfache Uberle-

gungen lehren uns dann, daB 61 I+1...n,8...0 = 1 ist, withrend fiir
j=n—1loderfiir' h =1 G,H,l = 0 ist. Ebenso ist auch 6?7,4 ;=0

wenn unter den Indizes s,, 82, ... 8 die Zahlen I+ 1,714 2,.
nicht alle vorkommen. Wenn wir dies beachten, folgt aus Glelchung (8)

b,+1,,__,,, 6... = (— 1)¥ fiir beliebige Indizes ¢;,8,, ..., 8, wihrend
alle anderen Koeffizienten verschwinden.

Bezeichnen wirmit 77 ;11., ., = ZA %. ..z, allgemein mit
i
g1, n= ZA P

Summiere iiber alle (s, 8,,..., 8) aus (xl, Zgy o+ or Ep—)!
so wird

I—1
Airoqpyamgnay= 2 (— 1 Zhts1, e (18)
——— i=0
L2,...0—1
Fiir 1==2 ist dies die bekannte Formel: 4 ,,li,, zy = A ;,,. —A,; Z,24..
1

‘Wir wihlen nun vonden (n — 1) Indizes z;, #,, . - ©» Z1—1, U415 -+ o5 Tn
auf alle moglichen Arten !—1 Indizes 2, Ziy ..., Z;_, 8us und
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bilden nach Formel (18) die Ausdriicke
!
Ax‘uzi',. » 'z“l-—l’ xlziH_l. . -”1'”
e e
1,2,.0.0—1
Summieren wir alle so erhaltenen Gleichungen, so erhalten wir wegen

zzi‘:lﬂ...n: (n_'f‘l“ ‘) - +i

-1 .
fn—14 8\ .
A 4 (R E (19)
fom
Bilden wir alle Gleichungen, die wir erhalten, wenn wir der Reihe nach
%y, %y, . . ., X, mit 2; vertauschen und addieren wir diese Gleichungen,

so erhalten wir
1—1

Ar z (— 1y (n —-—5-{- i)Zn-l+i+1 . (20)

z....z,, i=0

”
Dabei bezeichnen wir mit 2'*'= ZZ%. Die Formel (20) ist die be-

k=1
kannte Z-Formel.

Les centenaires.
par E. J. Gumbel, Université de Lyon.

Les observations portant sur les dges élevés sont nécessairement
rares, donc insuffisantes pour les calculs compliqués que demande la
construction des tables de mortalité. Voila pourquoi les propriétés
asymptotiques des fonctions biométriques sont encore objets de contro-
verses. On prétend méme assez souvent que ces observations sont tout
3 fait irrégulidres. Le but de cet article est de prouver qu’au contraire
elles suivent bien les régles du calcul des probabilités pourvu qu’on prenne
une série d’'années suffisamment longue.

Considérons les centenaires, c’est-a-dire les personnes décédése
aprés avoir atteint 100 ans. Le tableau I contient, pour la Suisse et pour
chaque année de 1879 & 1930, le nombre = des centenaires. Ces valeurs
ont été mises & ma disposition par le Bureau Fédéral de Statistique.l)

3) Eine Formel fiir die Sterbenswahrscheinlichkeiten, die der Glei-
chung (19) entspricht, findet man bei Vajda: Uber Wahrscheinlichkeiten
in der Theorie der Versicherung verbundener Leben. (Assekuranz Jahrbuch,
Bd. 54, Seite 43.)

1} Je profite de cette occasion pour le remercier.
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