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Rovnomeérny sikmy vrh

Martin Swaczyna, Petr Volng, Ostrava

Abstrakt. V clanku analyzujeme zajimavou teoretickou modifikaci klasického sikmého vrhu,
tzv. rovnomérny sikmy vrh. Problém fesime jako pocatec¢ni tlohu pro vazany mechanicky
systém vznikly z mechanického systému c¢astice v homogennim tihovém poli podrobené do-
datecné podmince — vazbé, kterd predstavuje podminku na konstantnost velikosti okamzité
rychlosti ¢astice. Z hlediska klasifikace vazeb se jednd o neholonomni skleronomni vazbu neli-
nearni v komponentach rychlosti. Predkladame iplné analytické feseni rovnomérného sikmého
vrhu a odvozujeme explicitni vztahy pro kinematické parametry tohoto pohybu. Nabizime
srovnani trajektorie rovnomérného sikmého vrhu s klasickym vrhem pri stejnych pocatec-
nich podminkach. Déle pojedndme také o dynamice rovnomérného sikmého vrhu zalozené na
existenci vazebné sily, ktera zajistuje splnéni vazebné podminky. Na zavér vysetfime pohyb
z hlediska energetické bilance. Kompletni analyza rovnomérného sikmého vrhu véetné nale-
zeni mnoziny vsech noetherovskych symetrii tohoto neholonomné vazaného systému a jeho
odpovidajicich zakontu zachovani byla publikovdna v [10].

1. Uvod

Sikmy vrh télesa v homogennim tihovém poli je vdéénym piikladem ve stfedogkol-
ské fyzice i ve vysokoskolskych kurzech mechaniky. Diky tomu, Ze je velmi nazorny
a studenttim blizky ze zivota, da se na ném pékné demonstrovat kinematika hmot-
ného bodu a provadét rozbor zakona zachovani mechanické energie. Na vysokoskolské
urovni je pak jednoduchou ukézkou feseni Newtonovy pohybové rovnice s poc¢ateénimi
podminkami a hod{ se proto zaradit i jako vhodna motivace do aplikaci diferencidlnich
rovnic.

7 mechaniky je znamo, ze pohyby hmotného bodu délime podle tvaru trajektorie
na pohyby primocaré a krivocaré a podle rychlosti na pohyby rovnomérné a nerovno-
mérné. U rovnomeérnych pohybi zistava velikost vektoru okamzité rychlosti v pribéhu
celého pohybu konstantni, |v| = konst., u nerovnomérnych pohybti se velikost vektoru
okamzité rychlosti v pribéhu pohybu méni. Je zfejmé, ze klasicky Sikmy vrh neni
pohybem rovnomérnym. K tomu, aby se klasicky Sikmy vrh stal pohybem rovnomér-
nym, musime jej uvazovat jako vazany mechanicky systém podrobeny jisté dodateéné
podmince — vazbé, ktera nam pozadovany charakter pohybu zajisti.

V tomto ¢lanku se budeme vénovat korekei klasického sikmého vrhu na rovnomeérny.
Problém budeme fesit jako tlohu pro vazany mechanicky systém vznikly z mechanic-
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kého systému jedné ¢astice (hmotného bodu) v homogennim tithovém poli podrobeném
jedné dodatecné podmince na konstantnost velikosti okamzité rychlosti

[v] = V&> +§? = vo, (1)

tzv. izotachytonni vazbé. Nézev vznikl spojenim slov izo (iso) = stejny a feckého
TaxOTnTa =rychlost. Podminka (1) pfedstavuje jednu neholonomni skleronomni (na
¢ase explicitné nezévislou) vazbu nelinedrni v komponentéch rychlosti.

K problému pristupujeme jako ke standardnim poc¢atecnim tlohdm z mechaniky,
kdy je zaddna podateéni poloha (misto vrhu) a poéatecéni rychlost hmotného bodu. Bez
ijmy na obecnosti budeme predpokladat, ze rovnomérny Sikmy vrh stejné jako klasicky
Sikmy vrh vychazi z pocatku a ze oba startuji se stejnou pocatec¢ni rychlosti vy pod
stejnym eleva¢nim tthlem «. Odporové sily prostredi ptisobici proti pohybu nebudeme
uvazovat.

Prezentovana modifikace pohybu ¢édstice v tthovém poli mize byt vhodnym né-
métem pro semindar k vysokoskolskému kurzu teoretické mechaniky, na kterém mohou
studenti dil¢i vypocty postupné podrobné rozebrat a jednotlivé vztahy si samostatné
odvodit.

2. Pohled do historie

Jiz Galileo Galilei (1564-1642) ve svych myslenkovych dvahéch a experimentech stu-
doval kinematiku vodorovného vrhu, védél, ze rychlost télesa v homogennim tihovém
poli nezavisi na trajektorii, ale pouze na okamzité vysce, a ze trajektorii vodorovného
vrhu je parabola [9].

Teoretické problémy tykajici se ruznych modifikaci pohybu hmotného bodu v ti-
hovém poli byly uvazovany a feseny jiz na konci 17. stoleti s vyuzitim aparatu v té
dobé teprve nedavno objeveného infinitezimalniho poctu. Pravé rozvoj matematické
analyzy a metod reseni diferencidlnich rovnic umoznoval matematiktim a fyziktim stu-
ve kterych se hledaly trajektorie, po nichz by se pohyboval hmotny bod v tithovém poli,
pokud by byl omezen néjakou vazbou [11]. Jednim z prvnich takovych problému bylo
nalezeni tvaru krivky, kterou zaujme fetéz upevnény na obou koncich v tithovém poli.
Galilei se domnival, Zze takovou kiivkou je parabola. Christiaan Huygens (1629-1695)
dokézal, ze to plati jen priblizné. Teprve bratfi Bernoulliovi ukézali, ze feSenim je
retezovka.

V roce 1687 vyzval Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) evropské matematiky,
aby urcili tvar k¥ivky, po niz musi klesat hmotny bod v tihovém poli tak, ze jeho
rychlost ve svislém sméru zistdva konstantni a je rovna pocateéni rychlosti. Podle [11]
FeSeni nasel v roce 1690 Jacob Bernoulli (1654-1705) a ukézal, Ze jim je semikubickd
parabola, v déjinach fyziky nazyvana Lebnizovou izochronou. Vysledek uvefejnil v ¢a-
sopise Acta Eruditorum a z hlediska historie matematiky je zajimavé, ze se v tomto
clanku poprvé objevil nazev integrdl. Oficidlné ho vsak do pouzivani zavedl Johann
Bernoulli (1667-1748) po dohodé s Leibnizem [11].

Francouzsky matematik a mechanik Pierre Varignon (1654-1722), ktery dusledné
uplatnoval Leibniztiv aparat infinitezimalniho poc¢tu k feseni loh Newtonovy mecha-
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niky, v roce 1699 nasel ktivku, po niz by hmotny bod klesal s konstantni rychlosti
v centralnim gravitacnim poli miticim do stfedu Zemé. Tato kiivka byva nékdy nazy-
vana Varignonovou izochronou [11].

V roce 1689 vyzval Leibniz odbornou verejnost k hledani kfivky, podél niz se
hmotny bod v tihovém poli bude pohybovat takovym zptsobem, Ze se jeho vzdale-
nost od vychoziho bodu bude ménit piimo imérné s casem. Tato tloha je v déjinach
matematiky a fyziky znama pod nazvem problém paracentrické izochrony.

Dalsi tlohou podobného typu s vazbou bylo hleddni kiivky, podél niz pusobi
na hmotny bod vazba se stile stejné velkou silou reakce. Reseni tilohy nalezl mar-
kyz de 'Hospital (1661-1704) v roce 1700.

V roce 1736 publikoval Leonhard Euler (1707-1782) dvoudilnou knihu Mechanika
neboli nauka o pohybu vyloZend analyticky (Mechanica sive motus scientia analytice
exposita), ve které shrnul poznatky o mechanice hmotného bodu pohybujictho se ve va-
kuu nebo v prostiedi, které klade odpor vlivem gravitacnich sil, pfipadné vazanych
na néjakou kfivku nebo plochu [11]. Zde nalezneme také rozbor a analytické feSeni
sikmého vrhu v tthovém poli.

Nutno podotknout, ze v obdobi, kdy byly tyto a podobné tlohy s dodateénymi
omezenimi formulovany, nebyla znama metoda Lagrangeovijch multiplikdtorid pro fe-
Seni extremalnich tdloh s vazbami, proto mohly byt feseny pouze intuitivné pomoci
znamych analytickych metod a geometrickych konstrukei. Prvni zminka o metodé mul-
tiplikdtort je obsazena v pracich Eulera o izoperimetrickijch dlohdch (1774). Pozdéji,
vroce 1778, byla tato metoda prezentovina Josephem Louisem Lagrangem (1736-1813)
v jeho Mécanique analytique pro Sirokou t¥idu extremdlnich tdloh [1].

Pri studiu problémui tohoto typu si matematicti fyzikové té doby zacinali uvédo-
tému, podroben néjakym vazbam, museji zrejmé do tvah zahrnout kromé ptisobicich
vnéjsich sil i dodatecné sily, tzv. sily vazebné, které budou nahrazovat omezeni zpu-
sobena vlivem vazeb. Navic mozné zmény polohy mechanického systému jiz nebudou
libovolné, ale museji byt kompatibilni s vazbami. Klicové pro formulaci principii sta-
tiky a dynamiky vazanych mechanickych soustav bylo zavedeni konceptu wvirtudinich
posunuti, tzn. myslenych infinitezimalné malych vazebné pripustnych zmén polohy me-
chanického systému, a nésledné pak formulace principu virtudlnich posunuti nebo téz
principu virtudlni prdce.

Prvni formulace tohoto principu pro pripad statické rovnovahy lze nalézt u Jo-
hanna Bernoulliho (1717) a Varignona [3], [11]. Zdivodnéni tohoto principu pro sta-
tiku a jeho matematicky zapis pochézi od Lazara Carnota (1753-1823), ktery poprvé
pouzil pojem prdce ve fyzikalnim smyslu, nazyval ji momentem aktivity. O rozsireni to-
hoto principu na dynamiku vazanych mechanickych soustav se zaslouzil Jean Le Rond
d’Alembert (1717-1783), ktery v roce 1743 publikoval Traktdt o dynamice (Traité de
dynamique), v némz uvedl slavny d’Alembertiv princip. Pfesnou matematickou formu-
laci d’Alembertova principu virtudlnich posunuti pak podal Lagrange, ktery ukézal,
7e tento princip urcuje, kam se vazany mechanicky systém v nésledujicim okamziku
posune a jak se bude pohybovat, a zahrnuje v sobé také pohybové rovnice daného va-
zaného mechanického systému. Lagrange také zavedl do mechaniky zobecnené sourad-
nice, které nahradily kartézské souradnice a umoznily vyloucit z ivah nejen vnéjsi sily
pusobici na soustavu, ale i velkou tiidu vazebnych sil. D’Alemberttv princip virtual-
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systémy a obecnéjsi typy vazeb.

Némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zavedl novy pojem, ktery
charakterizuje ¢inky vazeb na pohyb hmotného bodu a nazyva se vdzanost, a formu-
loval princip, podle néhoz se hmotny bod podrobeny vazbé pohybuje tak, aby jeho
vazanost byla minimalni. Télesa tak projevuji snahu byt pii pohybu co nejméné ome-
zovana. Heinrich Hertz (1857-1894) v roce 1894 dovedl tento princip do jesté obecnéjsi
podoby. Uk&zal, Zze nepusobi-li vnéjsi sily, pohybuje se hmotny bod podrobeny vaz-
bam po krivce s nejmensi moznou kiivosti, tedy co nejpfimocareji. Hertz tak vlastné
dospél k vdzané verzi proniho pohybového zdkona (zékona setrvacnosti): hmotny bod
vazany na plochu, na ktery neptisobi zadné vnéjsi sily, je bud v klidu, nebo se pohybuje
rovnomeérné po geodetické krivce dané plochy.

3. Klasicky sikmy vrh

Uvazujme ¢astici v homogennim tihovém poli startujici z pocéatku [0, 0] pod elevaénim
thlem «, 0 < a < 90°, podatecni rychlosti vo = (v cos «, vg sin ). Odpor prostiedi
neuvazujeme. Lagrangian takového systému je

L=T-V = %m(:ichryZ) — mgy, (2)

kde m je hmotnost ¢astice a g je tithové zrychleni.
Newtonovy pohybové rovnice, resp. Eulerovy—Lagrangeovy rovnice lagrangianu (2)
maji tvar
mZ =0, myj=—mg. (3)

Jejich integraci dostavame obecné feseni
z(t) = Cit+ Cy,  y(t) = —5gt° + Cst + Ci. (4)

Vzhledem k pocatecnim podminkdm dostavame parametrické vyjadieni klasického sik-
mého vrhu
z(t) = votcosa, y(t) = votsina — 2gt* (5)

Vyloucenim parametru t = x/(vg cos @) ziskdme rovnici trajektorie v explicitnim tvaru

g 2
—stga— I 6
y=riea 2’1}(2)C08204x ’ (©)

ktera predstavuje rovnici paraboly. Slozky vektoru okamzité rychlosti se méni podle
vztaht
vz (t) = &(t) =vocosa, vy(t) =y(t) =vosina — gt (7)

a odtud je Casova zavislost velikosti okamzité rychlosti dana jako

o(t) = Va2 (t) +92(t) = \/v?) + g2t — 2gupt sina. (8)

Kinematické parametry sikmého vrhu jsou:

e doba vystupu T = % sin «,
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e nejvyssi bod trajektorie H = [Zmax, Ymax), kde

2
v, .
Tmax = ﬁ sin 2q,

"2
Ymax = ‘2’—‘; sin? a, tzv. vyska vystupu,
e celkova doba letu T = 2% sina, tedy T = 27T,

2
e vzdalenost dopadu d = %0 sin 2« tedy d = 2Tmax-

Na zavér vypocteme délku s trajektorie klasického sikmého vrhu. Délka trajektorie
pohybu je obecné dana vztahem

T
5:/0 v(t) dt, 9)

kde v(t) je zndm4 zavislost velikosti rychlosti na ¢ase. V nasem ptipadé

T
5= / \/vg + g%t2 — 2gvpt sin a dt, (10)
0

coz po integraci a vyd¢isleni v mezich od 0 do T [8] vede k vysledku

2 1 3
s:v—0<sinoz+cosza~1n (ﬂ)) (11)
g

cosa
4. Dynamika c¢astice podrobené holonomni a neholonomni vazbé

Uvazujme mechanicky systém jedné éastice v konfiguraénim prostoru R? resp. R3. Ta-
kovy systém je charakterizovan lagrangidnem L = T — V| kde T je kineticka energie
castice a V je jeji potencidlni energie. Oznac¢me t ¢asovou proménnou a ¢°, 0 = 1,2,
resp. o = 1,2, 3, jisté zobecnéné kiivocaré souradnice v konfigura¢nim prostoru. Dy-
namika pohybu castice je pak popsana Newtonovymi pohybovymi rovnicemi

oV

. OV 1
g v (12)

které vznikaji jako Eulerovy—Lagrangeovy rovnice

oL d (0L
i (o) = "

lagrangianu L.
V pripadé, ze ¢astice je podrobena holonomni vazbé

flt,q°)=0, o=1,2, resp. c =1,2,3, (14)

reprezentujici jistou geometrickou plochu (varietu) v prostoru uddlosti R x R? resp.
R x R3, vysvétluje se dynamika pohybu takové éastice existenci dodatecné tzv. vazebné
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stly ®, kterd nahrazuje omezeni zplsobend pritomnosti vazby. Je vseobecné zndmo,
Ze tato vazebnd sila je imérnd gradientu vazby [3], tzn. ma tvar

0 0 0 0 0
‘I’Zﬂgfadf:“(a—q{*a—q@) fesp"l’:”<a—q€’a—q];’a—qé)’ (15)

kde parametr p = p(t) je Lagrangeuv multiplikdtor.
Dynamika pohybu holonomné vazané ¢astice je pak popsana vazanymi pohybovymi

rovnicemi
oL d (0oL af
8" dt (aqa) g
které vznikaji deformaci nevazanych Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (13) vazebnou
silou (15) [3].
Také v obecnéjsim pripadé, kdy je pohyb Castice omezen neholonomni vazbou zé-
visejici kromé ¢asu t a zobecnénych souradnic ¢° i na komponentach rychlosti ¢,

oc=1,2, resp. 0 =1,2,3, (16)

f(taqaaqa) = 07 g = 1727 resp. o = 172737 (17)

reprezentujici jistou geometrickou plochu (varietu) tentokrdt v evoluénim prostoru
R x R? x R? resp. R x R? x R3, se dynamika pohybu &astice vysvétluje pfitomnosti
dodatecné vazebné sily. Jeji tvar navrhl v roce 1932 N. Cetajev (1902-1959) na zédkladé
heuristické analogie s holonomnimi vazbami [4],

of of of of of
® =y (%%) rosp. @ = p (%%%) (18)

Vazebn4 sila (18) se nazyvéa Cetajevova vazebnd sila. Tento tvar vazebné sily se ukazal
jako spravny a osvédcil se v fadé teoretickych i praktickych prikladid neholonomnich
systému.
Dynamika pohybu neholonomné vazané castice je popsana neholonomnimi Eulero-
vymi-Lagrangeovymi rovnicemi,
oL _ d (aa—qLa) = uaaTj;, oc=1,2, resp. 0 =1,2,3. (19)

Oge dt

V neholonomni terminologii jsou rovnice (19) nazyvany Cetajevovy rovnice nebo téz
deformované pohybové rovnice, jelikoz vznikaji deformaci Eulerovych—Lagrangeovych
rovnic pivodniho nevizaného mechanického systému prostiednictvim Cetajevovy si-
ly (18) vystupujici na pravé strané rovnic (19) [5]. Spravnost deformovanych rovnic (19)
byla pozdéji potvrzena jejich korektnim matematickym odvozenim z varia¢niho prin-
cipu [6].

5. Rovnomérny sikmy vrh
Zatimco u klasického sikmého vrhu v homogennim tifhovém poli se velikost rychlosti

méni podle vztahu (8), u rovnomérného sikmého vrhu budeme pozadovat konstantnost
velikosti okamzité rychlosti ¢astice, tzn. splnéni podminky

v(t) = Vi? + 9% = o, (20)
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kde v je velikost pocdteéni rychlosti. Rovnice (20) reprezentuje jednu neholonomni
vazbu, kterou je mozné vyjadrit téz ve tvaru

f=at) +9*(t) —vg = 0. (21)

Vazbu (21) budeme nazyvat izotachytonni vazbou a je evidentni, Ze tato vazba je
nelinearni v komponentach rychlosti.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze pohyb se déje v poloroviné, kde v, =
& > 0. Rovnici vazby (21) lze poté piepsat do explicitniho tvaru

& =g — 97 (22)

se kterym se pii konkrétnich vypoctech pracuje lépe. Druhou moznosti, jak splnit
rovnici (21), je & = —y/v? — y?, kterd pak reprezentuje pohyb ¢dstice v zdporném
sSmeéru osy .

Cetajevova vazebna sila vznikajici v souvislosti s vazbou (21) je vektor

of of s
® = (0, @) = | 77 =7 | = (24, 29), 2
(@0n) = (5. 5 ) = utzi20) (23)
kde p je Lagrangeuv multiplikator.

Deformované pohybové rovnice (19) maji pro nasi uvazovanou situaci tvar

mx = 2uT,

.. . (24)
my = 2py —mg,

ktery spoleéné s diferencidlni rovnici vazby (21) resp. (22) tvoi{ systém, jehoz Te-
Seni za pocateéni podminky vg = (v cos «, vg sin &) popisuje rovnomérny Sikmy vrh.
Z prvni rovnice systému (24) vyjddiime Lagrangetiv multiplikdtor p = (ma)/(2z).
Zderivujeme-li rovnici vazby (22) podle ¢, dostavdme

= ——. (25)
N
Upraveny Lagrangetiv multiplikator pak nabude tvaru
myy
PR (26)
2(vg — 9)

Po jeho dosazeni do druhé rovnice systému (24) a po jednoduchych tpravéch ziskdme
jednu pohybovou rovnici pro rovnomérny sikmy vrh

. 9,2 .2
y:*_g(v()*y )s (27)
Yo
kterd spoleéné s rovnici vazby (22) umoziiuje nalézt parametrické rovnice uvazovaného
pohybu. Rovnici (27) FeSime substituci § = z(t),

. g
= —U—Q(vg — 22). (28)
0
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Po separaci proménnych

dz g
= —Zdt 29
g — 22 v} (29)
a nasledné integraci dostavame
1
S M A e (30)
2’0(] Vo — 2 Vo

Po odlogaritmovani posledni rovnice obdrzime

WEE (2 (i t+ CU())> : (31)
Vo — 2 Vo

exp (2 <7Ug—0t+0v0)) -1
exp (2 (*5]—0t+0’0(]>> +1 .

z niz vyjadiime z(t),

z (t) = Vo

Uplatnénim identity
X _ =X 2X
e —e et —1
& oX to X 02X 11 (33)

lze vztah (32) vyjadrit ve tvaru

z(t) = y(t) = vo tgh (Uit + ’U(]C> , (34)
0
kde integra¢n{ konstanta C' je uréena pocateéni podminkou z(0) = y(0) = v,(0) =
Vo sin «,
1 1+sina
C=—h|—]). 35
209 n(lsina) (35)

Néslednou integraci rovnic (22) a (34) dostdvame FeSeni ve tvaru

202 / 2gt
x(t) = _%% arctg 4 | K1 exp (—i) + K3,
g Vo (36)

3 2gt
y(t) = 7’0(]15 — U—O In (K1 exp <i>) + Kg.
g (¥

0
Integracni konstanty K7, Ko a K3 uréime z pocateénich podminek,
1+ sina 02 2 202
Ki=e?¢="""""  K,=Ih|———), Ky="larctg\/K;. (37
! 1 —-sina 2 g 1 —-sina 3 g & o (87)

Eliminaci ¢asového parametru z rovnic (36) ziskdme explicitni vyjddfeni trajektorie
rovnomeérného Sikmého vrhu,

(38)

y=y@) =B l?sm (g(z - K3>/v3)}] |

g cos «

Trajektorie rovnomérného sikmého vrhu je vSak reprezentovana pouze nezapornou
¢asti prvni periody funkce (38), viz obr. 1. Nulové hodnoty prvni periody pfedstavuji
start a dopad Castice.
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Obr. 1. Graf explicitniho vyjadieni (38)

6. Kinematické parametry rovnomérného sikmého vrhu

Nejdrive odvodime vztah pro dobu vystupu 7 rovnomérného sikmého vrhu. Za dobu T

dosdhne ¢astice nejvyssiho bodu H = [Tmax, Ymax] = [#(T), y(T)] trajektorie, ve kte-

rém ma okamzita rychlost v nulovou y-ovou slozku rychlosti, vy (7) = y(7T) = 0.
Polozime-li tedy pravou stranu rovnice (34) rovnu nule, pficemz integraéni kon-

stantu C' nahradime (35) a proménnou ¢ preznac¢ime na T, dostaneme hyperbolickou
rovnici pro neznamou 7, jejimz feSenim je hledany vztah pro dobu vystupu

7= <71+Sina). (39)

Dosazenim doby vystupu 7 do parametrickych rovnic rovnomeérného sikmého
vrhu (36) dostdvdme soufadnice bodu H = [Tmax, Ymax) = [#(T),y(T)];

203 1+sina 2gT 203 1+sina
Tmax = ——— arctg 4/ —————exp + —arctg\/ ———
g 1 —sina g 1 —sina
203 l+sina +sma 1 +sina
= — | arctg rctg —In ———
g 1—sina sma 1—-sina
(40)
21)(2) [1+sina \/1+sina 1 —sina
= — | arctgy/ — — arctg - . :
g 1 —sina 1—sina 1+sina
:—QU(Q) arctgw/il—’—s%na—z :U—g Zarctgw/il—i_s%na—z .
g 1—sina 4 g 1—sina 2
Uplatnénim identity arctg X + arccotg X = 7/2 dostavame

2 1 i
Tmax = % (arctg v/ K7 — arccotg \/Kl) , K= li_ﬂ' (41)

Sin &

Vyuzitim identity arccotg X = arctgl/X, platné pro X > 0, a identity arctg X; —
arctg Xo = arctg[(X1 — X2)/(1 + X1X5)], platné pro X;Xs > —1, kde v nasem
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piipadé X7 = VK1 a Xo = 1/VK;, tzn. X7 Xs = 1, lze vztah pro apma.x déle
upravovat,

2 2 l4sina _
vh Ky -1 v I—sina
T = —arct = —arct —_—
e g & 2v Ky g & 2 %+s§na
—SsIin @
v} . sinay/1 — sina (42)
= —arc
g s (1 —sina)y/1+sina
2 : 2 2
sin
% arctg e _ % arctg (tga) = % 4.
g 1 —sin?a g g

Pro vysku vystupu ymax = y(7T) dostdvame

v3 1 +sina V3 1 +sina 1+sina
Ymax = —5 - In|{ ——— | ——In| ———exp| —-In——F— | +1
1 —sina g 1—-sina 1—-sina

2 2
+ 9y <7>
g 1 —-sina

v} I 2 L (Ltsiney 1+sinalfsina+1
= — —) | —-In{—7— | —1n
g 1—-sina 2 1 —-sina 1 —-sinal+sina

(43)
Pro bod H maximélniho vystupu Castice tedy plati
2 2 1
H= [xmaxaymax] = |:U_0 «, %o In ( ):| . (44)
g g cos o

Nyni uréime celkovou dobu letu T ¢astice pri rovhomérném Sikmém vrhu z pod-
minky pro dopad y(T") = 0,

2 1+si 29T 2 2
y(T) () —voT — % (7—‘_ Sna exp <—g—) + 1) + D in (7) =0. (45)
q g 1—sina

1 —sina Vo

Za celem vyjadreni nezndmé T' z rovnice (45) zavedeme substituci

29T
T = exp 297 = T:—EIHT, (46)
Vo 29
tedy
2 2 1 ; 2 2
Wy Yy (2O ) B (2 ) 2, (47)
2¢g g 1—-sina g 1 —-sina

Po dpravich piejde rovnice (47) v kvadratickou rovnici pro 7,
(1+sina)?r? 4+ (2(1 —sin? @) — 4)7 + (1 — sina)? = 0, (48)

ktera ma dvé redlna reseni
(46) o) 1

1
7'1:1,7'2:— = T1:O,T2:——ln
K?

—. 49
29 K? (49)
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Prvni kofen 77 = 0 odpovidé casu startu ¢astice. Druhy koten Ts = T,

14+ i
7= %, (7+STHO‘), (50)
g 1 —-sina

odpovida ¢asu dopadu resp. celkové dobé letu T' ¢astice. Porovndnim (50) s (39) do-
stavame

T = 2T, (51)

jinymi slovy doba vystupu 7T je polovinou celkové doby T trvani rovnomérného Sikmého
vrhu, coz je stejny vztah jako u klasického Sikmého vrhu.

Poslednim kinematickym parametrem je vzdalenost dopadu d, kterou urcéime ze
vztahu d = z(T),

2
d= 2&04 = 2T max- (52)
g

Trajektorie rovnomérného Sikmého vrhu je tedy soumérnd vzhledem k piimce z = Tpax
stejné tak jako v pripadé trajektorie klasického sikmého vrhu. VSimnéme si zajimavého
faktu, ze vzdalenost dopadu d = 2xyax rovnomérného Sikmého vrhu je linearné imérna
eleva¢nimu thlu a.

Na zaveér jesté ur¢ime délku s trajektorie rovnomérného Sikmého vrhu

T T 2 .
1
5:/v(t)dt:v0/ dt = 0T = 2 1n (M) (53)
0 0 g

1 —sinw
7. Srovnani klasického a rovnomérného sikmého vrhu

Rovnomérny sikmy vrh je vhodnym ptikladem pro pfimé srovnani vazaného pohybu
mechanického systému s pohybem piislusného nevizaného mechanického systému, kte-
rym je v tomto pripadé klasicky sikmy vrh. Oba pohyby srovnavame pii stejnych po-
¢atecnich podminkdch; oba vrhy startuji z pocatku, z(0) = 0, y(0) = 0 s polétedni

rychlosti vg = (vg cos a, vg sin a) pro éiselné hodnoty vg = 10m -s™!, g = 10m - s72
a o = 45°.
Klasicky sikmy vrh Rovnomérny sikmy vrh
2 2
d:%’sin%z:lOm d:%ailf),?m
02 2
Tmax = ‘2’—; sin2a = 5m Tmax = %’a =7,85m
2 2
Ymax = ;—gsin2a:2,5m Ymax = U?(’ln(colw) =3,47m
T = 2% ging = 1,415 T:“—Hn(%jﬁ’ﬂ)ﬁl,ms
g g sin «
2 . .2 .
5= (sina+cos®a-In(Lne)) = 185m 5= UIn (H22e) = 30m

Tab. 1. Srovnéni kinematickych parametri obou vrhi [10]
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Obr. 2. Grafické zndzornéni trajektorii obou vrhu [10]

Kromé vyse zminénych kinematickych parametri je mozné zavést dalsi kompa-
rativni parametry: vzddlenostni odchylku p a smérovou odchylku Y. Tyto parametry
srovndvaji izochronni body (body ve stejném ¢ase t) na obou trajektoriich z hlediska
jejich vzajemné vzdalenosti.

Vzddlenostni odchylka p(X, X) v Case t je definovana vztahem

p(X, X) = (z— 22+ (y —9)* (54)

kde X = [z,y] a X = [#,] jsou izochronni body obou trajektorii v néjakém case t.
Podél trajektorii se vzdalenostni odchylka stava funkei ¢asu, p = p(t).

p(t) dopad: rovnomeérny vrh

Y 5+
4 4T dopad: klasicky
3 3T vrh
2 2 A; """""" [17 p(l)]
1 1+ ‘
(j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 T 0 1 2 t

Obr. 3. Casovy pribéh vzdalenostni odchylky [10]

Pribéh vzdalenostni odchylky rovnomérného sikmého vrhu od klasické sikmého
vrhu ilustruje obr. 3. Vsimnéme si, ze druhy graf na obr. 3 ma bod zlomu v okamziku
odpovidajicim dopadu klasického sikmého vrhu.

8. Dynamika rovnomérného sikmého vrhu

Pri¢inou klasického Sikmého vrhu je tihové sila F'y = (0, —myg), ktera ma stalou velikost
Fy = mg i staly smér svisle dolii. V kombinaci s po¢atetni podminkou, Ze ¢astici je
udélena pocatecni rychlost ve sméru Sikmo vzhtiru, tato sila zptisobuje, ze v prvni
poloviné pohybu od startu po dosazeni maximélni vystupné vysky je pohyb Céstice
zpomalovan, a ve druhé poloviné pohybu od dosazeni maximalni vystupné vysky po
dopad céstice je pohyb zrychlovan.
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V piipadé rovnomérného Sikmého vrhu piisobi na ¢éstici kromé tihové sily F
navic Cetajevova vazebnd sila ®, ktera zajistuje splnéni pozadavku konstantni velikosti
rychlosti castice. Tuto silu lze v nasem pripadé vyjadrit vatahem

® = (@,,0,) = () (5. 51 ) = u(0)(26,20) = 20(0)0(0) = 2n(Owen,  (55)

kde p(t) je Lagrangetv multiplikdtor, v(t) je vektor okamzité rychlost, e, ) je jednot-
kovy vektor ve sméru v(t). Je evidentni, ze Cetajevova sila musi v pritbéhu pohybu
ménit jak velikost |®| = 2vo|u(t)], tak i smér ey, ktery je uren smérem okamzité
rychlosti v(t).

Budeme studovat ¢asovy pribéh Cetajevovy sily. Eliminaci Lagrangeova multipli-
kétoru g z deformovanych pohybovych rovnic (24) a spolu s uzitim rovnice (25) do-
stavdme vyjadieni Lagrangeova multiplikdtoru ve tvaru (26),

myi  (27) mg . (34) mg g g
_ o myy eomg GHMI (9 (o)), 56
o Sl v A TR ( ( g >) (56)

Dosazenim vztahu (35) pro integraéni konstantu C' a uplatnénim (50) pro celkovy

¢as T obdrzime
mg g (T
t)=—tgh|{=(=—-¢t]]. 57
) = 5 (£ (5 - 1)) 57

Casova zavislost vektoru Cetajevovy sily je tedy ddna vztahem

®(t) = o(t)ey), (58)

é(t) = mgtgh (v% (g - t)) . (59)

Vliv Cetajevovy sily miize byt alternativné nahrazen néjakou vnéjsi silou F, piisobici
ve vektorové piimce okamzité rychlosti e, ), pricemz jeji velikost bude usmériovina
podle vztahu

kde

Pl = 1200 = o(0)] = mg | wan (£ (T 1) ). (60)

Vsimnéme si, ze od okamziku startu ¢astice (¢ = 0) do okamziku 7 = T'/2 (dosazeni
maximélni vysky vystupu) je funkce ¢(t) > 0, tzn. kompenzuje zpomalovany pohyb
castice, ke kterému by jinak dochézelo v pripadé klasického sikmého vrhu. Ve druhé
¢asti pohybu (¢ € (T,T)) je funkee ¢(t) < 0, mé tedy opacny smér nez vektor okamzité
rychlosti a kompenzuje zrychlovany pohyb ¢éstice.

Ukazuje se, ze Cetajevova vazebnd sila @ hraje podstatnou roli také v energe-
tické bilanci rovnomérného sikmého vrhu. Mechanické prace Cetajevovy sily podél
trajektorie rovnomérného sikmého vrhu totiz kompenzuje zmény potencidlni energie
namisto kinetické energie, kterd zustava v pribéhu pohybu konstantni. Podrobnosti
lze nalézt v [10].
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Obr. 4. Casovy pritbéh Cetajevovy sily pii rovnomérném sikmém vrhu

9. Energeticka bilance rovnomérného sikmého vrhu

Je ziejmé, ze klasicky zakon zachovani mechanické energie
Ey + E, = tmv? + mgy = konst. (61)

platny pro klasicky sikmy vrh, nemize byt splnén v ptripadé rovnomérného Sikmého
vrhu, jelikoz kineticka energie Ej ztstava konstantni, Fy = %mv%, a potencialni ener-
gie E, se v priibéhu pohybu méni.

K odvozeni modifikovaného zdkona zachovani mechanické energie pro rovnomeérny
sikmy vrh vyjdeme z deformovanych pohybovych rovnic (24),

mi = 2u,
coom (62)
my = 2uy — mg.
7 prvni rovnice snadno vyjadiime Lagrangetav multiplikdtor
d
nw= g = %E(ln %), (&> 0 v prabéhu celého pohybu). (63)

Nésledné po dosazeni rovnice vazby (22)

~md 2 o
VT <ln\/v0y). (64)

Nyni vynésobime prvni rovnici soustavy (62) & a druhou g a obé rovnice secteme,
m(&d + gij) = 2u(i* + §7) — mgy. (65)
Levou stranu lze prevést na ¢asovou derivaci kinetické energie Ey,

d

at (%m(az:2 - 1)2)) = 2(&” + ) = mgy. (66)

Vzhledem k rovnici vazby 42 +9? = v3 = konst. je levd strana posledn{ rovnice rovna 0,

2uvg — mgy = 0. (67)
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Po dosazeni Lagrangeova multiplikdtoru (64) dostédvame

d
mv(%& <ln \Jvg — 3)2) —mgy = 0, (68)

coz lze zapsat jako derivaci jednoho vyrazu,

d [(muv} 9 .9
T (T In(vg —9°) —mgy | =0, (69)

odkud jiz snadno ziskdme modifikovany zakon zachovani mechanické energie

2
mug 1
—In|(———=)+ = konst. 70
5 n(v%gﬂ) mgy = konst., (70)

ktery mizeme zapsat v jednodussim tvaru

Ey, + E, = konst., (71)
kde )
- mu, 1
E,=—21 72
T2l (v% y’?) "

je kompenzace kinetické energie, ktera vyrovnava zmény potencidlni energie pohybu-
jici se ¢éastice namisto klasické kinetické energie Ej, kterd zde zlstava konstantni.
VyuZijeme-li ¢asovou zavislost y-ové komponenty rychlosti v, (t) = y(t) danou vzta-
hem (34), ziskdme po upravach zavislost kompenzace kinetické energie E}, na case
v prubéhu pohybu,

2
2 v

Fult) = mu " (cosh2 (—g(t-37) /vo)> . (73)

Analyzou zévislosti (73) zjistime, Ze kompenzace kinetické energie E}, nabyva maxi-
malni hodnoty

N mu?3 1
E =—LIn 74
b max 2 (US cos2a> (74)
v caset = 0at=T,kdy je potencidlni energie ¢astice £, nulové, a minimalni hodnoty
2
- mu, 1
E min = —01 ) 75
o= 250 (1) =

v Case t = T'/2, kdy je potencidlni energie E, maximalni. Na zdkladé téchto hodnot
muzeme stanovit hodnotu konstanty v (70) resp. (71) a zapsat modifikovany zdkon
zachovani mechanické energie rovnomérného Sikmého vrhu v partikuldrnim tvaru

Ek + Ep = Ek max — Ek min + Ep max» (76)

resp.
2 5 )
mug 1 mug 1 mug 1
1 - 1 = 1 max 77
5 n(vgy'Z) + mgy 5 n(v%cos?a) > n(v% + MY ( )
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a srovnat jej s klasickym zakonem zachovani mechanické energie klasického Sikmého
vrhu

Ek: + Ep = Ek: max — Ek min T Ep max (78)
resp.
Imv® + mgy = Imud = Imug cos® a + mgymax. (79)

Ukazuje se, ze kompenzace kinetické energie Ej, predstavuje zaporné vzatou pra-
ci —Wg vazebné sily ® podél trajektorie rovnomérného sikmého vrhu [10].

10. Zavér

Modifikace klasického sikmého vrhu na rovnomérny pohyb s sebou prinasi podstatné
zmény v kinematice, dynamice a také energetické bilanci vysledného pohybu.

7Z hlediska kinematiky jiz trajektorie neni ¢asti paraboly, ale jedna se o malou ¢ast
grafu na obr. 1 jisté periodické transcendentni funkce (38). Pfitom trajektorie ztstéava
stale symetrickd podle osy x = xmax pri zachovani casové relace, ze celkova doba trvani
rovnomeérného sikmého vrhu je rovna dvojnasobku doby vystupu ¢astice do maximalni
vySKY Ymax-

Dochéazi ke zménam kinematickych parametra oproti klasickému Sikmému vrhu pri
stejnych pocate¢nich podminkach vy, a. Tyto zmény se zacinaji vyraznéji projevovat
pri elevacnich thlech o > 30°: dochézi k prodlouzeni vzdalenosti dopadu d, zvySeni
maximalni vysky vystupu ymax, prodlouzeni délky trajektorie s a prodlouzeni celkové
doby letu T, viz tab. 1. Pozoruhodna je zvlasté piimo timérna zavislost vzdalenosti
dopadu d na elevaénim thlu o, (52).

Dynamiku modifikovaného §ikmého vrhu vysvétlujeme piftomnosti Cetajevovy va-
zebné sily, kterd zajiStuje rovnomeérnost pohybu. Ukazuje se, ze vazebnd sila musi
v pribéhu pohybu ménit velikost (60), ale i smér e,, podle vektoru okamzité rychlosti.

Pozadavek na rovnomeérnost pohybu v tithovém poli zcela narusi platnost klasického
zékona zachovani mechanické energie, ktery evidentné nemize byt splnén. Pro rovno-
mérny Sikmy vrh lze vsak zformulovat modifikovany zakon zachovani mechanické ener-
gie, kde roli standardni kinetické energie Ej prebira tzv. kompenzace kinetické ener-
gie Ej, kterd vyrovnava zmény potencidlni energie E,, ke kterym v priibéhu pohybu
dochazi, namisto konstantni kinetické energie. Tento modifikovany zakon zachovani
mechanické energie byl identifikovan v [10] jako jeden partikuldrni zdkon zachovani
v mnoziné noetherovskych zakont zachovani rovnomérného sikmého vrhu pochéze-
jicich z vazanych noetherovskych symetrii tohoto mechanického systému nalezenych
v [10] prostfednictvim obecné definice vazané noetherovské symetrie neholonomné va-
zanych Lagrangeovych systému prezentované v [7].

Jsme si védomi toho, ze se jednd pouze o jakousi teoretickou modifikaci pohybu,
jejiz technicka realizace je ziejmé obtizné proveditelna.

Podékovani. Autori dékuji za podporu svych pracovist. Druhy autor dékuje za
podporu projektu Centrum excelence IT4Innovations, CZ.1.05/1.1.00/02.0070.
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