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Reprezentovatelnost castek
ve dvoumincovych systémech

Jan Hamacek, Praha

Abstrakt. Mame-li neomezené mnozstvi minci o predepsanych hodnotach, muze se stit, zZe
pomoci nich nelze slozit nékteré ¢astky. Pro jednoduchost se omezime na ptipad, kdy mame
k dispozici mince pouze dvou riuznych hodnot. V takovém pripadé je totiz mozné pomérné
snadno odvodit vzorce pro nejvétsi nereprezentovatelnou ¢astku a zjistit pocet vsech takovych
castek. Ukazeme, jak lze ke stejnému cili dospét riznymi postupy: nejprve odvodime vzorec
pro zjisténi poctu vsech nereprezentovatelnych ¢astek za pomoci rovinné geometrie. Ve druhé
casti dokdzeme oba zminéné vzorce uzitim délitelnosti. Ve tieti ¢asti pouzijeme ke stejnému
ucelu vytvorujici funkce.

Rekneme, 7e ¢astka n € Ny je reprezentovatelnd v systému minci o hodnotéch
a,b € N, pokud existuji x,y € Ny, pro kterd plati rovnost

n = xa + yb.

Jsou-li ¢isla a, b soudélnd a d je jejich nejvétsi spoleény délitel, pak v daném
systému mohou byt reprezentovatelné pouze nasobky d. Konkrétné plati, ze castka kd
je reprezentovatelna v systému a, b pravé tehdy, kdyz castka k je reprezentovatelna
v systému a/d, b/d. Bez Gjmy na obecnosti se tedy muzeme omezit na systémy minci
o nesoudélnych hodnotich a, b. Ukazeme, ze v takovych systémech existuje pouze
koneéné mnoho nereprezentovatelnych c¢astek, a najdeme jejich pocet a vzorec pro
nejvetsi nereprezentovatelné ¢islo (tzv. Frobeniovo ¢islo).

1. Geometrické odvozeni

Nejprve zjistime pocet nereprezentovatelnych c¢astek v systému minci o dvou nesou-
délnych hodnotach a,b € N. Cerpame piitom z [3, kap. 13].
Pocet reprezentaci ¢astky n v systému minci o hodnotéach a, b je roven po¢tu dvojic
x,y € Ny takovych, ze
n = za + yb.

Jednoduchymi tpravami ziskdme ekvivalentni vyjadieni

—a +7’L
= —X —_
) b b’

coZ je rovnice piimky protinajici soufadnicové osy v bodech A = [n/a,0] a B = [0,n/b].

Mgr. JAN HAMACEK, Katedra softwaru a vyuky informatiky, MFF UK v Praze, Malostranské
nameésti 25, 118 00 Praha 1, e-mail: hamacekh@gmail.com

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 62 (2017), é. 1 33



Céstka n je proto v systému minci reprezentovatelns prave tehdy, kdyz na tise¢ce AB
lezi bod s celoc¢iselnymi souradnicemi [z, y].

Na obréazku 1 je priklad reprezentovatelné castky n = 19 v systému minci s a =5
a b = 7. Na tseCce AB lezi jeding bod X s celo¢iselnymi soufadnicemi [1, 2], nebot
castku 19 lze reprezentovat jediné pomoci jedné mince o hodnoté 5 a dvou minci
o hodnoté 7.
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Obr. 1. Priklad reprezentovatelné castky 19 v systému minci a =5, b =17

Lemma 1. Lezi-li bod X = [z,y] s celociselnymi souradnicemi na primce
p:n=xa+yb,

kde a,b € N jsou nesoudélnd, pak na stejné piimce lezi i body Y1 = [z + b,y — a]
aYy =[x —b,y+a]. Mezi body X aY7 ani mezi body X a Y, na primce p nelezi Zadny
dalsi bod s celoc¢iselnymi souradnicemi.

Diikaz. Bod Y7 lezi na primce p, protoze
a(x +b) +b(y —a) = ax + ab+ by — ba = ax + by = n.
Podobné bod Y5 lezi na pfimce p, protoze
a(z —b) + b(y + a) = ax + by = n.

Druhou ¢ést tvrzeni dokazeme sporem. Necht mezi body X a Y; lezi bod
Q =[x+ u,y —v] s celodiselnymi souradnicemi. Konstanty u,v proto musi spliiovat
u, v EN, 1 <u<bal<wv<a. Plati

alx +u) + by —v) = ax + by + au — bv = n.
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Dalsimi tpravami této rovnice ziskame

n 4+ au — bv = n,
a v

b u
Zlomek 7 je v zékladnim tvaru, protoZe a a b jsou nesoudélna. Vsechny zlomky
vyjadiujici stejné raciondlnf ¢islo jsou proto ve tvaru 723, kde m € Z, m # 0. Zlomek
vSak v tomto tvaru neni, nebot 1 <v <aal<u<b.
Stejnym zptusobem bychom mohli dokéazat, ze mezi body X a Y na primce nelezi
bod Q' =[x —u,y + v], kde opét u,v e N 1 <u<bal<wv<a. O

Vime-li, Ze na primce p z lemmatu 1 lezi alespon jeden bod s celoc¢iselnymi sou-
fadnicemi, pak opakovanym uzitim tohoto lemmatu ovéiime, ze jich na primce p lezi
nekoneéné mnoho.

Véta 2. Jsou-li a,b € N nesoudélna a n € Ny, pak na primce
p:n=za+yb

lezi nekonecné mnoho bodu s celoc¢iselnymi souradnicemi. Vzdalenost kazdych dvou
sousednich bodii s celo¢iselnymi souradnicemi na primce p je rovna

s=+va?+ b2

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze na primce p lezi alespon jeden bod s celociselnymi sou-
Fadnicemi. JelikoZ jsou a, b nesoudélnd, existuji na zékladé Bézoutovy véty [6, véta 3.3]
cela ¢isla o/, 1y € Z takova, Ze

ax’ +by = 1.

Vynasobenim této rovnosti éislem n € N vznikne ana’ + bny’ = n. Bod [nz’, ny'] proto
lezi na ptimce p.

Podle lemmatu 1 lezi na primce p nekoneéné mnoho bodid s celociselnymi sou-
fadnicemi v pravidelnych intervalech. Vzdalenost dvou sousednich bodi X = [z,y]
aYy=[z+by—a]je

s=V(@—o-b)2+(y-—y+a =Va b2
Ke stejnému zavéru dojdeme i pfi volbé sousednich bodi X a Yo = [z —b,y+a]. O

Na obrazku 2 je znazornéna pfimka p odpovidajici volbé n = 30, a =5ab=17.
Vyznacéené body X1, X2 a X3 na primce p jsou tii po sobé jdouci body s celociselnymi
souradnicemi. Jejich vzdélenosti jsou podle véty 2

|X1X5| = [ XoX5| = /52 + 72 = V74,

Véta 3. Méjme systém minci s nesoudélnymi hodnotami a, b. Céstka n = ab je
v tomto systému reprezentovatelna dvéma zpiisoby. Vsechny c¢dastky n > ab jsou repre-
zentovatelné. Castky n < ab jsou reprezentovatelné nejvyse jednim zpiisobem.
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Obr. 2.  Piimka s vyznacenymi body s celociselnymi souradnicemi proa =5, b =7 an = 30

Diikaz. Pokud je tseka AB s krajnimi body A = [n/a,0] a B = [0,n/b] delsi nez
Va? + b?%, pak na ni podle véty 2 lezi alespon jeden bod s celoéiselnymi souradnicemi.
Délka tsecky AB pritom roste s n linedrné, nebot pro n > 0 plati

n 2 ny 2 1\° 1\°
A=y (3) + () =y (‘) * (z) '

Pron = ab je A = [b,0], B = [0,a] a |AB| = Va2 4+ b2. Podle véty 2 na této
usecce lezi nejvyse dva body s celociselnymi souradnicemi. Jsou pravé dva a jsou jimi
body A, B.

Pro n > ab je odpovidajici tsecka delsi nez vzdalenost sousednich bodu s celoécisel-
nymi soutadnicemi, lezi na ni proto alespoil jeden z nich. Pro n < ab je odpovidajici
usecka kratsi nez vzdélenost sousednich bodu s celociselnymi souradnicemi, a proto
na ni lezi nejvyse jeden z nich. o

V nasledujicich odstavcich popiseme vztah mezi poc¢tem bodu s celoc¢iselnymi sou-
fadnicemi a poctem reprezentovatelnych a nereprezentovatelnych c¢astek.

Oznaéime body A’ = [b,0], B’ = [0,a] a pocatek O = [0,0]. Body A" a B’ jsou
krajnimi body tsecky pro n = ab. Z véty 3 vidime, ze kazdé reprezentovatelné castce n
mens{ nez ab odpovid4 tsecka s krajnimi body A” = [n/a,0] a B” = [0,n/b], na které
lezi prave jeden bod s celo¢iselnymi souradnicemi. Odtud plyne, Ze reprezentovatelnych
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castek n mensich nez ab je nejvyse tolik, jako bodu s celo¢iselnymi souradnicemi, které
lezi uvnitt trojihelniku OA’B’ nebo na jeho obvodu, nepoéitame-li body A" a B’.

Pocet reprezentovatelnych c¢astek by byl ostfe mensi nez pocet popsanych bodu,
kdyby existoval bod s celoc¢iselnymi souradnicemi, ktery nelezi na zadné z isecek. V na-
sledujici vété dokazeme, ze tomu tak neni. Pocet bodu s celo¢iselnymi souradnicemi
je proto roven poctu reprezentovatelnych castek.

Na obréazku 3 jsou na piikladu systému minci s a = 5 a b = 7 znazornény vsechny
tisecky odpovidajici ¢slim n € {1,2,...,5-7 = 35}. Usecky, na kterych lezi bod s ce-
lo¢iselnymi souradnicemi, a odpovidaji tedy reprezentovatelnym ¢astkam, jsou zndzor-
nény plnou éarou. Usecky, na kterych zadny bod s celo¢iselnymi souiadnicemi nelezi,
a odpovidaji tedy nereprezentovatelnym castkam, jsou znazornény carkované.

Obr. 3. Usetky ABproa=5,b=7anec{0,1,...,35}

Véta 4. Méjme nesoudélng a,b € N. Pro kazdy bod X = [x,y] se souradnicemi
x,y € Ny existuje n € Ny takové, ze X lezi na tisecce s krajnimi body A = [n/a,0],
B =1[0,n/b].

Diikaz. Vyraz ax + by je jisté celociselny. Zvolime proto

n = az + by. (1)

Pokud se na vztah (1) budeme divat jako na rovnici pffmky, snadno ovéfime, ze protind
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osy v bodech A = [n/a,0] a B = [0,n/b]. Bod X na této piimce lez. Lez i na
useCce AB, nebot se nachdzi v prvnim kvadrantu. O

Véta 5. Pocet vsech nereprezentovatelnych castek v systému minci o nesoudélnych
hodnotach a,b € N je
(a=1)(b-1)
5 .

Driikaz. Pocet vsech ¢astek mensich nez ab, véetné nuly, je ab.

Zvolme A’ = [b,0],B" = [0,a],0 = [0,0] a C = [b,a]. Z vét 3 a 4 plyne, zZe
pocet reprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab je roven poctu bodu s celo¢iselnymi
soufadnicemi, které lez{ uvnitt trojihelniku OA’ B’ nebo na jeho obvodu, vylou¢ime-li
oba body A’ a B’. Téch je polovina z poétu bodi s celoéiselnymi soufadnicemi lezicich
v obdélniku OA’CB’, vylou¢ime-li oba body A’ a B'.

Pocet reprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab je proto

(a+1)(b+1)—2
. .

Pocet nereprezentovatelnych castek mensich nez ab vypocitime ode¢tenim poctu re-
prezentovatelnych od pocétu vsech:

atDbt+)-2 _ o ab a b 1_(a-1)b-1)

(
ab 2 2 2 273 2

7 veéty 3 vime, ze kazdéd castka vétsi nebo rovna ab je reprezentovatelnd, proto tyto
¢astky neovlivni pocet nereprezentovatelnych castek. Pocet vsech nereprezentovatel-
nych castek je tedy
(a—1)(b-1)
2

. O

2. Pocet nereprezentovatelnych ¢astek pomoci délitelnosti

V této ¢asti budeme nejprve hledat odpovéd na stejnou otédzku jako v ¢asti predchozi.
Britsky matematik James Joseph Sylvester pouzil k popisu problému znadmky dvou
hodnot namisto minci dvou hodnot. Nas postup vychézi z jeho myslenek. V literatute
proto muzeme problémy popsané v této kapitole nalézt pod ndzvem ,The Stamp
Problem*, viz napi. [5]. V nésledujicim textu vychézime z [4, kap. 6].

Otazka. Mame neomezené mnozstvi minci o hodnotéch a a b, pricemz ¢isla a, b jsou
nesoudélnd. Kolik ruznych ¢astek mensich nez ab nedokazeme pomoci téchto minci
reprezentovat?

Obecnéjsi verze této otazky neobsahuje omezeni na Castky mensi nez ab. Ve vété 3
jsme vSak ukéazali, Ze vSechny c¢astky vétsi nebo rovné ab jsou v systému minci a, b
reprezentovatelné; tuto skutecnost pozdéji odvodime i pomoci délitelnosti.

Vytvorime tabulku obsahujici vSechny reprezentovatelné ¢astky mensi nez ab. Hod-
notou v u-tém radku a v-tém sloupci bude u - b+ v - a. Pro hodnoty a =5ab =9
takto vznikne tabulka 1.
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0 1 213|456 7|89

0| 5 | 10| 15|20 |25 | 30| 35| 40 | 45
9 | 14|19 |24 29| 34|39 |44 |49 | 54
18 | 23 | 28 | 33 | 38 | 43 | 48 | 53 | 58 | 63
32 | 37 | 42 | 47 | 52 | 57 | 62 | 67 | 72
36 | 41 | 46 | 51 | 56 | 61 | 66 | 71 | 76 | 81
451 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75 | 80 | 85 | 90

Y =W N =D
[\
3

Tab. 1. Reprezentovatelné ¢astky pro hodnoty a =5, b =9

Definice 6. Méjme nesoudélnd a,b € N. Uvazujme matici o a + 1 fadcich a b+ 1
sloupcich, kde pro u,v € Ny, v < a, v < b, je prvek matice v u-tém radku a v-tém
sloupci roven

u-b+v-a.

Tuto matici oznac¢me A, ;. Prvek matice A, v u-tém radku a v-tém sloupci budeme
znadit Agp(u,v).

Tabulka 1 podle této definice odpovidd matici As g.
Pocet vsech nereprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab muzeme spocitat pomoci
poctu vsech reprezentovatelnych. Plati totiz rovnost

pocet N pocet __( pocet 2)
reprezentovatelnych nereprezentovatelnych / — \ vSech /)~

Zbyva zjistit, kolik je v tabulce (matici A,p) riznych reprezentovatelnych ¢astek
mensich nez ab.

Tabulka 1 obsahuje tfi ¢asti. V levé horni ¢asti jsou hodnoty mensi nez ab = 45.
V pravé dolni ¢asti jsou hodnoty vétsi nez 45. Ve zbylych dvou rozich jsou potom praveé
dvé hodnoty 45. Navic plati, Ze hodnot mensich nez 45 je v tabulce stejny pocet jako
hodnot vétsich nez 45.

Ovérime, ze uvedend tvrzeni plati nejen pro hodnoty a =5 a b =9, ale i v obecném
piipadé. Z nasledujici véty plyne, ze v matici A, je castek mensich nez ab stejné jako
castek vétsich nez ab.

Véta 7. Necht a,b € N jsou vétsi nez 1. Potom pro u,v € Ny, u < a, v < b plati
Agp(u,v) + Agpla — u,b—v) = 2ab.
Diikaz. Rozepsdnim levé strany rovnosti pomoci definice 6 dostaneme tvrzeni véty. [

Véta 8. Jsou-li ¢isla a, b € N nesoudélnd, pak se v matici A, , Zddna hodnota kromé ab
nevyskytuje vice nez jednou. Hodnota ab se v matici vyskytuje pravé dvakrat.

Diikaz. Aby se hodnota n vyskytovala v matici A, vice nez jednou, musi se vysky-
tovat v radku uy a sloupci v; a zaroven v radku ug a sloupci vo. Musi tedy existovat
u1,ug, vy, vy € Ny takova, ze plati uy,us < a, v1,v2 < b a n miuzeme vyjadrit dvéma
zpusoby

n =ub+ via, n = usb + vaa.
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Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze us < u1. Musi proto platit ve > vy.
Odectenim predchozich rovnosti dostaneme

b (u1 —uz) =a- (va —v1). (3)

Odtud plyne, Ze a déli b- (u; —u2). Hodnoty a a b jsou nesoudélné. Plati proto, Ze a déli
u1 — ug. To mizeme interpretovat tak, ze ¢isla radkt uy, us se musi lisit o nasobek a.
Stejnym zpusobem z rovnosti (3) plyne, ze b déli a - (v — v1), tedy b déli vy — vy.
Cisla sloupctt v1, vy se proto musi lisit o nasobek b.
V matici A, jsou takové hodnoty pouze ¢tyfi v rozich matice. Rozborem pripadii
zjistime, Ze jediné stejné hodnoty v matici jsou rovny ab a jsou to prvky A, (a,0)
a Aa7b(0, b) O

Nyni mizeme vyuzit vzorec (2) k uréeni po¢tu vSech nereprezentovatelnych ¢astek
mensich nez ab.

Véta 9. Jsou-li a,b € N nesoudélna, pak je pocet vsech nereprezentovatelnych castek
mensich nez ab roven
(a—1)(b-1)

2

Diikaz. V matici A, je celkem (a+1)(b+ 1) hodnot. Dvé z nich jsou podle predchozi
véty rovny ab. Polovina ze zbylych hodnot je podle véty 7 mensi nez ab. Tyto hodnoty
jsou navic podle véty 8 rtizné.

Pocet vSech rtznych reprezentovatelnych castek mensich nez ab je tedy

(a+1)(b+1)—2 ab+a+b—1
2 - 2 ’
Pocet vsech nereprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab je proto

ab+a+b—-1 (a—1)(b—1)
2 N 2

ab — . O

K tomuto zévéru dospél i Sylvester [4, str. 172]. Z pfedchozi ¢asti vime, Ze vSechny
vétsi castky jsou reprezentovatelné. Odtud plyne, ze kazda nereprezentovatelnd castka
je mensi nez ab. Nalezenim nejvétsi z nich se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

3. Nejvétsi nereprezentovatelna ¢astka pomoci délitelnosti

Nyni odvodime vzorec pro vypocet Frobeniova ¢isla ve dvoumincovém systému po-
moci délitelnosti. Postup si nejprve ukazeme na konkrétnim ptipadé pro systém minci
o nesoudélnych hodnotach a =5, b =9.

7 tabulky 1 vypustime posledni fadek a sloupec. Navic od kazdého ¢isla vétsiho
nez ab = 45 odecteme 45. Vysledkem bude tabulka 2.

Tabulka 2 obsahuje vSechna ¢isla mezi 0 a ab — 1 véetné. Jsou v ni proto vSechny
reprezentovatelné i nereprezentovatelné ¢astky mensi nez ab. Zadné &islo se v ni navic
neopakuje. V levé horni ¢dsti tabulky (svétle Sedd pole) jsou vSechny reprezentovatelné
castky.

V pravé dolni ¢asti tabulky (tmavé Sedd pole) tedy musi byt vSechny nereprezento-
vatelné ¢astky. Nejvétsi nereprezentovatelna ¢astka mensi nez ab se nachézi v pravém

40 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 62 (2017), ¢. 1



“lol1]l2|3|4al5|6|7]|s
U
0 0] 5 [10]15]20]25]30]35] 40
1 9 |14 |19 | 24|29 | 34|39 | 44 | 4
2 | 18[23 28|33 |33 43 3 |8 |13
3 |27 3237 |42 2 |7 |12 |17 | 22
4 | 36|41 16 |11]16]21]26]31

Tab. 2.  Reprezentovatelné a nereprezentovatelné ¢astky pro hodnoty a =5, b =9

dolnim rohu. Je ji hodnota 31. Mezi 31 a ab = 45 je 14 reprezentovatelnych castek. Pri-
¢tenim vhodného nasobku péti k néjaké z nich tak mizeme reprezentovat libovolnou
castku vyssi nez 45.

Nyni zopakujeme tento postup pro libovolny systém minci o nesoudélnych hodno-
tach a,b.

Definice 10. Necht a,b € N jsou nesoudélnd c¢isla. Uvazujme matici o a Tadcich
a b sloupcich, kde pro éisla u, v € Ny takova, ze u < a a v < b, je prvek matice v u-tém
fadku a v-tém sloupci roven

u-b+v-a prou-b+v-a < ab,
u-b+v-a—ab prou-b+4+v-a > ab.

Tuto matici budeme oznacovat A; - Hodnotu v jejim u-tém fadku a v-tém sloupci
budeme znacit A7 | (u,v).

Matice A7 , odpovida obsahu tabulky 2.
Véta 11. Jsou-li a,b € N nesoudélnd, pak jsou v matici A} vsechna Cisla ruzna.
Diikaz. 7 véty 8 plyne, Ze v matici A, bez posledniho fadku a sloupce jsou vSechna
¢isla rtznd.

Na pozicich (u,v), kde ub 4+ va < ab, se matice Aj p od Agp nelisi. Zadna dvojice

¢isel z této ¢asti proto neni stejna.
Na porzicich (u,v), kde ub+ va > ab, je v matici Aj , hodnota

ub+va —ab = Aqp(u,v) — ab.

Z4dna dvojice ¢isel z této Gasti proto také neni stejna.
Zbyva zjistit, jestli nemuize existovat Cislo z prvni ¢asti stejné jako cislo z druhé
¢ésti. Takové ¢islo n by muselo byt v prvn{ ¢asti na pozici (u1,v1) s reprezentaci

n =ub + via.
Zaroven by muselo byt na pozici (ug,vs) v druhé ¢asti s reprezentaci
n = usb + vea — ab.
Odectenim téchto rovnosti dostaneme:

(v1 —v2 + b)a = (ug — uq)bd. (4)
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Vidime, Ze a déli (us — uq)b. Protoze a,b jsou nesoudélnd, a déli us — uq, Fadkové
indexy u1 a ug se tedy lisf o ndsobek a. Protoze matice A} , ma a — 1 fadki, musi byt
tento nasobek roven 0, je tedy u; = us.

Z rovnosti (4) také vidime, ze b déli (v1 —va +b)a. Protoze a, b jsou nesoudélnd, tak
b déli v1 —vo+0b. Odtud b déli v; —v2, sloupcové indexy v a vy se tedy lisi o nasobek b.
Protoze matice AZ,b méa b — 1 sloupct, musi byt tento nasobek roven 0, v; a vs jsou
proto stejné.

Oba prvky rovné témuz ¢islu n tedy lezi v matici AZ) , ha stejné pozici, coz je viak
ve sporu s predpokladem, Ze lezi v riznych ¢astech matice. V matici AZ) , broto nejsou
dvé stejna cisla. O

Matice A’ , obsahuje ab ¢isel. VSechna jsou mensi nez ab. Podle véty 11 jsou navic
;
vSechna ¢isla v matici riznd. Matice A’ , proto obsahuje vSechny reprezentovatelné
:
i nereprezentovatelné castky mensi nez ab.

Véta 12. Mé&jme a,b € N nesoudélng. Céstka na pozici (u,v) v matici A je repre-
zentovatelna pravé tehdy, kdyz plati

ub + va < ab.

Dikaz. Na pozici (u,v) takové, Ze ub + va < ab, je ¢astka ub + va, je proto reprezen-
tovatelna.

Ukéazeme naopak, ze zddnd ¢astka na pozici (u,v) spliiujici ub+va > ab neni repre-
zentovatelnd. Matice A, obsahovala vsechny reprezentovatelné ¢astky mensi nez ab.
Odebranim posledniho fadku a sloupce jsme zadnou z nich neodstranili. Odectenim ab
od hodnot ub +va > ab jsme ¢dstky mensi nez ab nijak nezménili. Matice A7 , proto
stale obsahuje vSechny reprezentovatelné ¢astky mensi nez ab.

Podle véty 11 jsou navic v matici A4 , vSechny hodnoty rtzné. Na pozicich (u,v),
kde ub + va > ab, proto nemuze byt reprezentovatelna castka. O

Véta 13. V systému minci o nesoudélnych hodnotach a,b € N je nejvétsi nereprezen-
tovatelna castka mensi neZ ab rovna

ab—a—b.

Diikaz. Nejveétsi nereprezentovatelnd ¢astka mensi nez ab je v pravém dolnim rohu

*

matice A7 ,, tedy na pozici (a — 1,0 —1). Jejf hodnota je
apl@a—1,0—-1)=(a—1)b+ (b—1)a—ab=ab—a—b. O
Nyni jsme se dostali do stejné situace jako v predchozi c¢asti. Nagli jsme Teseni
s omezenim na ¢astky mensi nez ab. Ve vété 3 jsme uz dokézali, ze vSechny vétsi ¢astky
jsou reprezentovatelné. Pro zajimavost to dokdzeme jesté jednou pouzitim poznatkt
z této Casti.
Véta 14. V systému minci o nesoudélnych hodnotach a,b € N jsou vsSechny castky

vétsi nebo rovné ab reprezentovatelné.

Diikaz. Mezi nejvétsi nereprezentovatelnou ¢astkou ab —a — b a ab je a + b — 1 repre-
zentovatelnych c¢astek. Pri¢tenim vhodného nasobku ¢isla b k nékteré z nich ziskdme
reprezentaci libovolné ¢astky vétsi nebo rovné ab. O
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Priklad 15. Ve dvoumincovém systému minci o hodnotach a, b, kde a < b, je 35 ne-
reprezentovatelnych ¢dstek, z nichz jedna je 58. Jaké jsou hodnoty a, b? [3, kap. 13]

Reseni. Hodnoty a, b jsou nesoudélné. Kdyby tomu tak nebylo, pak by existovalo
nekonecné mnoho nereprezentovatelnych castek. Dale vime, ze

(a—-1Db-1)

; = 35, (5)

tedy (a —1)(b—1) = 70.

Hleddme tedy ¢isla k,1 € N tak, aby platilo kKl = 70 a k < . ReSenfm tlohy je
dvojice (a,b) takovd, Ze a = k+ 1 a b =1+ 1, a, b jsou nesoudélnd a ¢astka 58 nenf
reprezentovatelna v systému minci o hodnotach a, b.

Cislo 70 mtzeme rozlozit na souc¢in dvou piirozenych ¢sel pomoci rozkladu na
soucin prvocisel:

70=2-5-T7.

Vsechny dvojice prirozenych ¢&isel (a,b), pro které plati rovnice (5) a a < b, jsou
tedy: (2,71),(3,36), (6,15) a (8,11).

Dvojice (3,36) a (6,15) vyradime, nebot jde o dvojice soudélnych éisel. Dvo-
jici (2,71) vyfadime, nebot 58 = 2 - 29, ¢astka 58 je tedy reprezentovatelna.

V reprezentaci ¢astky 58 v systému (8,11) musime pouzit sudy pocet minci 11,
nebot jde o sudou c¢astku. Rozborem vsech moznosti zjistime, ze ¢astka 58 je v sys-
tému (8, 11) nereprezentovatelnd. Dvojice (8, 11) proto spliiuje vSechny poZadavky a je-
dinym feSenim je a =8 a b = 11.

4. Metoda vytvorujicich funkci

V této ¢asti pomoci metody vytvorujicich funkci vyresime nasledujici obecny problém:
Pro libovolnou ¢astku n zjistime, kolika zptusoby ji 1ze reprezentovat v systému dvou
minci. Jako dusledky pak opét ziskdme vzorce pro pocet nereprezentovatelnych c¢astek
a hodnotu nejvétsi z nich. Cerpadme ptitom z [1, kap. 1].

Pfipomenme, Ze vytvorujici funkce posloupnosti {a,}52, je mocninnd rada defi-
novand predpisem

f(z) = Z anx™.
n=0

Pro systémy s jedinou minci je zjiSténi posloupnosti {an}52, poétu zpisobu re-
prezentace ¢astky n jednoduché. Posloupnost poc¢tu zpusobi, jak reprezentovat ¢astky
naptiklad pro systém s jedinou minci o hodnoté 3, je

(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,...).
Prvni jednicka (nulty ¢len) pfitom vyjadiuje, ze ¢astku 0 lze slozit jedinym zptsobem.

Obecné pro systémy s jedinou minci o hodnoté ¢ bude pro posloupnost poc¢tu zptisobi
reprezentace {an }52, platit

o — 1 pokud c déli n,
"0 jinak.
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Vytvorujici funkce této posloupnosti je

Z 1_$c

=0

Meéjme systém minci o nesoudélnych hodnotéch a, b. Posloupnost poctu repre-
zentaci Castek pro tento systém minci oznacime {c,}>2 . K nalezeni ¢leni této po-
sloupnosti vyuzijeme soucin vytvorujicich funkci posloupnosti jednomincovych sys-
tému s mincemi o hodnotéch a, b.

Oznadime {a,}22, posloupnost poctu reprezentaci ¢dstek v jednomincovém sys-
tému a. Analogicky oznacime {b,}>2 ; posloupnost poctu reprezentaci ¢astek v jed-
nomincovém systému b. Pocet zpusobi, jak reprezentovat ¢astku n ve dvoumincovém

systému a, b je potom
n
= Z aibn,i.
i=0

To odpovida koeficientu u 2™ v soucinu vytvorujicich funkci obou jednomincovych
systémi. Plati tedy:

S n __ G n _ 1
;cnx = (;anz ) (anz ) —l—x“)(l—xb)'

Nyni budeme hledat jednodussi vyjadieni koeficient cg, ¢1, co, ... € Npy.
Necht p € Ny je libovolné pevné zvolené ¢islo. Hledani koeficientu c, mtzeme
zjednodusit tak, ze budeme hledat konstantni ¢len rozvoje funkce

1 Co C1

fle) = (1—29)(1 — xb)zP T + Zp—1 ot Gt T+ Gt 4

Zac¢neme rozkladem na parcidlni zlomky. K nalezeni rozkladu funkce f potfebujeme
nejprve najit véechny koteny polynomu (1 —z%)(1 — 2%)2P v oboru komplexnich ¢isel.
Kofeny polynomu 1 — 27 jsou vSechny g-té odmocniny z 1, tedy komplexni ¢isla

1&g, 65, €477, kde ) )
&g = cos ?ﬂ +isin ?ﬂ- (6)

Vsechny kofeny polynomu (1 — 2%)(1 — z%)zP a jejich nasobnosti jsou tedy
e kofen x = 0 s nasobnosti p,

e koren x = 1 s nasobnosti 2,

e koteny &,,&2,...,£%7! s ndsobnost{ 1,
e kofeny &, &2,...,& 7" s nasobnost{ 1.

Kofeny &* a ¢ jsou pro viechna k € {1,2,...,a — 1} a l € {1,2,...,b — 1} riizné,
protoze a a b jsou nesoudélnd cisla.
Pro nalezeni rozkladu funkce f na parcidlni zlomky hleddme konstanty

AI;A2;~--;Ap7BlgBQ;CI7C27-~-;Ca71;D1;D27-~-7Db71

44 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 62 (2017), ¢. 1



takové, ze
1 _ A A A By By

) 2}
(1—29)(1 —ab)aP + 2 T +.1‘p+56—1+(.1‘—1)2+
+ Cl + %L G 7
PR —— @)
D D Dy
r—& T—§& x—&
Z rozvoje funkce f plyne, ze plati A1 = ¢p—1, A2 = cp—2,..., Ap = ¢o. Uvidime, ze

pro nalezeni ¢, nejsou hodnoty téchto konstant podstatné.
Najdeme konstantu Bs. Obé strany rovnosti (7) vyndsobime vyrazem (x — 1)2,
¢imz ziskdme

(.73 — 1) L Ak .73 — 1)
+ Bi(x — 1) + B+

(1 —22)(1 — ab)zxp ; zk
a—1 2 b—1 2
k=1 r =& k=1 T

Limita pravé strany pro x jdouci k 1 je Bs. Plati proto
. (= 1)?
B = 1 =
270 (1 —22)(1 — ab)zp
(x —1)2 1

= 1. = .
b 1-x)(14+xz+--+z¢e (A —2)Q+z+---+2b 2P  ab

Konstantu B; ziskdme podobnym zptusobem. Obé strany rovnice (7) vyndsobime
x — 1, ¢imz ziskdme

x—1 P Ap(x—1) By
Azl p
(1 —2%)(1 — xb)zp ; xk + 1+x—1+
a—1 b—1
Ci( —1 Dy(x —1)
(o S
k=1 & k=1 T =&

Po odecteni By/(x — 1) od obou stran rovnosti je limita pravé strany pro z jdouci
k 1 rovna Bji. Plati proto

. x—1 o o (-1 = L1 —2%)(1—ab)a?
U ¥ e e R R ) [ ) [ P
— lim (z-1?-LA-z)l+z+ 2 H1-2)1+z+- —|—xb’1)x1’.
=l (1—z)(l+a+-+2 N1 —2)(1+a+ -+ a2~ )(x—l)\xi

—1

—a —b
Zkratime (z — 1)2 a pomoci pravidel pro poéitani limit ziskdame

By = " lim gl tet+ e HA+z+- b har -1
ab #o1 1 )
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Definujme funkci h predpisem

h(z) = E(l—&—x—!—---+xa_1)(1+x+---+mb_1)zp.
Plati h(1) = 1, tedy

_ h(z) —h(1) -1,
Bi= o ab i—>1 r—1 - abh(l)’

Vypocitame derivaci funkce h podle pravidla o derivovani soucinu:

n'(z) zé[(1+2z+3x2+---+(a—1)33“_2)(1+x+x2—|—z3—|—---—|—zb_1)m”+
+(l+z+2®+2%+ -+ )1+ 22 +32% + -+ (b— D)2l 2)aP+
+(1—|—x+x2+x3+~-~+x“*1)(1+x+x2+x3+~-~+xb*1)px1’*1]

Hodnota B je tedy
-1 <(1+2+---+(a—1))b+a(1+2+---+(b—1)) +aip> _

B = —
! ab ab ab ab

_Zlfedl b1 N 1 1 1 p
b\ 2 2 TP)= :

Koeficienty C4,...,Cy,_1 ziskdme analogicky. Budeme hledat koeficient C;. Vyna-
sobenfm obou stran rovnosti (7) vyrazem x — & ziskdme

T & N Ae =€) | Bile—&) | Baz &)
(1—29)(1 —ab)ar — xk L (z —1)2 +
-1 a—1 b—1
Ci(z — Ck (x - &) Dy (z — &)
+k:1 x—gk +O+Z —a +IH P

k=141

Limita pravé strany pro x jdouci k ¢, je C;. Plati proto

. x—¢& 1 . oz IH 1 -1
Cy = lim 5 7 lim =7 a—1)
roy (L= a)(L—aP)a? — dP(1—glb) ame, T—a® gl (1— el) qel@ D

V poslednim kroku vypoctu jsme pouzili I'Hospitalovo pravidlo. Plati, ze £ = 1, nebot
¢, je a-t4 odmocnina z jedné. Proto

Pl = gloglp=t = gD,

Pouzitim popsanych tprav ziskdme

-1
Ci=——F———F—7—7—.
I(p—1
aga(p )(1 - §¢lzb)
Stejnym postupem zjistime, ze
-1
D, =

b PV (1 — glay
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Uvazujme nyni funkci g definovanou predpisem
o0
g(ﬁU) = Z Cp+n$n.
n=0

Nasim cilem je najit hodnotu ¢, = g(0). Pro x # 0 plati

— _% _ 91 _ B Ba
g9(x) = f(x) P . _x—1+(x—1)2+
4 Gi + & + +£+
z—% -8 z—&! ®)
Dy Do Dy_1
+ e
r—& x—¢& x— !

Funkce g je spojitd v bodé nula. Limitnim pfechodem pro x — 0 tedy dospé&jeme
k rovnosti

C: Oy Co-1 D1 Dy Dy
p=90)=-Bi+B——— 5~ — oy~ — g b1
€a a a & b b
Dosazenim za konstanty B;, C;, Dy, ziskdme
a—1 b—1
1 1 p 1 1 1 1
p=90)=-F+ g+ F+-) oty 9)
2 20 ab a kZ::l Cal(L—gkt) b= &P (1 — &)

Nasli jsme vyraz udavajici pocet zplisobli reprezentace c, ¢astky p v systému s ne-
soudélnymi hodnotami a, b.
Pokusime se nalezeny vzorec (9) déle zjednodusit. Za¢neme hleddnim jednodussiho

zpusobu zdpisu pro
a—1

1 1
- Z kp kb\ (10)
@35 & (1=65°)
Podivame se na systém minci o hodnotach a a 1. Pocet zptisobu, jak reprezentovat
¢astku p, oznacime c;. Kazda reprezentace ¢astky p pouzije k-krat minci o hodnoté a
a zbytek Castky doplni mincemi o hodnoté 1. Pocet zpusobu reprezentace p je tedy

roven poctu moznosti, jak zvolit k € Ny, aby ka < p, a tedy i k < p/a. Proto plati
’ pJ
c,=|=|+1. 11
p Lz (1)
Symbol |z] pfitom oznacuje dolni celou ¢ast x € R, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi
nebo rovné x.

Pocet zpluisobu reprezentace ¢astky p muzeme ziskat také dosazenim b = 1 do
vztahu (9):

1 1 p 14 1
==—4+=-+=-+=-> —. (12)
P 2 2 a a ; 551’(1 — £k
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Ze vztahu (11) a (12) vyjadiime
a—1
1 1 1 1
B D e ) R (13)
ak:]_ ga (1_§a) a a

Znaceni {x} zde mé vyznam desetinné ¢asti ¢isla x, tedy {z} =z — |z].
Hledany vyraz (10) stile neni ve stejném tvaru jako (13). Predtim, nez ho do
podobného tvaru upravime, dokdzeme nasledujici lemma.

Lemma 16. Pro libovolnou funkci hy : C — C a nesoudélna cisla a, m € N plati

a—1 a—1
> (€)=Y m(Em),
j=1 j=1

kde &, je ddno vztahem (6).

Diikaz. Zobrazeni f : Ny — C s predpisem f(j) = &™ ma periodu a. Staéi proto
dokazat, ze

{1,2,...,a—1} = {mj (moda);j € {1,2,...,a — 1}}.
To plyne z nesoudélnosti a, m. O

Zavedeme funkci h predpisem

Hledany vyraz (10) je pak roven

Volme nyni & € N nejmensi takové, ze bb’ = 1 (mod a). Existence takového b’ plyne
z nesoudélnosti a, b a z Eulerovy véty [6, véta 3.10]. Cisla a, b" jsou navic nesoudélné.
Podle lemmatu 16 plati

a—1 a—1 a—1

1 1 ) _ 1 1

=D h(E) == h(E 245@17'( )
k=1 k=1 k=1 a

Pouzitim vztahu (13), kde misto p piSeme pb’, ziskdme jednodussi vyjadieni vztahu (10):

1a—l 1 111—1 1 pb/ 1 1
DI e M TR S AR R

k=1 1

Stejnym zptusobem mizeme zjednodusit druhou sumu z vyrazu (9): zkoumdnim
systému minci o hodnotach 1,6 bychom dosli k zavéru, ze

b—1
1 1 a’ 1 1
b mr—7;=—{%}+§—%. (15)
i & (1= &)
Dosazenim ziskanych vyrazi (14) a (15) do (9) obdrzime nésledujici vétu.

48 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 62 (2017), ¢. 1



Véta 17. Pocet reprezentaci ¢astky p v systému minci o nesoudélnych hodnotach

a,b €N je
P pb’ pa’
T {} { b }

kde a’,b" jsou nejmensi prirozend ¢isla takovd, ze

aa’ =1 (mod b),
bt =1 (mod a).

Priklad 18. Zjistéte pocet reprezentaci castky 42 v systému minci o hodnotéch 5 a 7.

Reseni. Piiklad vyFesime dvéma zpusoby. Nejprve odhadneme feSeni prostym zkou-
Senim. Potom najdeme pocet zpusobu uzitim véty 17.

Po kratkém zkousSeni zjistime, ze ¢astku 42 muzeme reprezentovat pomoci Sesti
minci o hodnoté 7, nebo pomoci jedné mince o hodnoté 7 a sedmi minci o hodnoté 5.
Nasli jsme tedy dva zpusoby, jak ¢astku reprezentovat.

Dalsim zkouSenim bychom jisté prisli i na to, ze zadny jiny zpusob reprezentace
neexistuje. Ovérime tuto skutec¢nost jesté pomoci véty 17.

Vime, Zze a = 5,b =7 a p = 42. Vypocitdme &isla a’, b'. Podle Eulerovy véty plati

a =a?®71 (mod b),

YV =09~ (mod a).

ProtoZze ¢(7) =6 a ¢(5) = 4, dostdvame

Zbyva tedy dosadit do vzorce ve vété 17 a vypocitat vysledek:

o2 fa28) f42:3)
427 35 5 7 [

42 126 6 1
=2 41-{ =0 {6-3}=-41--—-0=2.
35 " {5} {6-3)=5+1-5-0

Pocet zpusobi, jak reprezentovat ¢astku 42, je roven 2.

Pomoci vzorce z véty 17 nyni zjistime pocet nereprezentovatelnych castek a nejveétsi
nereprezentovatelnou ¢astku v systému minci o dvou nesoudélnych hodnotach a, b.

Nejprve najdeme nejvétsi nereprezentovatelnou castku. Vlastné znovu zformulu-
jeme vétu 13. Pro dikaz ale tentokrat pouzijeme poznatky z této kapitoly.

Véta 19. V systému minci o nesoudélnych hodnotach a,b € N je nejvétsi nereprezen-
tovatelna castka rovna

ab—a—b.
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Diikaz. Pottebujeme ukézat, ze ab — a — b neni reprezentovatelna a ze kazda vétsi
castka reprezentovatelna je. Pro pocet reprezentaci cqp—q—p plati

Cae U -
%babzﬂi_ﬂ_é+l_{wb a wb}_{mb a Ma}.
ab a b

Nejprve upravime

{M}:{@_Ub'_%/}:{(b—l)b’—k—é}.

Posledni rovnost vyuziva toho, Ze pro néjaké k € Ny je bb’ = 1+ ka. To vyplyva piimo
ze zavedeni b’ pomoci kongruence. Déle si uvédomime, ze

{@—UU—k—é}:{l—é}:l—é

Po dosazeni ziskame

b—a—b 1 1
Capap= LTl 14— — 14 =0.
ab a b

Zbyva dokazat, ze kazda vetsi ¢astka je reprezentovatelna, tedy ze pro kazdé n € N
plati cop—g—p4+n > 0. Vyuzijeme toho, ze pro m € Z plati

m a—1
(==
a a

>ab—a—b+n+1 a—1 b—l_ﬁ
Cab—a—bin = ab a b ab

Dale najdeme pocet nereprezentovatelnych ¢astek v systému minci o nesoudélnych
hodnotach a, b.

Nyni odhadneme

> 0. O

Lemma 20. Méjme systém dvou minci o nesoudélnych hodnotach a,b € N a ¢islo
n € {1,2,...,ab — 1}, které neni ndsobkem a ani b. Potom je pravé jedna z ¢éstek n,
ab — n reprezentovatelna.

Diikaz. Dokazeme, Ze souCet poctu reprezentaci ¢isel n a ab —n je 1, tedy
Cn + Cab—n = 1.

Budeme upravovat vyraz cqp—n:

Cab_n:(zl)_—n+1_{(ab—n)b’}_{(ab—n)a’}:

ab a

n , nb ,  nad
:2_5_{% —7}—{aa ‘T}:
n nb’ na'
b L ()
{2
ab a b m

Vyuzili jsme skutecnosti, ze pokud x neni celé ¢islo, pak 1 — {z} = {—z}. O
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Nyni zopakujeme vétu 9 a dokazeme ji pomoci poznatkua z této kapitoly.

Véta 21. Jsou-li a,b € N nesoudélna, pak pocet vsech nereprezentovatelnych castek
mensich nez ab je
(a—1)(b-1)
5 .
Diikaz. VSech Castek n € {1,2,...,ab — 1} je ab — 1. Z nich a — 1 je ndsobkem b
a b —1 je nasobkem a. Z nesoudélnosti a a b plyne, ze zadna z Castek neni spolecnym
nasobkem a i b. Castek n € {1,2,...,ab — 1}, které nejsou nasobkem a ani b, je proto

ab—1—(a=1)—(b-1)=ab-1)—((b—-1)=(a—1)(b-1).
Podle lemmatu 20 je préavé polovina z nich nereprezentovatelna. O
5. Zavér

Dokazali jsme, ze v systému minci o dvou nesoudélnych hodnotach a, b je Frobeniovo
¢islo ab — a — b. Pocet vSech nereprezentovatelnych ¢astek je roven

(a—1)(b-1)
5 .
Tuto skutecnost jsme odvodili nékolika zptsoby.

Podobné otazky mé smysl fesit také ve vicemincovych systémech. V diplomové
praci autora [2], ze které tento ¢lanek vychdzi, popisujeme napiiklad algoritmus nale-
zeni Frobeniova ¢isla nebo algoritmus pro zjisténi poctu reprezentaci ¢astky v obecnych
systémech.

Podékovani. Rad bych podékoval doc. Antoninu Slavikovi za cenné pripominky
a rady pri vypracovavani diplomové préce, ze které tento clanek vychazi.
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