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Abelova cena v roce 2017 udélena za teorii
waveletu

Michal Krizek, Praha

Abstrakt. Abelovu cenu za matematiku ziskal v roce 2017 francouzsky matematik Yves Meyer
za rozvoj teorie waveleti. V ¢lanku se sezndmime s jeho védeckym zivotopisem, hlavni mys-
lenkou teorie waveleti a jejich pouzitim v praxi.

1. Uvod

V roce 2017 Norska akademie véd rozhodla, ze patnactou Abelovu cenu ziské prof. Yves
Meyer (viz obr. 1) z Ecole normale supérieure Paris-Saclay za svou kli¢ovou roli pii
rozvoji matematické teorie waveletti. Meyerovy vysledky maji vyuziti jak v ¢isté teore-
tickych disciplinach, tak i ve vypoctové matematice, informacnich technologiich a pfi
vytvareni pocitacového softwaru. Yves Meyer prevzal Abelovu cenu dne 23. kvétna
z rukou norského krale Haralda V. v hlavni aule Univerzity v Oslu.

Obr. 1. YVES MEYER (foto B. Eymann, Académie des sciences)

Prof. RNDr. MicHAL KRgiZEk, DrSc., Matematicky tstav AV CR, v.v.i., Zitnd 25,
11567 Praha 1, e-mail: krizek@cesnet.cz
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Nésledujici den pak Yves F. Meyer proslovil laureatskou prednasku: Detection of
gravitational waves and time-frequency wavelets. V ni mj. konstatoval, ze Sergej Kli-
menko sestavil algoritmus pro detekci gravitaénich vln [7], ktery je zaloZen na vy-
sledcich Ingrid Daubechiesové, Stéphana Jaffarda a Jean-Lina Journé z roku 1990.
Na konkrétnim prikladu Meyer demonstroval, pro¢ k detekci nelze pouzit klasickou
Fourierovu analyzu a pro¢ pravé wavelety jsou vhodnym nastrojem pro analyzu gravi-
tacnich vln, které byly zachyceny v roce 2015 dvéma detektory LIGO vzdélenymi od
sebe 3002 km, viz [1]. Signdly z pruchodu gravitaéni vlny obéma detektory jsou tak
korelované, zatimco vSudypritomny bily Sum na obou detektorech by korelovany byt
nemél. Waveletovd analyza umoznila odhalit gravitacni vinu se vzristajici frekvenci
a amplitudou na kratkém casovém intervalu.

Po Meyerové vystoupeni zaznély dalsi t¥i abelovské prednasky® o teorii waveletii:

Stéphane G. Mallat: A wavelet zoom to analyze multiscale world
Ingrid Daubechiesova: Wawvelet bases: roots, surprises and applications
Emmanuel Jean Candes: Wavelets, sparsity and its consequences

Teorie waveleti (vlnek) navazuje na pomérné dlouhou historii sahajici az do ro-
ku 1807, kdy Abelav soucasnik Jean Baptiste Joseph Fourier priSel s myslenkou, ze
pomoci spocetného ortonormalniho systému slozeného z jednoduchych trigonometric-
kych funkei lze popsat nékteré zdkladni prostory redlnych funkei [18]. Termin wave-
let pouzil jiz v roce 1951 Vladimir Vand pro elementarni trigonometrické polynomy
sinnz, cosnx, n = 1,2,... Na svém samoc¢inném mechanickém pocitaci dokazal secist
az 100 téchto waveletovych funkci vynasobenych prislusnymi Fourierovymi koeficienty
(viz [21]). Bouflivy rozmach teorie waveletii nastal v osmdesatych letech minulého sto-
leti pfi digitalnim zpracovani signdla. Misto trigonometrickych polynomi [8] se zacaly
pouzivat wavelety, které jsou vice lokalizovany v prostorovych souradnicich. Navic jsou
obvykle méné hladké a maji kompaktni nosi¢ nebo rychle ubyvaji do nekonec¢na. To
umoznuje lépe aproximovat funkce, jez jsou nespojité nebo jejichz grafy maji ostré
hroty (srov. obr. 2). Signél je rozloZen pomoci waveletové béze do fady, ¢imz ziskdme
prislusné waveletové koeficienty. Waveletovou reprezentaci lze pouzit napt. k odstra-

Obr. 2. Pri aproximaci skokové funkce konecnou trigonometrickou fadou vznikaji nezddouci
oscilace v blizkosti bodu nespojitosti. I kdyz budeme zvysovat pocet ¢lent fady, amplituda
oscilac{ se nezmensi (tzv. Gibbstv jev). Waveletovd fada vSak tyto nezddouci artefakty umoz-
nuje odstranit.

1Jejich zéznamy jsou volné k dispozici na webové strance [24].
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Obr. 3. Odstranéni bilého Sumu: nahofe je ptivodni signdl pozménény nezddoucim Sumem
a dole je rekonstrukce signalu pomoci teorie waveleti.

novani Sumu, coz se provadi tak, ze se z fady vypusti ¢leny odpovidajici vysokym
frekvencim a malym amplituddm (nezddouci bily Sum) — viz obr. 3.

2. Védecky Zivotopis

Yves F. Meyer se narodil 19. ¢ervence 1939 v Parizi. Od mladi vyrustal v Tunisu,
kde také absolvoval sttedni Skolu. Pak vyhral studentskou soutéz v matematice Con-
cours général a nasledné byl piijat na Ecole normale supérieure v Paifzi v roce 1957.
V letech 1960-1963 absolvoval vojenskou sluzbu na Prytanée national militaire, kde
vyucoval matematiku. V roce 1966 obh4ajil doktorskou dizertac¢ni praci. Jeho skolite-
lem byl Jean-Pierre Kahane. Potom piisobil jako asistent na Univerzité ve Strasburku
a od roku 1966 do 1980 byl profesorem na Univerzité Paris-Sud. Poté az do roku 1986
piednésel na slavné Ecole polytechnique a do roku 1995 na Univerzité Paris-Dauphine.
Pét let (1995-1999) také pracoval v CNRS (Centre national de la recherche scienti-
fique), coz je obdoba nasi Akademie véd. V obdobi 1999-2003 byl zaméstnin na Ecole
normale supérieure, kde od roku 2004 dodnes pusobi jako emeritni profesor. Podnitil
celou fadu mladych lidi k vyzkumu v teorii waveletti a pod jeho vedenim obhéjilo
titul Ph.D. kolem 50 studentt.

Na pocatku své védecké kariéry se Yves Meyer zabyval predevsim teorii ¢isel. Byl
okouzlen matematickymi objekty, které vykazuji pravidelnost a perfektni symetrii, jako
jsou napiiklad krystalické miizky. Podrobnym studiem rozlozen{ Pisotovych ¢éisel (mezi
né7 patii napt. zlaty fez) pak vybudoval teorii [10], jak lze ze zcela pravidelnych perio-
dickych krystalovych mrizek ve vicerozmérném prostoru ziskat vhodnymi projekcemi
aperiodickd dlazdéni vykazujici jen lokaln{ péti¢etné symetrie (viz obr. 4). Inspirovan
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Obr. 4. Specidlni projekei pravidelné periodické hyperkrychlové krystalické miizky v R® do
vhodné naklonéné dvourozmérné roviny lze ziskat aperiodické dlazdéni vykazujici lokalni péti-
cetné symetrie kvazikrystalu Al-Pd-Mn. Sklon roviny je urcen zlatym fezem, coz je iracionalni
cislo.

aperiodickym dlazdénim? Rogera Penrose z roku 1974 (viz napt. [9, s. 312] se tak dostal
az k matematickému popisu kvazikrystalt (viz [11], [15]). Meyer zaved]l mnoziny, které
dnes nesou jeho jméno (Meyer sets) a slouzi pravé k popisu kvazikrystalt.

Meyer se dale zabyval harmonickou analyzou. Tak se dostal k problému rozkladu
slozitych oscilujicich matematickych funkci na jednodussi funkce. Této myslenky vyuzil
i pii Feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic, napf. v problému proudéni. Zabyval se
predevsim problémem turbulence pii feseni Navierovych—Stokesovych rovnic a zkou-
mal, jak se transformuje energie z malych skal na velké.

Pocatkem osmdesatych let se soustfedil na teorii waveletti, coz okomentoval slovy:
Jednou jsem jel rannim vlakem do Marseille, kde jsem potkal Ingrid Daubechiesovou,
Alexe Grossmanna a Jeana Morleta. Bylo to jako v pohddce. Citil jsem, Ze jsem ko-
necné nasel svij domov. Pozdéji s nimi Meyer tzce spolupracoval na tom, jak lze
pomoci jediné waveletové funkce definovat ortonormalni béazi v nekone¢nérozmeérnych
prostorech funkci, coz vypada jako maly zdzrak (viz ndsledujici kapitola). Jeden typ
wavelett dokonce nese Meyerovo jméno, viz obr. 7, [17, s.82] a [23].

Yves Meyer ziskal béhem svého zZivota celou fadu vyznacnych ocenéni. Trikrat byl
zvanym prednésejicim na Mezindrodnich kongresech matematiki (v Nice v r. 1970, ve
Varsavé vr. 1983 a v Kjotu v r. 1990). Za své prace z teorie ¢isel obdrzel v roce 1970 Sa-
lemovu cenu. Od roku 1993 je fadnym ¢lenem francouzské ucené spolecnosti Académie
des Sciences. V roce 2010 ziskal prestizni Gaussovu cenu od Némecké matematické spo-

2Aperiodickd dlézdéni vykazujici lokalni péti¢etnou symetrii znal jiz Jan BlaZej Santini
Aichel (1677-1723), viz obr. 5.
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Obr. 5. Santiniho aperiodické dlazdéni v kostele na Zelené hofe u Zdiru nad Sazavou. DIz
déni m& lokélni péticetnou symetrii, ale nemé globalni transla¢ni symetrii. Rombicka dlazdice

v

je shodné s Penroseovou dlazdici (vyfotografoval a nakreslil F. K¥{zek).

le¢nosti za fundamentdlni prinos k teorii ¢isel, teorii operatorti, harmonické analyze
a za prikopnickou tlohu p¥i vyvoji matematické teorie waveleti a multirezoluénf (tj. vi-
ceSkalové) analyzy. Je Cestnym clenem Americké akademie véd a uméni. V roce 2012
jej Americkd matematickd spoleénost poctila titulem Fellow.

3. Hlavni myslenka teorie waveleta
V roce 1909 madarsky matematik Alfréd Haar zkonstruoval ortonormdlni systém

funkei pomoci celoc¢iselnych translaci a dyadickych dilataci jediné skokové funkce
h: R — R definované vztahem (viz obr. 6)

1 pro z € [0, 3),
hz) =< -1 pro x € [3,1),
0 jinde.

Dnes ji fikdme Haaruv wavelet. Dyadickou dilataci rozumime nésobeni argumentu x

dan¢ funkce néjakou celociselnou mocninou éisla 2. Pro celd ¢isla j > 0, 0 < k < 27
a n = 27 4+ k pak Haar definoval funkce (srov. obr. 6)

hn(x) = 27/20(27 2 — k).

Jestlize déle polozime
ho = 1,

lze dokézat, Ze systém funkei {h,}52, ziZenych na interval [0, 1] tvoii ortonormélni
bazi v prostoru funkci lebesgueovsky integrovatelnych s kvadratem L2([0,1]). Fak-
tor 29/2 zarucuje, ze L? norma funkce h,, je rovna jedné.

Haariv systém {h,, } bazovych funkci se vSak v praxi nepouzivé, protoze po ¢dstech
konstantni funkce maji Spatné aproximacni vlastnosti. Tento systém slouzi hlavné pro
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Obr. 6. Ortonormalni Haarovy bazové funkce hi = h, ha a hs z prostoru L*([0, 1]) (nakreslila
H. Bilkova).

ilustraci hlavni myslenky teorie waveleti. Pomoci primitivnich funkci k h,, lze ale
definovat jiny ortonormélni systém spojitych po ¢astech linedrnich funkef [18].

Déle si ukadzeme, jaké vlastnosti pozadujeme od waveletovych bazovych funkci.
Pro jednoduchost se omezime na Lebesgueiiv prostor L2(R). Uvazujme pevnou funkci
1 € L2(R) a jeji translace a dyadické dilatace definované vztahy

Yin(x) = 2922z — k), z€R, jkeZ

Jestlize systém funkci {t;1 }; rez tvoif ortonormalni bazi prostoru L?(R), pak funkci ¢
nazveme waveletem?, viz obr. 7. Kazdou funkci f € L?(R) Ize zfejmé vyjadfit ve tvaru

rady
F=2 0 (i) tin,

JEZ kEZ

kde rovnost plati skoro vsude a
(fo)= | f@glapts

oznacuje skalarni souéin v L2 (R). Pfitom je skoro viude téZ spInéna znamé Parsevalova

TOUN0St
| 1r@Pds =3 S ()

- JET ke

Pro wavelet 1 vétsinou pozadujeme, aby ¢ € L!(R),

oo oo
/ P(xz)de =0 a / Y?(z)dz = 1.
—00 —00
Déle je vyhodné omezit se na wavelety majici téz nulové momenty nizkych radu, tj.

oo
/ 2™Y(x)de =0 prom=1,2,..., M,
— o0

kde M je vhodné pfirozené ¢islo. Jinymi slovy, wavelet je kolmy na polynomy nizsich
stupnii.

3 Anglicky se takové funkci ¥iké mother wavelet.
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(a) ()

Obr. 7. Priklady nékolika typickych waveletu: (a) Haartv wavelet, (b) Meyertv wavelet,
(c¢) wavelet Daubechiesové, (d) Morletiv wavelet

Popsana konstrukce umoznuje velice snadno a rychle provadét vypocty se zadanou
funkci f popisujici signal, nebot pro hladké ¢asti signalu jsou prislusné koeficienty
malé. Pro dané € > 0 se pak celkovy signal aproximuje jako

F= " (£ i)

|(f i) |>e

Malé koeficienty (f,1;,) se tak zanedbéavaji a uchovivaji se pouze koeficienty velké
v absolutni hodnoté. Nejvice informace o signdlu je obvykle uloZeno jen v relativné
malém poctu koeficientl. Pritom vypocet skaldrnich souéint (f,;x) se obvykle ne-
obejde bez numerické integrace (viz [12], [17, s. 162]).

Pomoci vybranych bazovych funkei ;1 1ze pak analyzovat signél na rtznych tGrov-
nich rozliseni. Pokud nejsme spokojeni s vysledkem, mtzeme diky ortonormalité snadno
pridavat dalsi bazové funkce, aniz bychom fesili (na rozdil od metody kone¢nych prvki)
rozséhlé soustavy algebraickych rovnic. Bazové funkce muzeme téz ubirat nebo vybirat
rizné frekvencni kanaly.*

Teorie waveletii se opird o tzv. multirozklad prostoru L?*(R), ¢imZ rozumime po-
sloupnost do sebe vnorenych® podprostort - - - C ViciCV; CVjp C---, j € Z, které
spliuji nésledujici podminky:

(i) uzéavér jejich sjednoceni je L?(R),
(ii) prinik vSech prostord V; obsahuje jen nulovou funkei,
(ili) f(z) €eVj <= f(2zx) e V1 a f(z) e Vo= f(z+1) eV,

(iv) existuje ¢ € Vj tak, ze {¢(x — k) }rez je béze V.

4Péasmové filtry pfipominajici Fourierovu analyzu zvukového signilu dobie zvladda i hlemyzd ve
vnitinim uchu ve spolupraci s nasim mozkem. Umime totiz rozlisit jednotlivé zdroje zvuku, pokud
soucasné slysime napt. hluk jedouci tramvaje, hldseni ridice a k tomu jesté poslouchame hudbu.

5Tato vnofeni pfipominaji zndmou numerickou metodu vice siti (angl. multigrid method) pro
feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic.
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Podminka (i) vlastné i{kd, Ze kazdou funkci f € L?(R) Ize libovolné piesné apro-
ximovat posloupnosti funkef f, € U;cz Vi v L2-normé || - ||, tj.

lim || f, — f|| = 0.
n— 00

Poznamenejme, Ze celoéiselnd translace z podminky (iii) se pro nékteré tilohy nepoza-
duje. Podminky podobné (i)—(iv) lze nalézt napf. v [17]. Pokud bdzové funkce nejsou
ortogondlni, casto se pouziva znamy Gramuv—Schmidtiav ortonormaliza¢ni proces k vy-
tvoreni nové bize.® Bohuzel nékteré piiznivé vlastnosti wavelet? nelze splnit soudasné.
Lze napt. dokdzat[17, s. 95], Ze neexistuji nekoneéné hladké wavelety s kompaktnim no-
si¢em. Proto slavné wavelety Ingrid Daubechiesové [3] s kompaktnim nosi¢em nejsou
tridy C*°. Na druhé strané Morletiv wavelet z obr. 7 je nekonecné hladky, ale zase
neméa kompaktni nosi¢. Pokud bychom zhladili Haarovy bazové funkce regulariza¢ni
metodou z [19, s.58], tak vzniklé funkce sice budou mit kompaktni nosi¢ a budou
nekonecné hladké, ale nebudou ortogonalni.

4. Praktické pouziti wavelett

Teorie waveletit mé obrovské mnozstvi nejruzndjsich aplikaci, srov. [3], [6], [22], [23].
Pouziva se predevsim ke kompresi dat, jejich archivaci a odstranovani sumu. Kupii-
kladu bezeztratové bitové mapy otisktl prstii jedné osoby vyzaduji cca 6 MB paméti
pocitace, zatimco po upravé ztratovou waveletovou transformaci staci pamét 26krat
mensi a vysledny obrézek je téméf k nerozeznani od bitové mapy (viz obr. 8 a [5, s.12]).
Proto FBI k uchovavani a analyze otiskll prsti pouziva format opirajici se o wave-
lety [2]. Komprese pomoci standardntho JPEG formatu nenf totiz vhodnd, protoze se
obraz rozkladé na Ctverecky 8 x 8 pixeld a ty se zpracovavaji samostatné. Na otiscich
se pak zfetelné projevuji nezadouci artefakty JPEG formdtu, viz [5, s. 5].

V soucasnosti se pomoci waveletové reprezentace bézné analyzuji jednorozmérna,
dvourozmérnd” & vicerozmérna data, napiiklad seismické vlny, zmény kurzi na finané-
nich trzich, fe¢, hudba, rozmanité obrazky ¢i video. Waveletova redukce umoznuje sle-
dovat filmy v raznych stupnich rozliseni. Wavelety umoznuji dokonce detekovat detaily,
které nemohou byt nasimi smysly rozliseny, protoze analyzuji signal na mnoha trov-
nich rozliSeni soucasné. Maji tak rozsahlé pouziti v 1ékarstvi pti rekonstrukci obrazu
napt. pomoci magnetické rezonance. Podstatné totiz urychluji vypocet, protoze vzni-
kaji ridké struktury, které lze isporné ukladat. Novy obor pocitacového vidéni vyuziva
wavelety k digitalizaci zraku navrhovanych inteligentnich robotti. S wavelety se setka-
vame také ve skenerech.

Teorie waveletd se pouziva i k Teseni diferencidlnich a integralnich rovnic napri-
klad Galerkinovou metodou, viz [5] a [17]. SlouZ{ téz k detekci hran ¢ ostrych hroti,
k rozpoznavani obrazct, ke zjistovani dlouhodobych trendd (napf. sezénni oscilace)

6Béze bézné pouzivané v metodé koneénych prvki pro feseni diferencidlnich rovnic obvykle nejsou
ortogondlni, ale vedou na fidké matice. Pfidanim jedné bazové funkce je proto tfeba znovu vyfesit
celou soustavu algebraickych rovnic pro neznamé koeficienty bazovych funkci. Existuji vSak vyjimky.
Napf. Szabé a Babuska [20, s. 38]. konstruujf ortonormalni bazi v Sobolevové prostoru H ((—1,1)) se
skaldrnim soucinem (v’, wl)L2((71,1)) tak, ze integruji Legendreovy polynomy, které jsou ortogonalni
v L2((—1,1)).

"Dvourozmérné (vicerozmérné) wavelety lze zkonstruovat pomoci jednorozmérnych waveletii, viz
napt. predndsky v [24].
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Obr. 8. Vlevo je bitovd mapa otisku prstu, vpravo jeji waveletovy obraz, ktery ma 26krat
mens{ niroky na pamét pocitace (foto Chris Brislawn, Los Alamos National Laboratory).

¢i k pocitacovému modelovani kiivek a ploch. Pomoci teorie waveleti lze analyzo-
vat struktury s velice komplikovanym tvarem (napf. multifraktély). Wavelety prispély
i k soucasnym uspéchum mise Herschelova vesmirného dalekohledu a k objevu gravi-
ta¢nich vin [1].

5. Meyeruv odkaz

Yves Meyer je specialista na klasickou harmonickou analyzu, coz mu umoznilo roz-
§ifit teorii waveleti o mnohé vysledky z teorie operatoru. Zabyval se jak spojitou,
tak diskrétni waveletovou transformaci. Spole¢né s Ronaldem R. Coifmanem vybudo-
val Calderénovu—Zygmundovu teorii v harmonické analyze [16]. Yves Meyer s Ingrid
Daubechiesovou a Alanem Grossmannem v poloviné osmdesatych let minulého sto-
leti zkonstruovali specialni baze Hilbertovych prostoru funkei s vyuzitim dilatac¢nich
a translacnich technik [4]. V roce 1988 Y. Meyer se Stéphanem G. Mallatem pub-
likovali své prvni prukopnické prace o konstrukci ortonormalnich waveletovych bazi.
Meyer téz vyvinul rychlou waveletovou transformaci vyuzivajici pyramidalni multire-
zolucni algoritmus. Ukézal rovnéz, ze wavelety jsou vysoce G¢innym néstrojem k feSeni
singularnich integralnich rovnic.

Yves Meyer je autorem nékolika monografii (viz napf. [10], [11], [13], [14], [16]).
Prvni dvé jsou o teorii ¢isel, které se Meyer vénoval v sedmdesatych letech minulého
stoleti. Dalsi se uz zabyvaji teorii waveleti. Databaze Mathematical Reviews eviduje
pres 200 Meyerovych védeckych praci, na néz ziskal kolem 5000 citaci.

Podékovani. Dékuji Jaroslavu Kautskému, Filipu Kiizkovi, Karlu Segethovi, Anto-
ninu Slavikovi a Jané Zdarské ze cenné pripominky. Clanek byl podpotren RVO 67985840.
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