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Abstract. Soit G l’ensemble des points rationnels d’un groupe algébrique réductif non
connexe p-adique de caractéristique 0. Soit G la composante neutre de G. On suppose que
G/ GO est commutatif et fini. Notre motivation pour cette note est de rejoindre le cas connexe
d’un papier précédent, Bettaleb, (2003). Autrement dit, de retrouver une analogue a notre
classification des représentations irréductibles tempérées de G, lorsque G est connexe. C’est-
a~dire que toute représentation irréductible tempérée de G est irréductiblement induite
d’une limite de série discréte d’un sous-groupe de Lévi cuspidal de G.
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1. INTRODUCTION

Soit G I’ensemble des points rationnels d’un groupe algébrique réductif non con-
nexe p-adique de caractéristique 0. Soit G° la composante neutre de G. On suppose
que G/GY est commutatif et fini. Notre motivation pour cette note est de rejoindre
le cas connexe d’un papier précédent, [3]. Autrement dit, de retrouver une analogue
a notre classification des représentations irréductibles tempérées de G, lorsque G
est connexe. En effet, afin de développer une théorie similaire a celle des groupes
connexes, Goldberg et Herb [7] suggérent de choisir un sous-groupe de Lévi, bien
spécial, appelé sous-groupe de Lévi cuspidal de G, qu’on va 'adopter. On dit que le
groupe G est cuspidal si G admet une fonction cuspidale (non nulle).

Notons V(G) lensemble des caractéres virtuels tempérés de G, c’est-a-dire que
V(G) est ensemble des combinaisons linéaires finies des caractéres des représenta-
tions irréductibles tempérés de G. On dit que I'élément © € V(G) est un caractére
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virtuel supertempéré si son terme constant faible ©Y, est nul, pour tout sous-groupe
de Lévi propre cuspidal M de G, [8], [9], [1], [3]. Notons Vi (G) le sous-espace
vectoriel des éléments supertempérés de V(G). On montre que le caractere d’une
représentation irréductible tempérée 7 est supertempéré si est seulement si m appar-
tient & la série discréte (Théoreme 1).

Comme résultat préliminaire, et a ’aide des travaux de Arthur [1], Herb [9] et de
Bernstein et Zelevinsky [2], on démontre que tout élément de V(G) s’écrit comme
combinaison linéaire finie d’induites de caracteres virtuels cuspidals supertempérés
(Théoreme 6). Soient ©; € Vi (L;), ot L; (i = 1,2) sont deux sous-groupes de Lévi
cuspidaux de G. On note ig,1,(0;) le caractére induit de ©;. Par analogie avec les
caracteres cuspidaux, on démontre que ig, 1, (01) = ig 1,(02) si est seulement si, il
existe t € G tel que L1= 'Ly et ©1= tO; (Proposition 8). Ce résultat nous permettra
de déduire (Corollaire 9) qu’a chaque élément © € V(G) lui correspond, modulo la
conjugaison par G, une famille finie unique {(L;, ©;)}1<i<p, ot ©; € Vs (L;) et L;
sous-groupes de Lévi cuspidaux de G tel que:

0= icL(0)

1<i<p

Notons II(G) ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles
tempérées de G. Une représentation dans II(G) est dite elliptique si son caracteére est
non nul sur 'ensemble régulier elliptique de G. Notons Il (G) le sous-ensemble de
II(G) des représentations elliptiques de G. De méme, une représentation irréductible
tempérée de G est dite essentielle (ou limite de série discrete [5]) si elle n’est pas
proprement irréductiblement induite par induction parabolique cuspidal. Notons
ITess(G) le sous-ensemble des représentations essentielles de II(G).

On se donne (M,0) une paire cuspidale-discréte de G, c'est-a-dire que M est
un sous-groupe de Lévi cuspidal de G et o une représentation irréductible de M,
de carré intégrable modulo la composante déployée A,; du centre de M. Notons
ic,m(0) la classe de la représentation induite Indp=psn (o) et Ry := §R§ le R-groupe
correspondant. C’est un groupe fini ayant la propriétée que I’algebre commutante de
ic,m(0) est isomorphe a C[R,],, l'algebre du groupe R, tordue par un cocycle 7,
(voir [7], §5). Notons aps (resp. ag), Palgebre de Lie réelle de la composante déployée
de M (resp. G). Pour tout r € R,, posons:

ah,c={Heay: rH=H} et aly:= ﬂ ajy
reRs

On dit que le groupe R, est essentiel si a%’ =ag.
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Comme conséquence du Corollaire 9, on démontre qu’une composante irréductible
de ig v (o) est essentielle si est seulement si le groupe R, est essentiel (Théoréme 13).
Ainsi, on aura que si 7 est essentielle alors toutes les reliées a 7 le sont aussi (Corol-
laire 14). Rappelons qu’une représentation irréductible tempérée 7o de G est dite
reliée a 71 si my et my proviennent d’une méme paire cuspidale-discrete (M, o) de G.

Cette classification des représentations irréductibles essentielles de GG nous permet
de prouver, aussi, que toute représentation irréductible tempérée 7 de G est irré-
ductiblement induite d’une essentielle (Proposition 15). De plus, si 7 = ig,,(01) =
iG,1,(02), 6; € Iles(L;) et L; sous-groupes de Lévi cuspidaux de G, alors il existe
t € G tel que Ly = 'Ly et §; = t6,.

2. L’ESPACE DES CARACTERES VIRTUELS V(G)

Dans ce paragraphe on montre que tout caractere virtuel tempéré s’écrit comme
combinaison linéaire finie d’induites de caracteres virtuels cuspidaux supertempérés.

Soit G un groupe algébrique (pas forcément connexe) réductif défini sur un corps
local non archimédien F de caractéristique 0. Notons G(F') ’ensemble des points
F-rationnels de G. Dans toute la suite on note G := G(F). Soit G° la composante
neutre de G. On suppose que G/G° est commutatif et fini. Dans un prochain papier,
on verra le cas ou GO est d’index premier.

Pour la suite, on fixe une composante de Lévi F-rationnelle My d’un certain sous-
groupe parabolique minimal Py de G défini sur F' et de composante déployée Ag.
Notons M = Mo N G° et P) = Py N G°. On a Py est un sous-groupe parabolique
de G°, ([7], Lemma 2.4). Définissons WE' := Ngo(MQ)/MQ le groupe de Weyl de
(G°, Ag) out Ngo(MQ) est normalisateur de M§ dans GO et W := Ng(Mo)/My le
groupe de Weyl de (G, Ap).

On définit Wg := Ng(Py, Ag)/MY o Ng(Py, Ag) est I'ensemble de tous les
éléments de G qui normalisent, a la fois, Py et Ag. De ce fait, & partir de ([7],
Lemma 3.8), le groupe G s’écrit comme réunion disjointe:

M o= |J we®

weWga

Un élément semi-simple 2° € G est dit régulier si Dgo(z°) # 0 ot Dgo est le
facteur discriminant standard défini dans [11], équation (4.7). Un élément 2° € G°
est dit elliptique si son centralisateur est compact modulo la composante déployée
Ago de G°. Suivant I’expression (1), on dit que 2 € G correspond & 2° € G s’il existe
w € Wg tel que x = wx®. On dit, alors, que z € G est régulier il lui correspond

0

un élément régulier 2° € G°. Notons G l'ensemble des éléments réguliers de G.

De méme, on dit que z € G est elliptique s’il lui correspond un élément elliptique
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2% € G°. Notons Gepy (resp. (G°)en) 'ensemble des éléments réguliers et elliptiques
de G (resp. G°).

Soit 7 une représentation admissible de G, notons A(7) ’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires finies des coefficients matriciels de 7 et A(G) = |J A(w), la

réunion étant prise sur toutes les représentations admissibles de G. De la m7réme facon
on définit A(G?). Aussi on définit le sous-espace A (G°) C A(G?), des fonctions dites
termes constants dans A(G?), comme dans ([11], §4.5). On sait que si f € A(G)
alors figo € A(GY), ([7], §2). Définissons:

A7 (G) = {f € A(G): l(z) figo € Ar(G") pour tout z € G}

ou [(z) f est la translation a gauche de f par x.

Lorsque 7 est une représentation admissible irréductible de GG, on dit que 7 est
tempérée si A(m) C Ar(G). On note II(G) 'ensemble des classes d’équivalence
des représentations irréductibles tempérées de (G. Aussi, lorsque 7 est une représen-
tation irréductible unitaire de G. On dit que 7w est une série discréte de G si
A(m) C La(G/Ag) ot Ag est la composante déployée du centre de G. Notons II2(G)
I’ensemble des classes des représentations irréductibles de série discrete de G.

Par définition, un sous-groupe de Lévi M de GG est un sous-groupe algébrique de G
contenant la composante de Lévi My du parabolique minimal Fy.

Notons C°(G) lensemble de toutes les fonctions lisses qui sont A(G)-finis, a
valeurs complexes sur G et qui sont a supports compacts modulo Ag, [11]. On dit
que f € C®(G) est cuspidale sur G, si pour tout sous-groupe parabolique propre
P =DMN de G, on a:

/ f(zn)dn =0 pour tout z € G.
N

On note °A(G) Iensemble des fonctions cuspidales sur G. On dit que G est cuspidal
si Y A(G) # {0}.

Dans la suite, tous les sous-groupes de Lévi M de G qu’on va les prendre sont
supposés cuspidaux car sinon on a que IIo(M) est vide [7], Lemma 2.21. Aussi, on
dit qu'un parabolique P = M N de G est cuspidal si sa composante de Lévi M est
cuspidale. Soit, en effet, P = M N un parabolique cuspidal de G. On dit qu'un
sous-groupe parabolique P’ de G est opposé & P siona PN P = M. D’apres le
Lemme 2.6 et le Lemme 2.10 de [7] le sous-groupe parabolique P’ est unique et il est
cuspidal. Supposons, de plus, que le sous-groupe de Lévi minimal My de G, qu’on
vient de le fixer, est cuspidal.

Si M est un sous-groupe de Lévi cuspidal de G de composante déployée Ay, soit
LE (M) := Leysp(M) Tensemble des sous-groupes de Lévi de G contenant M et

cusp
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Locusp(M) ={L € Lewsp(M): L # G}. Si M = My, on écrit Leysp := Leusp(Mo) et
Eoﬁusp = ,Co}cusp(Mo) et Ao = AMO'

Soient (m, V') une représentation irréductible admissible de G et P = MN un
sous-groupe parabolique cuspidal de G. Soit O, le caractére de . Notons (75, Vi)
le module de Jacquet normalisé de (7, V'), [11], §2, qui correspond & P ot P = M N
est le parabolique opposé & P. On introduit le terme constant (©)p := O, de O,
le long de P et le terme constant faible (©,)% := @W}% de O le long de P ot 1y est
le quotient maximal tempéré de 7y, [11], §5. On note souvent (O)r := (O,)p et
(@W)tj\% = (@W)tlg'

Soit V' le dual algébrique de V. Pour tout = € G, posons n(z)!: V! — V’,
Papplication transposée de 7(z). Soit P = M N un parabolique cuspidal de G. On
définit dp la fonction modulaire de P. On dit qu’un quasi-caractére y de Ap; est un
exposant dual de  par rapport & P = M N ¢'il existe un vecteur non nul v’ € V' tel
que:

(@) =v et w(a)v' =dp(a)?x(a)v
pour tout 7 € N et a € Apr. Notons Yy (P, Apr) I'ensemble des exposants dual de
par rapport & P = MN et Y*(P,Ay) = Yo (P, Ayp) N Apr. De ce fait le terme
constant (O,)p et le terme constant faible (©)% peuvent se décomposer comme
suit:
(©r)p = Z (G)W)RX et (On)p = Z (G)W)RX
XEYR (P, An) XEY W (P,An)

olt (O)p,y est la restriction de (©)p & Vi , vérifiant:
(©x)py(ma) = x(a)(Ox)py(m) pour tout m € M et a € Ap.

On dit que O est un caractére virtuel de G et nous écrivons © € V(G), s’il existe un

nombre fini, 71, w2, ..., € H(G) et ¢; € C tels que:
O .= Z ¢;iOnr,.
1<i<k

A remarquer que les caractéres © € V(G) sont localement intégrables car les O, le
sont, [6].

Ainsi, on peut définir le terme constant © p et le terme constant faible ©% de ©
le long d’un sous-groupe parabolique cuspidal P = M N de G par:

Op = Z Ci(@ﬂ'i)P et g: Z Cl(@ﬂ'z)g

1<i<k 1<i<k

On note souvent:

Om=0p= > ci(O)p et O =0p= Y c(O)p

1<i<k 1<i<k
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Un élément © € V(G) est dit supertempéré si ©%F, = 0 pour tout sous-groupe de
Lévi cuspidal propre M de G. Notons Vs (G), le sous-ensemble de V(G) formé par
les caracteres virtuels supertempérés.

Théoréme 1. Soit m € II(G). Alors son caractére ©, appartient a Ve (G) si est
seulement si w € I (G).

Démonstration. Soientw € II2(G) et P = M N un sous-groupe parabolique
cuspidal propre de G. Par définition, on a:

©p= Y (Ox)ry

XEY (P, An)

Mais comme Y;* (P, Apr) = Yy (P, Apr)NAp = 0 ([7], Lemme 3.6), on aura (©,)% = 0
donc O, € Vi (G). La réciproque se déduit du Lemme 2.21 et du Lemme 3.5 de [7].
O

Soit 7w € II(@). On dit qu’elle est elliptique si ©%, la restriction de son caractére O,
a Gep est non nul. Notons Il (G) le sous-ensemble de II(G) formé par les elliptiques
de G. Aussi, soient L € Lqysp et 7 € II(L), on note ig 1,(7) la classe de la représen-

tation induite Indg—rn, (7). Le caractere de ig () est noté ig r(©:).

Lemme 2. Si ©° € V(GY) alors il existe © € V(G) de fagon a ce que © apparait
dans la décomposition de i co(0°).
Démonstration. Supposonsque ©°:= > ¢;000u7n?,7d,...,7p € I[(GY)
1<i<k ‘
et ¢; € C. D’apres [7], Lemma 2.20, 7Y € II(G°) implique qu'il existe m; € II(G) tel
que la restriction de m; & G contient ¥ ou encore ; est une composante irréductible
de ig go(n?). Cela revient & ce que (voir Lemma 2.13 et Lemma 2.14 de [7]):

igao(m))=mi Y = men
neX/X (i)

olt m; est la multiplicité de 7? dans la restriction de m; & G° X le groupe des
caracteres unitaires de G/G° et X(m) = {n € X: m ® n = m}. En terme de
caractere, on a:

iG,go(Or0) =m; Z O @n

neEX/X(mi)
d’ou:
i6.00(09) = Z‘G,Gf)( T @> -y m< T @W,).
1<i<k ' 1<i<k neEX/X (i)
Ainsi, il suffit de prendre © := Y ¢;m;0,,. Il est clair que © € V(G). O

1<i<k
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Soit © € V(L), L € Leysp, il existe m,72,...,7, € II(L) et ¢; € C tels que:

0= Y ¢06,.Sitc W, onnote 'O, le caractere de la représentation t7; € TI(*L)
1<igq
et donc:

‘o= Y (‘0. V(L.
{1<i<q}
Soient P; = L1 N7 et P, = L3 N> deux sous-groupes paraboliques cuspidales de G
ot L € Leysp pour ¢ = 1, 2. Notons:

WL1,L2 — {t c WOC:, t(Ll mPO) C PO et t71 (LQ mPO) C PO}

Lemme 3. Soient L, et Lo deux sous-groupes de Lévi cuspidaux de G et
71 € II(Ly), alors on a:

(2) [iG7L1 (671)]L2 = Z Z.L27L2,t([t®Tl]L2,t)

teWwli, L2

ot Lgyt =LsN tLl.

Démonstration. Remarquons que 'expression (2) n’est autre que la for-
mule (3.3) de Herb dans [9] prouvée & partir du Lemme géométrique de Bernstein
et Zelevinsky [2], Theorem 2.12, car, lorsque le groupe G est connexe, ’ensemble
WEiL2 gpparait comme ’ensemble des représentants de:

PI\G/Py =Wy, \W§ /W,

et cela est di a la décomposition de Bruhat sur le groupe connexe G.

Ainsi, pour obtenir une formule similaire dans le cas d’'un groupe non connexe, il
suffit de décrire ’ensemble des représentants de P; \ G/P» et d’appliquer ensuite le
Théoreme 5.2 de [2].

En effet, a 'aide de I’expression (1) et de la décomposition de Bruhat sur G°, ona
cette double réunions disjointes:

G= |J we= w( U P(?UPOO)Z U U Pwr.

weWg weWg veWwg® weWe yew &’

Ce qui nous amene a avoir une bijection entre Py \ G/ P, et Wr, \ W¢ /W, d’apres
le Lemme 3.8 et la preuve du Lemme 3.9 de [7]. De ce fait, décrire I’ensemble
des représentants de P, \ G/P» revient & décrire ensemble des représentants de
Wi, \ Wg/Wr, qui n'est autre que WEi-L2 d’apres [2], §6. O
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Théoréme 4. Soit O € Vi (G); si ©¢ =0 alors © = 0.

Démonstration. La preuve de ce théoreme va suivre, en grande partie,
celle de la démonstration de [9], Theorem 3.2. Soit © € V4 (G) si ©¢ = 0 alors,
. = 0. Ainsi,
[10], [4], ©|go s’écrit comme combinaison linéaire des caracteres induit proprement.

par définition des éléments elliptiques de G et G°, on aura O|(ao)

Autrement dit il existe une famille { L9} <<, de sous-groupes de Lévi propres de G°
et 70 € II(LY) tels que:

@\GO = Z ng iGO,L?(@T?)’ n; € C.

(1<i<s}

Mais, comme pour tout 1 < i < s, il existe 7; € II(L;) avec la condition que L; est un
sous-groupe de Lévi cuspidal de G vérifiant L) = L; N G° ([7], Proposition 2.10), tels
que la restriction de 7; & LY devrait contenir 72, ([7], Lemma 2.20). Ce qui revient a
ce que 7; apparait dans la décomposition de iy, Lo (72). De plus comme LY est propre
dans G alors L; est aussi propre dans G, ([7], Lemma 2.6). Pour tout 1 < i < s,
notons X le groupe des caractéres unitaires de G/G°, Y; le groupe des caracteres
unitaires de L;/L? et pour x € X on note x, la restriction de y & L;. Aussi notons:

X(m)={xeX: x, ®7 =7},
Xi(m)={xeX: igr,(m)®x =tc,r.(m)},
Y(ri)={neY: n®n =7}

et soit c; la multiplicité de 70 dans la restriction de 7; a LY.
De ce fait ([7], Lemma 2.13), on a:

iL,;,L?(TzQ) =cCi- Z i Q1.
neY/Y (i)

Aussi, par induction:

ig,o() =g L (ig, o(7})) = ¢ - Z ic,L,(Ti ®n).
neY/Y (i)

Mais, comme G/G° et L;/L? sont commutatifs et finis, alors, application x — X1,
induit un isomorphisme entre X/ X (7;) et Y/Y (7;). Ainsi, on aura:

igro(m)=ci- Y iew(n®x),
XEX/X (i)

igro(m) =ci- |X1(m)/X ()| Y. iern(m)@x
XEX/X1(7i)
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En terme de caractere, cette derniere expression, n’est autre que:

i10(0r0) = ¢ | X1 (m)/X () Y ien(On) ®x.
XEX/X1(7i)

Mais, comme:

ic,0(0r0) =ig,r,(ir, 10(070)) = ig,go(igo,o(Or0))

k3

on aura:

i) = Y cmi- | Xi(m)/ X)) ien(On) ®x.

{1<i<s} XEX/X1(Ti)

Or, d’apres le Lemme 2, © apparait dans la décomposition de ig,go(©)go). Sans
perte de généralité, on peut supposer que:

O = Z ki : iG7L7',(67'1‘,)

{1<i<s)

ou k; = ¢ -n; - |X1(r)/ X (7)|. Posons [; la dimension de L; et soit [ le maximum
des [;. L’expression de © n’est pas unique, mais on peut supposer que les L;, ©,
et [ sont choisis les plus petit possible et que L; n’est pas conjugué a L; pour i # j.
Supposons que ! = Iy, ainsi, d’apres le Lemme 3, on a:

(2/) [iG7Li(®7'i)]Ll = Z iLl7Li,t(|:t@Ti]Ll,t)

tewkisL1

ou L;y = L1 N'L;. Supposons que L;; = Ly N'L; = Ly alors Ly C ‘L; et par suite
Ly = 'L; car dim(l;) > dim(’L;). Cést une contradiction car on a supposé que L;
n’est conjugué a aucun des L; pour tout i # 1. D’ot1, pour tout i # 1 et t € Wkiln
on a que L;; est un sous-groupe de Lévi propre de L;. Ainsi, pour m; € (Lq)en dans
lexpression (2'), on a:

9L1(m1) = Z Z ki - iLl;Li,t([t@Tz’]Ll,t)(ml) = Z k1 't@ﬁ (ml)

{1<i<s} tew kil tewli, L1

Se qui veut dire que @' := |WL1’L1|71 > ki -'©; € V(L1) est non elliptique
teWwli.l1
sur Ly car Op, = 0 (O € Vs(G)). Dong, il existe (M;)1<j<q des sous-groupes de

Lévi propres de Ly et 0; € II(M,) tels que:

o = Z hj-iLhMj(G)(;j), h; € C.

{(1<i<q}
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v . N o . .

Do igr,(0r) = ig,,(0) = Z hj - ica;(Os;). Ce qui veut dire que
{1<i<q}

iG,1, (O ) s’écrit, aussi, comme combinaison linéaire des induites & partir des sous-

groupes Lévi cuspidaux dont le dimension est strictement plus petite que celle de L.
Contradiction, d’ou © = 0. ]

On dit que (M,o) est une paire discréte-cuspidale de G si M € Leusp €t
o € Iy(M). Soit (M, o) une telle paire. Notons i a(0) la classe de la représenta-
tion induite Indp—psn (o) et R, := NG, le R,-groupe correspondant, ([7], §5). Soit
R, := RY Dextension centrale du R,-groupe comme dans ([7], §5):

1—>ZU—>§EU—>%U—>1.

Il existe un caractére central y, de Z, tel que l'ensemble II,(G) des constitu-
ants irréductibles de ig a(0) soit paramétré par ’ensemble II(R,, Xo) des classes
d’équivalence des représentations irréductibles p de é‘vﬁg ayant x, comme Z,-caractere
central, ([7], Theorem 5.21).

La paramétrisation de II,(G) nous permet de classifier ’ensemble II(G), qui est
réunion disjointe des W{’-paires discrétes-cuspidales (M, o) des ensembles 1L, (G),
([7], Theorem 2.22 et Corollary 3.2).

Un triplet (M, o,r) est appelé triplet virtuel cuspidal de G si (M, o) est une paire
discrete-cuspidale de G et r € Ry. A chaque triplet virtuel cuspidal de G, J. Arthur
([1], §2), fait correspondre une distribution-caractere % (M, o,r) := O(M, o, 7) ap-
pelé caractére virtuel cuspidal de G qui se décompose sous la forme:

(3) OM,or)= > Op(r

7elly (G)

oll ,v est le caractere de la contragrédiente de o, € H(é‘v%g, Xo) associée a 7 € I, (G).
De plus, on a:

0% (wM,wo,wrw ') =0%M,o,r) Ywe W,
En inversant (3) on aura, pour tout 7 € II,(G):

|§)‘E|1Z:99,r S(M,o,7)

rE?Ra

ou encore, ([1], §6):

(4) = Ro| ™" D 0, (O (M, 0,7).

reRs

396



Notons a; (resp. ag), lalgebre de Lie réelle de la composante déployée de M
(resp. G). Le groupe R, agit sur aps. Pour r € R,, posons:

ay c={Hecay:rH=H}, day = ﬂ a’yss
rERs

et
G
Roenn =Ny oy = {r € No; ayy = ag}

Soit r € R,. On sait qu'il existe un sous-groupe de Lévi L, de G contenant M tel
que ajy, = ar,, [3], Lemme 3. A priori, rien n’indique que L, est cuspidal. Mais,
on peut s’arranger pour qu’il le soit. En effet, soit ¢ une composante irréductible
de la restriction de o a M° ot1 M© est un sous-groupe de Lévi de GO tel que M° =
G° N M. Comme ¢ € Tlp(M°) ([7], Lemme 2.21), on peut définir le RS -groupe de
laoreprésentation induite IndggzMoNo (%) ([7], §4). Soit, donc, 10 € %Eg tel que
aho = aro, ol Lgo est un sous-groupe de Lévi de G° contenant M°. On pourra
vérifier que Lgo = L, NG pour un certain r € N, et 1 € %gs . Par suite L, serait
un sous-groupe de Lévi cuspidal dans G ([7], Proposition 2.10). Notons:
LewspRy) 1= £§15p(%‘,) ={S € Lewsp(M); ag =a};, pourunr € R,}

On dit que le R-groupe R, est essentiel si a%’ = ag. Le triplet virtuel cuspidal
(M, o,7) est dit elliptique si (M, o) est une paire discrete-cuspidale de G et 1 € Ry e

Proposition 5. Les caractéres des triplets virtuels cuspidaux et elliptiques de G
sont supertempérés.

Démonstration. On refait presque la méme démonstration que celle de
Herb, (][9], Theorem 3.1), dans le cas connexe tout en utilisant le Théoréme 4. O

Dans ([1], §3), Artur a montré que lorsque le groupe G est connexe alors les
caracteres OF (M, 0,7) des W -triplets virtuels (M, o,r) de G forment une base
de lespace V(G). On s’appercoit que son résultat s’étend, aussi, au groupe non
connexe. On se propose, dans la suite, de munir 'espace V(G) d’une autre base
faisant intervenir les caracteres virtuels cuspidaux supertempérés.

Théoréme 6. Tout élément dans V(@) s’écrit comme combinaison linéaire finie
d’induites de caractéres virtuels cuspidaux supertempérés.

Démonstration. Soit ® € V(G). Par définition, il existe mq,ma, ...,
i € II(G) et ¢; € C tel que: © = > ¢;0,,. Le théoréme sera démontré si
1<i<k
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on montre que le caractere O, m € II(G) s’écrit comme combinaison linéaire finie
d’induites de caracteres virtuels cuspidaux supertempérés. En effet, soit © € II(G).
On sait que, modulo la conjugaison par WOG , il existe une paire discrete cuspidale
unique (M, o) de G telle que 7 € II,(G). Or, 'égalité (4) nous donne I’expression de
son caractere:

(5) = Ro| ™" D 0o, (O (M, 0,7)

reRs

@ﬂ' = Z o’ell| ! Z 097\' @G M g, 7’)

SE»CC\JSI)(§R ) reRs

o,ell

d’apres ([3], Lemme 3). Par ailleurs, pour r € %ien, le triplet (M, o,7) est un triplet
deSet51r€§R ol O A

0% M,o,r) Z O,y (1)ic,s(© _ZGS|: Z Oy (r ]

TEI,(S) 7€, (S)
= igys[@S(M, g, 7“)]

Par conséquent, I’égalité (5) est équivalente a:

(6) Or= Y IRal™ D b.(ics(0°(M,0,1)

S€Lecusp(Ro) reéR” Jell
= Y s Ral X 6000500
S€Lcusp(Ro) reERS
= Z iq,5(Oxr,s)
S€Lcusp(Rs)
ou:
TFS _|§Raell| ! Z eg‘rr G)SMUT)
reR; Jell
Or,sir e §RU o1» le caractere virtuel cuspidal ©%(M, o, 7) est dans Ve (S) (Proposi-

tion 5). Donc O, g € Vg (S). Comme R, est fini, les S € Leusp(Ry) sont en nombre
fini. Ceci montre que le caractere d’une représentation irréductible tempéré de G est
une combinaison linéaire finie d’induites de caracteres virtuels supertempérés. D’ou
le théoreme. O

Définition 7. (1) On dit que (L, ©) est une paire cuspidale-supertempérée de G
si L € Leusp €6 O € Vyi(L).

(2) Soient (L;,©;), ¢ = 1,2 deux paires cuspidales-supertempérées de G. On dit
que (L1,01) et (L2, O2) sont conjugudes sous G s'il existe t € W tel que 'Ly = Lo
et t@l = O,.
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Proposition 8. Soient (L1,01) et (L2, 02) deux paires cuspidales-supertempé-
rées de G. Alors: ic 1,(0©1) = ig,1,(©2) si est seulement si les paires (L1,01) et
(L2, ©2) sont conjuguées sous G.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Théoreme 4
de [6] sur les caractéres d’induites cuspidales. En effet, pour tout i3 € (L1)en, on a:

(7) liG,2,(01)]L, (1) = [ic,1,(O2)]L, (I1).

En utilisant le Théoreme 4, 'expression (2) et le fait que '©; = ©; pour tout
t € Wil tel que 'Ly = Ly, I'expression (7) est équivalente a:

|{t S WLl’Lli tL1 = L1}|@1(l1) = Z (t@2)(11)l1 € (Ll)ell~

{tewl2.L1: t[ =15}

Si Ly n’est pas conjugué a Lo, on aura ©; = 0 car il est nul sur (Lq)ey d’apres le
Théoréme 4. Contradiction. D’out Ly est conjugué a Lo. Supposons que Ly = *L;
pour un certain s € W*; pour tout Iy € (L1)en, I'égalité (7) est équivalente a:

Ht e Whela: tny = L1}(©1) () = [{t e WEvEr: L, = L1}|(5_1®2)(11)

ce qui implique, en utilisant de nouveau le Théoréme 4, que: ©2 = *0;.
La réciproque est claire. O

Corollaire 9. Soit © € V(G), il existe, modulo la conjugaison par G, une famille
finie {(L;, ©;) }1<i<k de paires cuspidales-supertempérées de G, non conjuguées deux
a deux, tel que:

0= Y icL.(6).

1<i<k

Démonstration. Se déduit de la Proposition 8 et du Théoréme 6. (]
Soient w € II(G) et (L,O) une paire cuspidale supertempérée de G. On écrit

Or — ic,(0) si O, apparait dans la décomposition de i¢ 1,(0).

Théoréme 10. Soient (L;,0;), i = 1,2 deux paires cuspidales-supertempérées
de G et m € II(G). Si O, apparait dans la décomposition de ig 1, (©1) et ic,1,(02)
alors il existe t € G tel que 'Ly = L. De plus '©, apparait dans la décomposition
de @2.

Démonstration. SiOr < ig 1,(02) alors, il est clair que YO — r1, ¢(Or),
pour un certain w € WOLZ’. Ainsi:

YO2 = 71,,6(Or) = TL,.6 0iG,L,(01).
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En appliquant Pexpression (2), on retrouve qu'il existe ¢ € WOG vérifiant ‘L; C Lo tel
que: YOy < ir, i, (*O1), or ceci implique que 'Oy < i, 1,(YO2) = Tip, 1,(O2).
Comme O3 € Vg (L2), on déduit qu’il existe t € G tel que 'Ly = L et 101 < Os.
Mais ceci implique que: ‘©; apparait dans la décomposition de ©5. O

Corollaire 11 ([7], Theorem 2.22 et Corollary 3.2). Soient (Mi,01) et (Mz,02)
deux paires cuspidales-discrétes de G. Sill,, (G) et I, (G) possédent un constituant
en commun alors il existe t € G tel que *M; = M, et ‘o1 = 09. Réciproquement s’il
existe t € G tel que "My = Ms et ‘o1 = 03 alors I, (G) = I, (G).

Démonstration. Comme O, € Vi (G) si est seulement si o € IIx(G)
(Théoreme 1), le résultat se déduit du Théoreme 10. La réciproque est claire. ([

3. CLASSIFICATION DE II(G)

Soit (M, o) une paire discréte-cuspidale de G. Le paramétrage de I, (G) a travers
II(R,, X,) fait par Goldberg et Herb ([7], Theorem 5.21), qui ont d’ailleurs suivi
celle de Arthur [1] dans le cas connexe, fait intervenir beaucoup de choix, pour cela
on se propose de classifier, dans ce paragraphe, II(G) a travers les limites de séries
discretes.

Définition 12. Une représentation dans II(G) est dite essentielle (ou limite de
série discrete [5]) si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction
parabolique cuspidal. Notons:

Iess(G) :={m € II(G): 7 est essentielle}

A T’aide du Corollaire 11, ITes(G) est une réunion disjointe, modulo la conjugaison
par un élément de G, des paires discretes-cuspidales (M, o) des ensembles:

Ho,ess(G) = HU(G) M Iess (G)
On dit que le R,-groupe de ig r(0) est essentiel si a%’ =ag.

Théoréme 13. Soient (M,o) une paire discréte-cuspidale de G et m € II,(G).
Alors m € I, ss(G) si et seulement si le groupe R, est essentiel.

Démonstration. Sile groupe R, n’est pas essentiel, alors il existe L €
Lo cusp(M) tel que a%’ = ay et donc tout élément de R, laisse invariant point
par point az, or cela implique que %, = RL. Mais [[I(R,, xo)| = |1 (G)| et

|H(§%§,XU)| = |II,(L)|. Ainsi R, = RZ implique |II,(G)| = |II,(L)| et donc chaque
composante irréductible de ig ar(o) est de la forme i, (7) pour 7 € II,(L).
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Réciproquement. Supposons que I1,(G) a un élément proprement irréductiblement
induit. Cest-a-dire qu’il existe 7 € II,(G) tel que m = ig (7) ou 7 € II(L) et
L € Loy cusp- Or, 7 € II(L) implique qu’il existe, modulo conjugaison par un élément
de L, une unique paire discréte cuspidale (Mi,01) de L tel que 7 € II,, (L). Dans
ce cas, T € I,(G) N1, (G) et alors il existe t € G tel que (M,o) = (*My,! 01)
(Corollaire 11). Si on suppose que (M,0) = (My,01), alors L € Ly cusp(M) et
7 € II,(L). De ce faiAt: le Théoréme 6 et 'expression (6) impliquent que le caractére

denm = € II(R,, xs) s’écrit comme combinaison linéaire finie d’induites de
0 )
caracteres virtuels cuspidales supertempérés:

G)ﬂ— = Z iG,S(G)W,S)

S€Lo,cusp (Rs)

ol, pour S € Lo cusp(Ro), la paire (S, 0, g) est une paire cuspidale-supertempérée

de G. De méme, le caractere de 7 = 7,,, or € II(R%, x,) s’écrit comme combinai-
son linéaire finie d’induites de caracteres virtuels supertempérés:

0, = Z iL,7(©r7)

TeLk (RL)

0,cusp

L

ol,, pour T € L:o,cusp(%{; ), la paire (T, ©. 1) est une paire cuspidale-supertempérée

de L. Ce qui implique, par transitivitée de I'induction, que:

Or =ic,L(0,) = Z ic1(Or 1)
TeLk (RL)

0,cusp
Mais le Corollaire 9, implique que la famille {(.S, Oz 5)}serq cunp () €St cOnjuguée a
la famille {(T',©,1)}rec,r

O,C\)sp(éR(Lrl) :

En particulier, la famille {S; S € Lo cusp(Ro)} st conjuguée & la famille {T; T €

L cusp(RE)}. Ainsi, si on suppose que ces deux familles sont égales, on obtient:

ag # ar, C ag pour tout S € Lo cusp(Rs) et alors:

aG#ClLC ﬂ aszﬂa;\/[Ca%
S€Lo,cusp(RNo) reR,

D’ou le théoreme. O
Corollaire 14. Soit (M, o) une paire discréte-cuspidale de G. Supposons que:
igm(0) =T &M ® ... Dy

Si 1 € Hess(G) alors tous les m; € Mess(G).

Démonstration. Se déduit du Théoreme 13. O
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Proposition 15. Toute représent irréductible tempérée de G est irréductiblement
induite d’une essentielle.

Démonstration. Soit 7 € II(G), on sait qu’il existe, modulo conjugaison
par par un élément de G, une unique paire discréte-cuspidale (M, o) de G telle que
7 € II,(G). On va distinguer deux cas:

Si a% = ag, alors, le Théoréme 13 implique que, 7 € Il ess(G).

Si a%’ # ag, alors, aussi le Théoreme 13 implique qu’il existe L € Lo cusp(M) et

7 € I, (L) tel que 7 est proprement irréductiblement induite de 7.
L

Mais a%’ = ay, implique que R, = RE et alors aél}\tj’ = ar, ce qui signifie que R
est essentiel est donc, le Théoréme 13 appliqué & L implique 7 € I, ¢ss(L). D’ou la
Proposition. O

Corollaire 16. Soit 7 € II(G), si: m = ig,1,(01) 01 € Tess(L1) L1 € Leusp €t
T = iG.1,(02) 02 € Mess(L2) Lo € Leusp alors il existe t € G tel que 'Ly = Ly et
t§51 = 0.

Démonstration. Sid; € Ileg (L) alors le Théoreme 13, implique qu’il existe
R
une paire discrete-cuspidale (M7, 01) de Ly vérifiant )" = ar,, tel que d; € I, (L1).
Ly
o1

Ro ~ . . . . . . N
ce que a,/" = ar,. De méme d; € Iess(L2), implique qu'il existe une paire discrete-

Mais comme 7 est irréductiblement induite de d1, on aura ,, = R, ce qui revient &

cuspidale (M, 02) de Lo vérifiant a;};[? = ay, tel que 6y € Iy, (Le2). Ainsi 7 =
ic,1,(01) = ig,L,(92) implique 7 € I, (G) NIL,,(G) et donc il existe ¢ € G tel que
(My,01) = (*M>,! 02) d’apres le Corollaire 11. Supposons que (M, o) := (My,01) =
(M, 02), alors on aura ar, := ar, = ar, et donc d; = J3 car |II,(G)| = [II,(L)|. O
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