Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Ludék Berec
KdyZ se matematika potka s biologii: matematicka epidemiologie
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 63 (2018), No. 2, 91-107

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/147326

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzika, 2018

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents strictly for
personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
\J http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/147326
http://dml.cz

Kdyz se matematika potka s biologii:
matematicka epidemiologie

Ludek Berec

Abstrakt. Stiedovéka morova epidemie zptisobila smrt asi 17-22 % sv&tové populace, z toho
asi 30-60 % evropské populace, a trvalo zhruba 200 let, nez se svétovad populace vratila na
svou puvodni tdroven. Epidemie dnes casto zminované Spanélské chripky v letech 1918-1920
vedla ke smrti priblizné 3-5 % svétové populace. Svédky méné zdvaznych, avSak stdle dra-
matickych epidemii jsme i v soucasnosti. Pandemie tézkého akutniho respira¢niho syndromu
(SARS) mezi roky 2002 a 2004, pandemie prase¢i chfipky zpusobené kmenem HINI v letech
20092010, ¢i nedéavna epidemie eboly v zdpadni Africe ndm neustéle pripominaji, ze boj proti
infekcim pres Gspésné vymyceni pravych nestovic zdaleka nekonci. Naopak, objevuji se nové
nemoci, ale také rezistentni kmeny nemoci zndmych. Uz dlouho je nasim pomocnikem pii
snaze porozumét Siteni infekci a bojovat s nimi také matematika. Predstavime si prukopniky
matematické epidemiologie, ale také moderni aplikace matematickych modeli dynamiky in-
fekénich nemoci pro kontrolu skudct ¢i tvorbu plana pro zvladani potencidlnich chiipkovych
pandemii.

1. Na pocatku byl Bernoulli (a d’Alembert)

Daniel Bernoulli (1700-1782) se sice narodil do rodiny vyznamnych matematiki, otce
Johanna a stryce Jacoba, avsak jeho otec si z né€j dalstho matematika neptal, a tak
Daniel vystudoval medicinu. Pfestoze se postupné stal profesorem botaniky, fyziologie
a fyziky, studoval i matematiku. A v roce 1760 poslal do Akademie véd v Paiizi préci,
zabyvajici se otdzkou, zda by se proti pravym nestovicim méla podporovat inokulace®,
prestoze obcas zpusobovala smrt. Konkrétné slo o to odhadnout, o kolik se zvysi stredni
délka zivota v pripadé, ze eliminujeme pravé nestovice jako pri¢inu smrti. Inokulace
byla zndmé z Asie a pouzivana také v Anglii, ve Francii vSak vyvolala velkou polemiku.
Bernoulli byl proto pozadan, zda by se na tento problém nemohl podivat matematicky.

Bernoulli mél k dispozici specifickou timrtnostni tabulku udavajici, kolik osob z po-
¢atecni skupiny Py nové narozenych jedincu se dozilo daného véku, a zajimalo ho, jak
by tato tabulka vypadala, kdyby se v populaci nevyskytovaly pravé nestovice. Pro
svij model Bernoulli formuloval tfi zakladn{ pfedpoklady [11], [3]: (1) nové nakazeni
jedinci zemrou s pravdépodobnosti p, (2) lidé, ktef{ nemoc preziji (s pravdépodobnosti
1 —p), ziskaji celozivotni imunitu, (3) je-li da néjaky kratky casovy interval pak prav-
dépodobnost, Ze se jedinec nakazi mezi vékem x a z+dz, je ¢dz. Oznaéme S(x) pocet

1Zvané také variolace nebo variolizace. Jednéd se o dobrovolnou ndkazu méné virulentni formou
nemoci za ucelem prevence proti naslednému moznému nakazeni mnohem virulentnéjsi formou.

Doc. Ing. LUDEK BEREC, Dr., Biologické centrum AV CR. a Pifrodovédeckd fakulta JU v Ces-
kych Bud&jovicich, Branisovska 31, 370 05 Ceské Budéjovice, e-mail: berec@entu. cas.cz
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jedincu ze sledované skupiny, ktefi dosdhli véku x a nikdy se nenakazili, a R(z) pocet
jedinct ve véku z, ktefi se sice nakazili, ale pfezili. Zfejmé plati S(0) = Py a R(0) = 0.
Je-li tedy pravdépodobnost tmrti jedince z jinych pri¢in nez na pravé nestovice mezi
vékem z a x + dx rovna m(x)dz, popisuje dynamiku poctu nenakaZenych jedinct
diferencidlni rovnice?

ds

e —qS —m(x)S. (1)

Clen ¢S v rovnici (1) modeluje rychlost ibytku zdravych jedincti v disledku nékazy.
Béhem intervalu (z, x+dz) tak na nasledky nestovic zemfe pgS dx a prezije (1—p)q¢S dz
lidf® a také zemie m(z)R dx jiz uzdravenych jedincii. Mame tedy

dR _

1-— — 2
o = 1-p)S—m@)R (2)
a po secteni obou rovnic

ar S —m(x)P, (3)

_— = — — mlx

dz Pq )

kde P(x) = S(z) + R(x) je celkovy pocet jedincti ve véku z. Z téchto rovnic Bernoulli
odvodil pro proporci lidf véku z, ktei{ se stale nenakazili* [11], [3], vztah
S(x) 1
= P (4)
P(x) (1 —p)et +p

Bernoulli odhadl parametry svého modelu jako p = ¢ = 1/8 [3] a z pfedchozi rovnice
a znalosti P(x) z tmrtnostni tabulky mohl spoéitat S(z) a odtud pocet lidi, kteii
zemreli na nestovice mezi vékem x a = + 1 jako pq f;“ S(t)dt>. Souctem dmrti pres
vsechny vékové kategorie nakonec urcil, ze na nestovice zemre 101 lidi z ptavodnich
Py = 1300 osob. Hodnoty P(z) z pouZité tmrtnostni tabulky (tab. 2.1 na strané 7
préce [3]) a hodnoty S(z) spoctené ze vztahu (4) ukazuje obr. 1.

Bernoulli dale uvazoval, ze pokud se kazdy pfi narozeni neché inokulovat a inoku-
lace neni smrtelnd, bude pro dynamiku poctu jedinci platit

4@ _

= —m@)Q, Q) = R 5)

Kombinaci rovnic (3) a (5) lze eliminovat funkci m a dojit ke vztahu

P(z)

Qz) = 1—ptpeas

(6)
Hodnoty Q(x) spoctené ze vztahu (6) na zdkladé hodnot P(x) ukazuje taktéz obr. 1.

Stredni délka zivota za pritomnosti nestovic je rovna Ep = P%O IS P(z) dz, coz
odpovida 26 letim a 7 mésicim, kdezto stfedni délka Zivota bez neStovic je Eg =

2V matematické epidemiologii, ale i v jinych oblastech matematické biologie, se k popisu derivace
uziva Leibnizova notace % misto Lagrangeovy notace f/(z).

3Pfedpokladdme-li jako Bernoulli, ze délka trvani nemoci je mnohem kratsi nez délka zivota.

40znacime-li f(xz) = S(x)/P(z), pak kombinaci vyse uvedenych vztahti zfskdme df/dx =
= —qf + pqf?, f(0) = 1. To je diferencilni rovnice, kterou dnes nazyvame Bernoulliho a kterou
vyresil Danielav stryc Jacob.

5Coz aproximoval jako pq(S(z) + S(z + 1))/2.
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Obr. 1. Bernoulliho model inokulace. Hodnoty P(z) pochézeji z pouzité imrtnostn{ tabulky
(tab. 2.1 na strané 7 préace [3]), hodnoty S(z) jsou spocteny ze vztahu (4) a hodnoty Q(x)
jsou spocteny ze vztahu (6). Pouzité parametry: p=¢ = 1/8

= & fooo Q(z)dz, coz dava 29 let a 8 mésici, ¢ili narist o vice nez 3 roky. Pokud
nyni predpokldddme, Ze p’ < p je pravdépodobnost tmrt{ na neStovice zplsobené
inokulaci, je stfedni délka Zivota bez nemoci rovna (1 — p')Eq, a tedy inokulace bude
mit smysl, pokud p’ < 1— Eg/Ep =~ 0,11. Hodnota p’ ve své dobé nebyla zndm4, ale
Bernoulli ji odhadoval na méné nez 1 %. Jeho vypocty tedy uzit{ inokulace jednozna¢né
podporovaly.

Bernoulliho praci kratce po jejim zaslani do pafizské Akademie véd kritizoval
d’Alembert (1717-1783), pficemz navrhl jiné feSeni.® Je-li v(z) mortalita na nasledky
nestovic a m(z) mortalita kvali jingm pFi¢indm, plati

P v@P-m@P, PO =Py (M

Kombinaci rovnic (5) a (7) 1ze opét eliminovat funkci m a dojit ke vztahu

Q) = Pojen ([ ot ay). (5)

D’Alembertovo feseni ve skutec¢nosti neni ve sporu s Bernoullim, vyuziva jen jiny typ
informace (mortalita v misto parametru p, ¢) a nabiz{ alternativni FeSeni studované
otazky, které je navic obecnéjsi a jde nad rdmec imunizujicich infekci. Bernoulliho
metoda vsak poskytuje vhled do mechanismu infekce. Navzdory své kritice vsak také

6Kritizoval zejména fakt, ze parametry p a g jsou nezavislé na véku x. Navic se k Bernoulliho praci
musel dostat neoficidlné, coz zase kritizoval Bernoulli, nebot d’Alembertova kritika byla publikovina
0 5 let dfive [10] nez vlastni Bernoulliho préace [5].
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d’Alembert byl na strané inokulace [3]. Pfesto ve Francii nebyla inokulace ve velké
mife nikdy provadéna.”

Bernoulli vytvoril néco, co lze nazvat prvnim slozkovym (kompartmentovym) mo-
delem infek¢éni nemoci. Po této praci uz Bernoulli zadny epidemiologicky problém
nefesil. O néco pozdéji pak Duvillard a Laplace zobecnili Bernoulliho rovnici (6) pro
parametry p a q zavislé na véku:

_ P(x)
1= [2 p(y)ay)e Jo 124 ay

Q(x) (9)

V préci [11] je Bernoulliho TeSeni predstaveno ucelené a v obecnéjsi formé, zahrnujici
taktéz rovnici (9).

2. Sir Ronald Ross a Nobelova cena za vyzkum malarie

Ronald Ross (1857-1932) vystudoval lékarstvi v Londyné a poté pracoval v Indian
Medical Service. Mél spoustu volného ¢asu, a tak kromé psani basni se jako samouk
vénoval také matematice. Po nasledném studiu verejného zdravi a bakteriologie se
zacal vénovat malarii, coz jej nakonec privedlo k objevu, ze maldrie se prenasi komarim
bodnutim a ne pitim vody kontaminované koméry. V roce 1902 ziskal za sviij vyzkum
malérie Nobelovu cenu za fyziologii a medicinu.? Cestoval po svété a propagoval boj
proti malarii prostfednictvim redukce poctu komari. V roce 1911 byl povysen do
slechtického stavu.

Prestoze objevil cestu prenosu malarickych parazit a ze své zkuSenosti védél, ze
redukce komarich populaci vede ke snizeni po¢tu nemocnych, nebyl si tak iplné jisty
tim, zda lze touto cestou malarii vymytit. Pokusil se proto pfenos maldrie modelo-
vat. Jeden z jeho modeld sestdva ze dvou diferencidlnich rovnic a stal se zdkladem
pro mnoho soucasnych modela infekci prendsenych mezi lidmi prostrednictvim jiného
zivoc¢isného druhu. Tento model predpokldada konstantni populaci lidi N a komara n
v dané oblasti a modeluje rychlost zmény poétu infikovanych lidi I(¢) a komdru i(t).
Ross predpoklddal, ze béhem kratkého ¢asového intervalu d¢ bodne kazdy infikovany
komdr bdt lidi, jejichz pomérnd ¢dst (N — I)/N neni infekéni a je ndchylnd k pfenosu
infekce. Je-li pravdépodobnost prenosu infekce z koméra na ¢lovéka pri bodnuti p/,
dostavame bpi(N — I)/N dt nové infikovanych lidi v intervalu (¢,¢ + dt). Ross dale

7Problém nakonec ztratil relevanci, kdyz Edward Jenner ke konci 18. stoleti objevil, Ze inokulace
lidi kravskymi nestovicemi chrani pfed pravymi nestovicemi a je bezpecnd. Tato metoda, znam4é jako
vakcinace (z latinského vacca = krava) se pak rychle sifila Evropou.

8Udéleni této Nobelovy ceny je dodnes povazovano za kontroverzni. Ross jako prvni ukézal, ze
parazit Plasmodium relictum odpovédny za ptaci malarii se prenasi bodnutim koméra. Naproti tomu
italsky lékaf a zoolog Giovanni Battista Grassi (1854-1925) ptiSel jako prvn{ s myslenkou, Ze nékterd
stadia malarickych parazita rodu Plasmodium se museji vyvijet v bilych krvinkach, a nedlouho poté
se svymi kolegy popsal Gplné zivotni cykly nékolika téchto paraziti (vcéetné téch odpovédnych za
maldrii u ¢lovéka) a jejich vyvojovd stadia v komdrech rodu Anopheles. Grassi také ukédzal, ze u lid{
prendsi malérii pouze koméri samice. Puvodné chtél Nobelav vybor tuto cenu udélit spole¢né Rossovi
i Grassimu, avSak Ross spustil proti Grassimu pomlouva¢nou kampan. Jako ,neutralni arbitr“ byl
jmenovan Robert Koch a ten se priklonil na stranu Rosse s tim, Ze Grassi si cenu nezaslouzi. Podle
dnesnich standardt udélovani Nobelovy ceny by ji nejspise ziskali oba.
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predpokladal, ze béhem stejného casového intervalu se uzdravi af dt lidi, a tak

% = bp’i% —al. (10)
Podobné béhem doby dt bodne kazdy neinfikovany komér bd¢ lidi, z nichZz pomérna
Cést I/N je infekéni. Je-li pravdépodobnost prenosu infekce z ¢lovéka na koméra pri
bodnuti p, dostavdme bp(n — i)I/N dt nové infikovanych komért. Béhem stejného
¢asového intervalu pak za predpokladu, Ze infekce neovliviiuje mortalitu komart, zemie
mi dt infikovanych koméri, a tak

di

— =bp(n —i)— — ma. 11

= bp(n i) ()
ProtoZe maldrie je v infikovanych oblastech endemickd (tedy neustédle piitomnd,

na rozdil od epidemické infekce, kterd se objevi a ustoupf), zajimal Rosse pouze sta-

ciondrn{ stav tohoto systému, pro ktery plati dI/d¢ = di/dt = 0. Kromé trividlniho

stacionarniho stavu bez malarie, I* = i* = 0, existuje také netrividlni stacionarni stav:

1 —amN/(b*pp'n)

I* e 1- amN/(bQZ)p,n)

T+aN/(bpm) " " 1+ m/(bp)

(12)

(obr. 2a). Plati-li I* > 0 a * > 0, odpovida tento stav endemické pritomnosti maldrie
v lidské i koméafi populaci. To nastane, pokud je pomér poctu komara k poctu lidi
vyssi nez kritickd hodnota,

n am

—_ > — 13
N > b2pp’ (13)

(obr. 2b). Pokud tedy populaci komaru dostatecné zredukujeme, maldrie by méla zmi-
zet. A to je pfesné to, co chtél Ross svym modelem ukazat.

—1idé (I/N) — !
----komari (i/n) 5 !
08¢ =08 |
© :
® = |
06 =061
< g !
g g ‘
€04 = 04F
o |
0,2 jeemTTmmmmm s - 0,2 !
l' !
. |
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40
cas pomér populaci (n/N)
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Obr. 2. Rosstiv model pfenosu maldrie. (a) Casovy priibéh maldrie popsany modelem
(10)—(11); N = 1000, n = 10000. (b) Prevalence infekce I/N (podil nakazené populace)
mezi lidmi jako funkce poméru n/N mezi velikosti koma¥i a lidské populace. Cérkovand Cara
vyznacuje kritickou hodnotu am/(b*pp’). Parametry: b=2,p=p =02,a=0,5, m=1
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Ross, tfebaze 1ékar a matematik-amatér, prosazoval nézor, ze matematika by méla
obecné v epidemiologii hrat vyznamnou roli, jinak nemuZeme epidemiologii pokladat
za dostatecné védeckou. Nestaci pouze védét, ze dané faktory danou nemoc ovliviiuji,
musime umét tento vliv kvantitativné odhadnout. Napiiklad v jeho modelu nestaci
védét, ze redukce mnozstvi komdrt sniz{ prevalenci maldrie (podil nakazené populace)
mezi lidmi — dilezitéjsi je védét o kolik. Snizime-li populaci komart napiiklad na jednu
polovinu, o kolik se snizi prevalence malarie mezi lidmi? A je mozné snizit mnozstvi ko-
maru tak, aby malarie zcela zmizela? Jediné matematika se zda byt v hledani odpoveédi
na tyto otazky dostatecné efektivnim nastrojem.

3. McKendrick a Kermack, otcové zakladatelé

Prace Bernoulliho a Rosse fesily konkrétni aktualni otdzku. Za opravdovy start mate-
matické epidemiologie jakozto discipliny tak zfejmé muzeme povazovat obecné prace
A.G. McKendricka a W. O. Kermacka. Anderson Gray McKendrick (1876-1943) vy-
studoval medicinu a podobné jako Ronald Ross se nejen pridal k Indian Medical Ser-
vice, ale také studoval matematiku a v roce 1926 se stal ¢lenem matematické spo-
le¢nosti v Edinburghu. Dokonce se pripojil k Rossovi na misi do Sierry Leone, kde
spolu bojovali proti malérii. Pozdéji se vratil do Indie, kde se snazil omezovat vyskyt
uplavice v mistni véznici a zabyval se imunizaci proti vztekliné. William Ogilvy Ker-
mack (1898-1970), vystudovany chemik, zac¢al spolupracovat s McKendrickem na ma-
tematickém modelovani epidemii,? coz vyustilo v sérii ¢lankd zésadnich pro budouci
matematickou epidemiologii [18], [19], [20].

V roce 1926 publikoval McKendrick spojity, avsak stochasticky model epidemie.
Predpoklddal, Ze z pohledu infekce prochézi jedinec tfemi stadii: ndchylny (S) — ne-
mocny (I) — uzdraveny (R).!° Déle po vzoru Rosse predpoklddal, Ze pravdépodobnost,
ze béhem malého casového intervalu dt dojde pravé k jedné infekci, je rovna SST dt
a pravdépodobnost, ze béhem malého casového intervalu dt se pravé jeden jedinec
uzdravi, je rovna I dt. Avsak misto toho, aby na zdkladé této ivahy sestavil podobné
jako Bernoulli ¢i Ross systém obycejnych diferencidlnich rovnic, podival se na dyna-
miku tohoto systému jako na nadhodny process.!! Jednou z nezodpovézenych otazek
té doby bylo, zda epidemie skonci, az kdyz se vSichni jedinci v populaci nakazi, ¢i zda
je mozné, aby epidemie skoncila, aniz by se vsSichni jedinci v populaci nakazili. Mc-
Kendrick tedy odvodil vztah pro pravdépodobnost g7 r, Ze populace béhem epidemie
projde stavem (I, R), a zajimal se specidlné o pravdépodobnost, Ze se béhem epidemie
nakazi pfesné R jedinci, tedy hodnoty (go,r)o<r<n. Protoze do stavu (I, R) se mu-
Zeme dostat ze stavu (I — 1, R), pokud se jeden zdravy jedinec nakazi, nebo ze stavu
(I +1,R—1), pokud se jeden nemocny jedinec uzdravi, plati pro pravdépodobnost

9Bernoulli, Ross, McKendrick i Kermack byli 1ékafi &i piirodovédci, avSak vsichni se zaroven za-
jimali o matematiku a publikovali matematické ¢i biomatematické prace. To znacné kontrastuje se
soudasnym stavem vyuky matematiky na vysokych skoldch v Ceské republice, kdy se na lékafskych fa-
kultdch matematika nevyucuje viibec a pro biologické obory na prirodovédeckych fakultiach se vyuka
matematiky omezuje.

10Standardni oznaéeni S pro pocet nachylnych jedincti pochézi z angl. slova ,susceptible“, I pro
pocet infekénich jedincu z angl. slova ,infectious“ a R pro pocet uzdravenych ¢i zemftelych jedinctu
z angl. slov ,recovered“ ¢i ,removed“.

1 Definovanim pravdépodobnosti vyskytu udélosti béhem malého ¢asového intervalu dt vlastné
formulujeme uréity (nehomogenni) Poissontiv proces [24].
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q1,R vztah
qi1,rR = qI—l,RP((I - 1aR) — (I7R)) + qI—i—l,R—lP((I + 17R - 1) — (Iv R))? (14)

kde P((A,B) — (C,D)) je pravdépodobnost piechodu z néjakého stavu (A4, B) do
néjakého stavu (C, D). Prvni séitanec ve vztahu (14) ma pochopitelné smysl pouze
pokud I > 0 a druhy sc¢itanec jen pro R > 0. Protoze pravdépodobnost, Ze se jeden
zdravy jedinec béhem malého ¢asového intervalu dt nakazi, je rovna SSIdt = S(N—
—I — R)I dt a pravdépodobnost, Ze se jeden nemocny jedinec béhem doby dt uzdravi,
je rovna ~I dt, je pravdépodobnost pfechodu ze stavu (I — 1, R) do stavu (I, R)

B(N — I — R)Idt B(N —I—R)
P((I-1 I = = 1
(I=LR) = (LR) = g pTatoTdt AN —T-R+5 Y
a analogicky pravdépodobnost pfechodu ze stavu (I + 1, R — 1) do stavu (I, R)
Idt
P(I+1,R—1)— (I,R) = 7 7 (16)

BIN—T—R)Idt+~Idt B(N—-I-R)+~

O pripadném vypuknuti epidemie muzeme uvazovat pouze v pripadé, ze do jinak
zdravé populace vstoupi alespon jeden infekéni jedinec. Volime tedy pocatecni pod-
minky I(0) = 1 a R(0) = 0. To implikuje g1,0 = 1 a ndsledné umoznuje spocitat
(qr,0)2<r<n, (q1,1)o<r<n—-1, (q1,2)0o<i<N-2 aZ qo,n. Piiklad pribéhu pravdépodob-
nosti, ze se béhem epidemie nakazi pfesné R jedinct, tedy (go,r)o<r<n, ukazuje obr. 3.
Infekce mize diky nahodé vymrit brzy po vypuknuti epidemie a pak dosdhneme pouze
malych R, nebo se rozbéhne a nakonec ustoupi diky nedostatku prilezitosti nakazit
dalsi nachylné jedince. Ve druhém pfipadé je pro ndmi zvolené parametry nejprav-
dépodobnéjsi hodnota R na konci epidemie lehce pod 600, coz si potvrdime o néco
pozdéji v odpovidajicim deterministickém modelu.
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Obr. 3. McKendrickuv stochasticky model. Numericky vypoctené pravdépodobnosti
(go,r)o<r<nN, Ze se béhem epidemie nakazi pfesné R jedincu. Parametry: N = 1000, 8 =
=0,00075a~v=0,5
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Deterministickou verzi pravé predstaveného stochastického modelu sestavil McKen-
drick spolu s Kermackem ve své prvni spolecné praci [18]. Tento model pfindsi mnohem
komplexnéjsi pohled na prubéh epidemii a tvoii zdkladni stavebni kimen soucasné ma-
tematické epidemiologie. Za¢néme slovnim popisem prubéhu epidemie bézné sezéonni
chripky. Zpocatku kazdého roku nejprve slysime, jak nartstd pocet chripkovych one-
mocnéni, jak je na spadnuti chfipkova epidemie, jak pravé vypukla, jak brzy dosahne
¢i doséhla vrcholu, jak je na dstupu, az nakonec jak dé zase na priblizné devét mésicu
témér vSem pokoj. Jsme tak svédky jakési ¢asové epidemické viny, kterd se prezene
a u které nds zejména zajima, za jakych podminek vznika, jak vysoky bude jeji vr-
chol, jak dlouho potrva a kolik nakonec zasdhne lidi. Zakladni model za touto vlnou
je vlastné az neuvéritelné jednoduchy.

Uvazujme populaci o velikosti IV, v niz jsou na pocatku vsichni jedinci k dané in-
fekci nachylni a do které vstoupi jeden ¢i nékolik mélo nemocnych. Tito béhem doby,
kdy jsou infekéni (tedy nez se uzdravi ¢ zemfou), mohou nékteré ndchylné jedince
nakazit a tito pak nemoc sifi dale. Jak bude vypadat dynamika takového systému?
Opét rozdélme populaci na nachylné (.5), nemocné (I) a uzdravené (R) jedince a pred-
pokladejme, Ze vsichni nachylni jedinci jsou ve své nachylnosti k ziskéni infekce stejni,
vsichni infekéni jedinci maji stejnou schopnost nachylné jedince nakazit a jedinci mo-
hou v zasadé interagovat kazdy z kazdym. K prenosu infekce je tieba, aby se nachylni
a infekéni jedinci setkavali a zfejmé nejjednodussi predpoklad je, Zze pocet nachylnych
jedinct, kteri béhem néjakého kratkého casového intervalu dt¢ onemocni, je timérny
mnozstvi infekénich jedinci v populaci; rychlost, s jakou pribyvaji infekéni jedinci, je
tak 8SI. K uzdraveni neni v zdsadé tieba zadné interakce, a tak rychlost, s jakou se
infekéni jedinci uzdravuji, mizeme v nejjednodussim piipadé modelovat jako imérnou
jejich poctu: vI. Predpokladame-li déle, Ze uzdraveni jedinci ziskavaji dlouhodobou
imunitu, a uvazujeme-li kratkou dobu trvdni epidemie (narozeni a pripadnou smrt
z jinych pfi¢in tak miZeme ignorovat), zddné dalsi procesy modelovat nepotiebujeme.
Protoze jedinci, ktefi opusti tfidu S, se objevi ve t¥idé I, a jedinci, ktef{ opusti tridu I,
se objevi ve tfidé R, bude nas model vypadat nasledovné:

ds

e

drl

& = BSI=11, (17)
dR

== =4I

a !

Vsimnéte si, Ze pro model (17) trividlné plati

dN dS dI dR
E_E+E+E_O’ (18)

a tedy velikost populace N v modelu (17) je v Case neménn4.

Model (17), sloZeny ze tiid S, I a R, se nazyva SIR model. V matematické epidemio-
logii se modely casto popisuji zkratkami, kde jednotliva pismena znamenaji modelové
tTidy a jejich poradi udava smér postupu mezi jednotlivymi tfidami. Tyto ttidy a pre-
suny mezi nimi Ize také nazornéji zobrazit pomoci schematickych diagrami. Obrazek 4
ukazuje takovy diagram pro SIR model (17), obr. 6 pak pro chiipkovy model (23),
o kterém si fekneme pozdéji.
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Obr. 4. Schematicky diagram jednotlivych modelovych tiid a pfesunti mezi nimi pro SIR
model (17)

Analyza SIR modelu (17) mimo jiné umoziiuje uréit, za jakych podminek vypukne
epidemie, a pokud vypukne, jak silnd bude, tedy kolik jedinctt bude infekénich na
vrcholu epidemie a kolik jich celkem onemocni. Epidemie v systému s pocatecnimi
podminkami I(0) = e pro néjaké malé € > 0, S(0) = N —e a R(0) = 0 vypukne, bude-
-li pocet infekénich jedinca v populaci rust, tedy bude-li pro ¢t ~ 0 platit dI/d¢ > 0.
To nastane pro SN/y > 1 a tedy N > ~/B.1? Cislo Ry = BN/~ se nazyvé zakladni
reprodukéni ¢islo a mé zajimavou praktickou interpretaci. Protoze SN je stfedni pocet
jedinct, které jeden infekéni jedinec v jinak plné nachylné populaci infikuje za jednotku
Casu, a 1/v je stfedni doba, po kterou je tento jedinec infekéni, je Ry stfedni pocet
jedinci, které jeden infekéni jedinec v jinak plné néchylné populaci infikuje béhem
doby, po kterou je infek¢ni. Je-li Ry > 1, dochézi k vypuknuti epidemie, v opa¢ném
piipadé epidemie nevypukne.'3 Priibéh epidemie popsany SIR modelem (17) ukazuje
obr. 5.
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200 207

0 00 30 20 TR TR 0 200 400 600 800 1000
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Obr. 5. SIR model. (a) Casovy priibéh epidemie popsany SIR modelem (17). (b) Typicka,
epidemicka kfivka ve fazovém prostoru. Parametry: N = 1000, 8 = 0,00075 a v = 0,5, coz
implikuje Ro = 1,5, S* = 666,6 a Imax = 63

Zékladni reprodukéni ¢islo Ry je jednou ze zékladnich charakteristik infekénich
nemoci. Vétsinu praktickych veli¢in lze totiz vyjadrit jako funkci Ry. Naptriklad z po-
zorovani, ze pocet nachylnych jedinci v case klesa (dS/dt < 0) a rovnosti dI/dt =0

12Rovnici pro poéet infekénich jedinct lze piepsat jako dI/dt = vI(8S/v — 1). Protoze pro t ~ 0
plati I =~ 0 a S &~ N, dostdvdme dI/dt > 0 pravé tehdy, kdyz SN/v > 1.

13V praktické epidemiologii je podminka pro vypuknuti epidemie nastavena jinak. V Ceské re-
publice je chiipkova epidemie vyhlasovana na zdkladé tydenniho monitoringu novych pripada akutné
respiracnich infekci. P¥i dosazeni tzv. epidemického prahu 1600—1 800 nemocnych na 100 000 obyvatel
je v Cesku vyhlasovana chiipkova epidemie.
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snadno zjistime, ze vrchol epidemie nastava ve chvili, kdy pocet nachylnych jedinci S
je roven S* = N/Ry. Lze také odvodit rovnici, kterd svazuje poéty nachylnych a in-
fekénich jedincii' (obr. 5b),

S5(t)

I(£) = —S(t) + S(0) + 1(0) + }% o (19)

Z této rovnice pak dosazenim S* = N/Ry za S(t) plyne, Ze na vrcholu epidemie bude

L = S(0) + 1(0) + Rﬂo (m Rﬁo ~1n S(0) - 1) (20)

infekénich jedincu, a také, Zze veliCina
N
Hit)=5St)+1(t)— = In S(¢) (21)

je podél trajektorie TeSeni konstantni, tedy dH/dt = 0.
Z modelu (17) lze také uréit pocet nachylnych jedinct S, ktefi epidemii po jejim
skonceni uniknou. Tento pocet je dany implicitné jako feseni rovnice'®

Soo Soo

Cislo So je jisté nenulové a findlni velikost epidemie tak bude Rs = N — So < N.
Lze také ukazat, ze S, I a R jsou nezaporné, ze S klesd k S, R roste k Ry, a I po
pocateénim rustu zac¢ne od okamziku, kdy I = I,.x, klesat a limitné se blizit nule, jak
také ilustruje obr. 5a.

Ve své prvni spoleéné praci [18] Kermack s McKendrickem ve skutecnosti sesta-
vili a analyzovali slozitéjsi epidemicky model, jehoZ je préavé predstaveny model (17)
pouze specidlnim pripadem. Pro tento slozitéjsi model autori predpokladali, ze pravdeé-
podobnost uzdraveni nemocného jedince, stejné jako pravdépodobnost, ze pti kontaktu
nakazi jedince zdravého, zavisi na ¢ase uplynulém od okamziku, kdy se on sdm nakazil.
Parametry S a v modelu jsou tak pro kazdého jedince funkci ¢asu od okamziku jeho
nékazy. Dalsi spolecné prace [19], [20] Kermacka a McKendricka jejich ptivodni model
déle rozsirili o natalitu, mortalitu a migraci.

4. Chripka a jeji potencidlni pandemie

V reakci na neddvné pandemie ptaci chiipky v letech 2003-2006 a zejména praseci
chripky mezi lety 2009 a 2010 vznikla celd fada matematickych modelt popisujicich
lokélni, ale i globélni infekéni dynamiku potencidlniho pandemického kmene chiipky.
Nejjednodussi rozsifeni SIR modelu (17) na chfipku vznikne pfiddnim latentnich je-
dinctt E (z angl. slova ,exposed“), ktef{ jsou uz sice infikovani, ale jesté ne infekéni,'6

147 modelu (17) lze odvodit rovnici dI/dS = 1 — N/(RgS), jejiz integraci od S(0) do S(t) ziskame
rovnici (19).

157 modelu (17) lze odvodit rovnici dR/dS = —N/(RoS), jejiz integraci od S(0) do S(t) ziskdme
rovnici (22).

16Neplést s inkubaéni dobou mezi nakazenim a vyskytem symptom infekce.
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a rozdélenim infekénich jedincti na symptomatické Ig, ktefi nemoc déle siFi (pu-
vodni tfida infek¢nich jedinct, priblizné dvé tretiny infikovanych jedinci), asympto-
matické I4 (infek¢nost snizend na polovinu) a uréitd mald proporce py symptomatic-
kych jedinca Iy, ktefi zistanou dobrovolné doma a kromé své rodiny se s nikym po
dobu nemoci nestykaji. Oznac¢ime-li stfedni dobu latentni periody jako 1/o (u chiipky
piiblizné 1,9 dne) a stfedn{ dobu infekéni periody jako 1/v (asi 4,1 dne) [16], [9],17
dostéavame model

8 S+ L),

O BSUs + 1 1a) ok

%’S - 2(1 — p)oE —~ls, (23)
% = éUE—VIm

diif = %pHJE—VIm

% =~v{Is+ 14+ In).

S
!
E
!
I

I i 1,
I
R

Obr. 6. Schematicky diagram jednotlivych modelovych tfid a pfesuni mezi nimi pro chfip-
kovy model (23)

Prostorové modely globalniho sifeni chtipky kombinuji dynamiku lokalnich epi-
demii v rdmeci méstskych aglomeraci, popsanou napiiklad modelem (23), s modely
pohybu lidf mezi aglomeracemi konstruovanymi napriklad na zakladé dat o osobni le-
tecké dopravé [15], [9], [28]. Mezi jinym modely tohoto typu ukézaly, Ze piipadny novy
virus by se po celém svété rozsitil béhem nékolika mésicti od jeho objeveni se a ze
omezeni délkové dopravy by tomuto Sifeni velmi pravdépodobné zabranilo jen nepa-
trné. To také vedlo Svétovou zdravotnickou organizaci WHO k doporuceni nezavadét

1"Nékdy se rozlisuje latentni perioda (stfedni doba 1,4 dne) a inkubaéni perioda (stiedni doba
1,9 dne). Pak je tfeba vzit v tvahu, ze distribuce téchto period jsou zévislé [17].
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(s vyjimkou velmi izolovanych populaci) v piipadé pandemie prase¢i chiipky v roce
2009 jakdkoli dopravni omezeni [26], doporuceni, kterym se vétSina zemi viceméné
fidila [27].

Ke studiu uc¢innosti fady moznych opatfeni k zastaveni ¢i zmirnéni $iteni chripky,
vcetné navrhu optimalnich strategii k distribuci a uziti antivirotik a ockovaci latky, se
dnes ve velké mife pouzivaji tzv. agentové orientované simula¢ni modely [14]. Zakla-
dem téchto modelu je jedinec, coz umoznuje studovat takové jevy jako Siteni chiipky
v ramci domdacnosti a testovat takova opatieni jako adresnd profylaxe ¢i omezeni so-
cialnich vazeb. Simulace pomoci agentové orientovanych modeld napriklad ukéazaly, ze
nejucinnéjsi strategii je kombinace mnoha riaznych opatreni, ze i¢innost téchto opat-
Feni je citliva k rychlosti, s jakou jsou zavedena, a k mife, s jakou jsou porusovina [14].
Ukazaly také, ze skolaci jsou klicovou skupinou pro ptfenos chiipky, coz vedlo k dalsim
studifm vlivu zavirdni $kol na pribéh pandemii/epidemii a také k doporuceni skolaky
proti pandemické (ale i sezénni chiipce) primérné ockovat [6].

5. Endemické nemoci a kontrola skudcu

Zatimco chfipka je (opakované) epidemickd nemoc, maldrie studovand mimo jiné Ros-
sem je nemoc endemicka. Je tedy v populaci stale pritomné. To je Casto pripad tzv.
zoonoz, tedy infekci primdrné prenosnych mezi zviraty, avsak napadajicich také lidi
(v nasich podminkéch napt. lymskd boreliéza). Pro modelovani endemickych nemoci je
tak dulezité, abychom s ohledem na dlouhé ¢asové skaly uvazovali mozné demografické
procesy jako natalitu a mortalitu z jinych pri¢in, nez je studovand nemoc. To mimo
jiné znamena, Ze pocet nachylnych a infekénich jedinctu ¢i prevalence nemoci obvykle
smeéruji k néjakému nenulovému stabilnimu stacionarnimu stavu, pripadné stabilnimu
limitnimu cyklu. Prikladem interakce, kde pozorujeme oba tyto pripady v zavislosti na
hodnotéach parametrt modelu, je systém slozeny z nachylnych jedinct .S, infekénich je-
dinct I a volné zijicich infekénich stadii patogenniho organismu P (z angl. ,pathogen*,
avSak pro tuto t¥idu neni oznadeni v literatufe ustdleno) [2]:

d

d—f =a(S+1I)—-bS—vSP,
dr

P

(il—t =M —uP—v(S+I)P.

V tomto modelu vykazuje populace bez infekce (S = N, I = P = 0) exponencidlni
rist dany rovnici dN/dt = (a — b)N, pri¢em?Z parametr a reprezentuje rychlost roz-
mnozovani (natalitu) na jednoho jedince a parametr b rychlost umirani (mortalitu) na
jednoho jedince [21]. Model (24) navic predpokldda, ze infekén{ jedinci se uz neuzdravi,
naopak nasledkem infekce je jejich mortalita navySena o hodnotu parametru «. Infekéni
jedinci produkuji volné zijici infekéni stadia s rychlosti A a tato stadia pak interaguji
s nachylnymi jedinci; rychlost této interakce skaluje parametr v. Volné zijici infekéni
stadia nakonec zanikaji s rychlosti u.
Zakladni reprodukéni éfslo pro model (24) je [2]

A vIN

Ry= 2. ~'
T a+b pu+uvN’

(25)
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kde N = S + I je celkova velikost populace. Odtud mimo jiné plyne, Ze pro to, aby se
nemoc v populaci sifila, tedy aby platilo Ry > 1, musi byt prvni zlomek vyrazu (25)
nutné vétsf nez 1 (tedy A > a + b'8) a zdroven

A a+b
vA 1—(a+b)/\

Je-li vsak N < Nrp, infekce se neuchyt{ a populace roste exponencialné s rychlosti
a — b. I tak ale populace za predpokladu a > b dfive nebo pozdéji kritické velikosti
Nrp dosahne, a pokud infekce systém ohrozuje opakované, drive nebo pozdéji bude
Ry > 1 a infekce se v populaci zacne sitit. Otazka je, do jaké miry je infekce schopna
popula¢ni rist regulovat. Blizsi analyza modelu (24) ukazuje existenci ¢tyf moznych
dynamickych rezimu, véetné regulace hostitelské populace do stabilniho stacionarniho
stavu nebo do stabilniho limitniho cyklu [2] (obr. 7). Aplikujeme-li tento ¢i jiny model
na néjakou populaci skidce, muzeme se ptat, jaké parametry by patogen mél mit,
abychom mohli velikost populace snizit na urcitou danou hodnotu.

N> Np= (26)
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Obr. 7. Cty¥i mozné dynamické rezimy modelu (24) v zévislosti na parametrech a a A.
Ostatni parametry: a =4, b=1,v=0,1, u =14

Rada patogenti zptisobujicich endemické infekce nemé volné zijici stadia a pirenasi
se jinymi cestami a fada hostitelskych populaci neroste exponencidlné. To m4 vliv na
pocet rovnic a tvar jednotlivych jejich ¢lent, avsSak zakladni filozofie modelu, véetné
rovnic pro t¥idy S a I, zustava. Napiiklad v praci [4] je odvozen nédsledujici model po-
hlavné prenosné infekce v populaci, ve které je jak rychlost rozmnozovani tak rychlost
prenosu infekce fizena rychlosti pareni:

dS  (S+(1— o)1) ST
@ PN ANy WIS (27)
dl ST

18V redlnych systémech je tato podminka splnéna [2].
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Pomineme-li zde detailni vyznam jednotlivych ¢lenti a parametri, analyza modelu (27)
je jiz velmi komplikovand, nebot zde pozorujeme mnohé typy bifurkaci.'® Obrizek Sa
ukazuje priklad bifurka¢niho diagram modelu (27). Je-li rychlost pfenosu infekce re-
lativné mald a populace relativné velkd (nad dolni vodorovnou éirkovanou éarou®?),
dosdhne populace stabilnfho staciondrniho stavu (plné ¢ernd ¢éra). V bodech oznade-
nych jako SN dochazi k bifurkaci typu sedlo-uzel, pii které vznikaji ¢i zanikaji dva
staciondrni body modelu (sedlo a uzel), v bodé H se pak projevuje tzv. Hopfova bifur-
kace, pri které dochazi ke vzniku limitnich cykld, které jsou v tomto pripadé stabilni
(8edé kiivky v obr. 8a vyznacuj{ minimum a maximum tohoto cyklu vzhledem k pro-
ménné N). Mezi body SN tak existuji tfi stabilni staciondrni stavy: staciondrni stav
s vysokou populac¢ni hustotou, stacionarni stav ¢i limitni cyklus s nizkou populacni
hustotou a vymren{ populace (obr. 8a). Pro dostate¢né velkou hodnotu parametru A
pak limitni cyklus narazi na dalsi sedla modelu vyznacend vodorovnymi ¢arkovanymi
Carami, pricemz se cyklus rozpada a zanika v tzv. heteroklinické bifurkaci. Za touto
hodnotou uz populace bez ohledu na svou aktudlni velikost vymira. Obrazek 8b de-
monstruje ¢asovou dynamiku modelu (27) pro rizné hodnoty parametru A odpovidajici
riznym dynamickym rezimtim z obr. 8a.

6. Zavér

Svét je fascinovan epidemiemi, coz doklada i mnozstvi filmu a seriald, které na toto
téma vznikaji. V nékterych takovych filmech ¢i seridlech se dokonce objevuje zminka
o zakladnim reprodukénim ¢isle Ry a jeho vyznamu. Epidemiemi ¢i obecnéji dynami-
kou infekénich nemoci byli a jsou fascinovéani také teoreticky zaméreni védci. A pravé
diky nim dnes existuje oblast matematické biologie znamé jako matematicka ¢i teore-
ticka epidemiologie. Dnes existuji matematické modely témér kazdé zavaznéjsi infekéni
nemoci, véetné ikonickych infekci jako chiipka, malarie, mor, spalnicky, ebola ¢i HIV,
ale i méné ,popularnich® infekci jako jsou cholera, lymské boreliéza, horecka dengue,
cerny kasel, tuberkuléza ¢i schistosomidza, nemluvé o mnohych dalsich infekcich rost-
lin a zivocichu. Epidemiologickych modeli vSak lze vyuzit i k popisu Sifeni jinych entit,
jako napf. zombie [1], kiirovce [22] & fam [7].

Hmatatelnym diikazem toho, ze matematika se v epidemiologii stava béznym pra-
objevi zdhy po vypuknuti pfislusnych epidemii a jejichz zédkladem je vzdy néjaky ma-
tematicky model infekén{ dynamiky, at uz jde o SARS [25], [13], praseci chiipku [8],
[12], nebo naposledy ebolu [23], [29]. Tyto a fada dalsich ¢lankid nejen popisuji dy-
namiku epidemii jednotlivych nemoci, véetné odhadt jejich urcujicich parametri, ale
také modeluji efekt riznych intervencnich opatieni k jejich kontrole a jejich ti¢innost
v lokdlnim i globdlnim méritku. Vysledky nékterych téchto studii se pak stavaji sou-
Céasti pldnt pro zvladani potencidlnich chiipkovych ¢i jingch pandemif [26], [6].

Matematicka epidemiologie dnes pokryva velkou fadu témat a logicky se vSe do tak
kratkého clanku nemuze vejit. Naméatkou bych zminil Siroce rozvétveny matematicky

9Rikdme, ze v dynamickém systému dochdzi pfi zméné néjakého parametru k bifurkaci, pokud
se pri této zméné chovani systému kvalitativnim zptisobem zméni. Typickou kvalitativni zménou je
zde zména poctu stacionarnich stavi systému ¢i zména jejich stability. Mnohé z téchto bifurkaci lze
nalézt pouze pomoci numerickych bifurka¢nich programu jako MatCont ¢i XPP/XPPAUT.
20Dostane-li se populace se svou velikosti pod tuto ¢aru, tak vymiré.
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Obr. 8. (a) Bifurka¢ni diagram modelu (27). Body SN oznacuji bifurkace typu sedlo-uzel,
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vyzkum evoluce patogentl a jejich hostitell, véetné evoluce virulence patogenti®!, evo-

luce rezistence patogent na lécbu ¢i evoluce tolerance hostitelt na jejich pritomnost.
Matematickd epidemiologie se také zabyva odhadovanim dilezitych parametri infekce
z dostupnych dat kratce po vypuknuti prislusné epidemie, zkoumanim vlivu moznych
mechanismu Siteni ¢i zkoumanim i¢innosti riznych dostupnych i potencialnich metod
prevence vyskytu epidemii ¢i nasledné kontroly jejich siteni. Matematicti epidemiolo-
gové dnes umi mnohé, avSak vazba na realné infekce a redlné problémy mnohdy vazne.
Je témér jisté, ze zdjem o jejich vysledky ze strany praktickych epidemiologu by jejich
dalsimu badani vice nez pomohl.

Podékovani. Autor dékuje V. Kiivanovi a recenzentum za pripominky k ¢lanku.
Podporovano Biologickym centrem AV CR (projekt RVO:60077344).

Literatura

[1] ALeEmi, A. A., BiIErRBAUM, M., MYERS, C.R., SETHNA, J.P.: You can run, you can
hide: the epidemiology and statistical mechanics of zombies. Phys. Rev. E 92:052801
(2015).

[2] ANDERSON, R. M., MAy, R.M.: The population dynamics of microparasites and their
invertebrate hosts. Philos. Trans. Roy. Soc. London Ser. B 291 (1981), 451-524.

[3] BACAER, N.: A short history of mathematical population dynamics. Springer, 2011.

[4] BEREC, L., JANOUSKOVA, E., THEUER, M.: Sexually transmitted infections and mate-
finding Allee effects. Theoret. Population Biol. 114 (2017), 59-69.

[5] BERNOULLI, D.: Essai d’une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite vérole
et des avantages de l’inoculation pour la prévenir. Mémoires de mathématique et de
physique, presentés a I’Académie royale des sciences, 1766.

[6] Centers for Disease Control and Prevention (CDC) 2009 HIN1 vaccination recommen-
dations (2009) [online].

Dostupné z: https://www.cdc.gov/hinlflu/vaccination/acip.htm

[7] CHENGA, J.-J., L1UB, Y., SHEN, B., YuaN, W.-G.: An epidemic model of rumor dif-
fusion in online social networks. Eur. Phys. J. B 86 (2013), 29.

[8] CoBURN, B.J., WAGNER, B. G., BLOWER, S.: Modeling influenza epidemics and pan-
demics: insights into the future of swine flu (HIN1). BMC Medicine 7 (2009), 30.

[9] CoLizza, V., BARRAT, A., BARTHELEMY, M., VALLERON, A.-J., VESPIGNANI, A.: Mo-

deling the worldwide spread of pandemic influenza: baseline case and containment inter-
ventions. PLoS Medicine 4 (1) (2007), el3.

[10] D’ALEMBERT, J.: Onziéme mémoire. Sur lapplication du calcul des probabilités d
l’inoculation de la petite vérole. Opuscules mathématiques, tome second. David, Paris,
1761.

[11] DiETZ, K., HEESTERBEEK, J. A. P.: Daniel Bernoulli’s epidemiological model revisited.
Math. Biosci. 180 (2002), 1-29.

[12] DorIGATTI, 1., CAUCHEMEZ, S., FERGUSON, N.M.: Increased transmissibility explains
the third wave of infection by the 2009 HINI1 pandemic virus in England. Proc. Natl.
Acad. Sci. USA 110 (2013), 13422-13427.

[13] GuMmEL, A. B., RuaNn, S., Day, T., WATMOUGH, J., BRAUER, F., VAN DEN
DRIESSCHE, P., GABRIELSON, D., BowMmAN, C., ALEXANDER, M.E., ARDAL, S.,

21Virulenci se v tomto kontextu rozumi mira Skody zptisobené patogenem hostiteli, tedy zvyseni
mortality hostitele ¢i snizeni jeho reprodukénich schopnosti.

106 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 63 (2018), ¢. 2



[27]

28]

[29]

Wu, J., SAHAL, B. M.: Modelling strategies for controlling SARS outbreaks. Proc. Roy.
Soc. London B 271 (2004), 2223-2232.

HaLLorRAN, M. E., FERGUsON, N. M., EUBANK, S., LonGini, J. I. M., CuMm-
MINGS, D. A. T., LEwis, B., Xu, S., FRASER, C., VULLIKANTI, A., GERMANN, T.C.,
WAGENER, D., BeckmaN, R., Kapau, K., BArRrerT, C., MACKEN, C. A,
BURKE, D.S., COOLEY, P.: Modeling targeted layered containment of an influenza pan-
demic in the United States. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 105 (2008), 4639-4644.

HUFNAGEL, L., BROCKMANN, D., GEISEL, T.: Forecast and control of epidemics in a
globalized world. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 101 (2004), 15124-15129.

Lonaint, I. M., Jr., HALLORAN, M. E., Nizam, A., YANG, Y.: Containing pandemic
influenza with antiviral agents. Amer. J. Epidemiol. 159 (2004), 623-633.

Lonaint, I. M., Jr., Nizam, A., Xu, S., UNGCHUSAK, K., HANSHAOWORAKUL, W.,
CuMMINGS, D. A. T., HALLORAN, M. E.: Containing pandemic influenza at the source.
Science 309 (2005) 1083-1087.

KERMACK, W.O., MCKENDRICK, A.G.: A contribution to the mathematical theory of
epidemics. Proc. Roy. Soc. London A 115 (1927), 700-721.

KeErMACK, W. O., MCKENDRICK, A. G.: Contributions to the mathematical theory of
epidemics, II. The problem of endemicity. Proc. Roy. Soc. London A 188 (1932), 55-83.

KErRMACK, W.O., MCKENDRICK, A.G.: Contributions to the mathematical theory of
epidemics, II1. Further studies of the problem of endemicity. Proc. Roy. Soc. London A
141 (1933). 94-122.

KRIvaN, V.: KdyZ se matematika potkd s biologii: matematickd ekologie. PMFA 62 (3)
(2017), 185—201.

KRIVAN, V., LEwWIS, M., BENTZ, B.J., BEWICK, S., LENHART, S. M., LIEBHOLD, A.:
A dynamical model for bark beetle outbreaks. J. Theoret. Biol. 407 (2016), 25-37.

KucHARSKI, A.J., CAMACHO, A., FLASCHE, S., GLOVER, R.E., EDMUNDS, W.J.,
FuNk, S.: Measuring the impact of Ebola control measures in Sierra Leone. Proc. Natl.
Acad. Sci. USA 112 (2015), 14366-14371.

MANDL, P.: Pravdépodobnostni dynamické modely. Academia, Praha, 1985.

RILEY, S., FrRASER, C., DONNELLY, C. A., GHANI, A.C., ABU-RADDAD, L. J., HED-
LEY, A.J., LEung, G.M., Ho, L.-M., Lam, T.-H., THAcH, T.Q., CHAU, P.,
CHaN, K.-P., Lo, S.-V., LeunG, P.-Y., Tsanc, T., Ho, W., Leg, K.-H.,
Lau, E. M. C., FERGUSON, N. M., ANDERSON, R.M.: Transmission dynamics of the
etiological agent of SARS in Hong Kong: impact of public health interventions. Science
300 (2003), 1961-1966.

WORLD HEALTH ORGANIZATION: Pandemic influenza preparedness and response (2009)
[online]. Dostupné z: http://www.who.int/influenza/resources/documents/
pandemic_guidance_04_2009/en/

Wu, J.T., COWLING, B. J.: The use of mathematical models to inform influenza pan-
demic preparedness and response. Exp. Biol. Medicine 236 (2011), 955-961.

Wu, J.T., LEUNG, G.M., LipsiTcH, M., COOPER, B.S., RILEY, S.: Hedging against
antiviral resistance during the next influenza pandemic using small stockpiles of an al-
ternative chemotherapy. PLoS Medicine 6 (5) (2009), e1000085.

Xi1a, Z.-Q., WaANG, S.-F., Li, S.-L., Huang, L.-Y., Zaang, W.-Y., SuN, G.-Q.,
GAl, Z.-T., JIN, Z.: Modeling the transmission dynamics of Ebola virus disease in Libe-
ria. Sci. Rep. 5 (2015), 13867.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 63 (2018), ¢. 2 107



		webmaster@dml.cz
	2018-08-02T18:09:40+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




