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Cesta k pojmu kompaktniho operatoru

Ivan Netuka

Abstrakt. Clanek je vénovan genezi pojmu kompaktniho operdtoru. Cesta k jeho vytvofeni
trvala nékolik desetileti a nebyla pfimocard. Od problému fyziky k jejich matematické for-
mulaci pomoci integralnich rovnic, pres okrajové tlohy teorie potencidlu, pres snahy o feseni
nekonecénych soustav linedrnich rovnic. Cesta ilustruje ideu prechodu od konecného k neko-
necnému, od diskrétniho ke spojitému. Ukazuje, pro¢ a jak matematika dospéla k funkcim
nekonecné mnoha proménnych, k prostorim funkci a obecnéji, k nekonecnérozmérnym pro-
storim a k zdsadnim matematickym pojmim, jako je naptiklad pojem slabé konvergence.
Integrélni rovnice byly vyznamnym impulsem k vytvoreni krystaliza¢niho jadra, v némz se
v prvni dekadé 20. stoleti propojily pojmy z algebry, analyzy, geometrie a topologie. Na cesté
k pojmu kompaktniho operatoru se setkdme se jmény celé fady vynikajicich matematiki:
C. Neumann, H. Poincaré, H. von Koch, V. Volterra, I. Fredholm, D. Hilbert, E. Schmidt,
M. Fréchet, F. Riesz a dalsi.

Prolog: Rieszova—Schauderova teorie

Ponékud nelogicky zacneme na samotném konci historie utvareni pojmu kompaktniho
operatoru a predstavime finalni verzi Rieszovy—Schauderovy teorie pro Banachovy pro-
story. Tato teorie se stala béznou soucasti kurikula univerzitni vyuky matematiky.

Necht X je Banachuv prostor, X™* je dudlni prostor a T: X — X je kompaktni
linedrni operdtor. To znamend, ze T zobrazuje uzavienou jednotkovou kouli v X na
mnozinu, jejiz uzaveér je kompaktni podmnozina prostoru X.

Potom duélni operator T*: X* — X* je kompaktn{ operator a o FeSitelnosti ope-
ratorovych rovnic plati tato tvrzeni:

e Homogenni rovnice x — Tax = 0 a z* — T™*z* = 0 maji stejny konecny pocet linedrné
nezavislych reseni.

e Nehomogenni rovnice  — Tz = y mé pro y € X FeSeni, pravé kdyz x=*(y) = 0 pro
kazdé x* € X ™ splijici rovnici z* — T*2* = 0.

e Nehomogenni rovnice x* — T*x* = y* mé pro y* € X feseni, pravé kdyz y*(z) =0
pro kazdé x € X splnujici rovnici x — Tz = 0.

Z prvnich dvou tvrzeni plyne Fredholmova alternativa: rovnice © — Tx = y ma
feseni pro kazdé y € X, pravé kdyz rovnice x — T'x = 0 ma pouze trivialni feseni.

Vidime, ze v pripadé kompaktniho operatoru je teorie fesitelnosti operatorové rov-
nice v tomto smyslu analogicka teorii feSitelnosti soustavy kone¢né mnoha linedrnich
rovnic. Ozna¢me jesté p(T) mnozinu vSech komplexnich éisel A takovych, Ze rovnice
Ax — Tx = y mé pravé jedno Feseni pro kazdé y € X (rezolventni mnoZina). Jeji
komplement o (T') (spektrum operdtoru T') mé tyto vlastnosti:
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e o(T) je spoetnd omezend mnozina komplexnich ¢isel;

e je-li A € o(T) \ {0}, pak A je izolovany bod mnoziny o(T") a rovnice A\x — Tz =0
mé netrividlni feSeni (tedy A je vlastni c¢islo operdtoru T').

Odhlédneme-li od kontextu obecnych Banachovych prostorii a ¢asti tykajici se dua-
lity (doplnéné J. Schauderem v roce 1930), je vSe podstatné obsaZeno v praci (the
most fascinating paper of Banach space theory...; viz [51], s.49), kterou F. Riesz
publikoval v ¢asopise Acta Mathematica 41 (1918), 71-98, tedy pfed sto lety, pod
nazvem Uber lineare Funktionalgleichungen, [56], s. 1053-1080. Ve skuteénosti teorii
dokoncil 19. ledna 1916, uverejnéni se zpozdénim bylo disledkem valec¢nych udalosti.
Pred némeckou verzi v roce 1917 vysla madarska verze ¢lanku pod nazvem Linedris
fiigguényegyenletekrol, [56], s. 1017-1052. Rieszova préce je sepsdna v klasickém stylu,
v té dobé jesté normované linedrni prostory a Banachovy prostory nebyly na svété.
J. Dieudonné Rieszuv ¢lanek hodnoti vysoce: In my opinion F. Riesz’s 1918 paper
is one of the most beautiful ever written; it is entirely geometric in language and
spirit, and so perfectly adapted to its goal that it has never been superseded and that
Riesz’s proofs can still be transcribed almost verbatim; [9], s. 145. (Osobn{ vzpominka:
pan profesor Vlastimil Ptak, vyznamny matematik a expert ve funkcionalni analyze,
nas, jako mladé matematiky, nabadal: Kdo to mysli s matematikou vazné, mél by si
Rieszovu praci z roku 1918 urcité piedist.)

Jesté stoji zato uvést jeden citat: The theory of compact operators is a convincing
example that deep and important mathematics can be — or should I say, must be —
elegant; [51], s. 51.

Rieszova—Schauderova teorie je vylozena ve vétsiné knih z funkcionalni analyzy.
Uvedme napf. [2], s. 151, [15], s. 406, [39], s. 36, [57], s. 216, [58], s. 97, [63], s. 111.

Integralni rovnice

Integralni rovnice, jejichz studium se objevuje v 19. stoleti, predstavuji jeden ze za-
kladnich impulsta pro formovani funkcionalni analyzy v prvnich dekadach 20. stoleti.
Neni piekvapujici, Ze se vyskytuji pii feseni konkrétnich problému fyziky (P.S. Lap-
lace, J.-B. Fourier, N. Abel, J. Liouville). Napf. N. Abel pfi vySetfovan{ problému
z mechaniky dospél k rovnici typu

S

/K(s, O f(t)dt =g(s), sé€]la,b, (1)

a

J. Liouville k rovnici typu
£6)+ [K(s, 7€) dt = g(5), s € [a. 1] )

V rovnicich (1) a (2) vystupuje zndméd funkce K dvou proménnych (tzv. jddro integrdlni
rovnice), ddle zadand funkce g a cilem je najit funkei f.

Termin integrdlni rovnice se poprvé vyskytl v praci P. du Bois-Reymonda z roku
1888, na zadatku 20. stoleti D. Hilbert nazval rovnici typu (1) resp. (2) rovnici proniho
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druhu resp. druhého druhu. V rovnicich (1) a (2) je v integralu proménna horni mez.
Pro tento typ se vZil ndzev rovnice Volterrova typu (V. Volterra, 1896). Rovnice (2)
je specidlnim pripadem rovnice typu

b
£(s) + / K(s, 0)/(t) dt = g(s). s € [a, b,

kterym se Fikd rovnice Fredholmova typu.

Ve druhé poloviné 19. stoleti se do popredi zdjmu fyzikd a matematiki dostaly
integralni rovnice v souvislosti s fesenim okrajovych tloh teorie potencidlu. Jako je-
den z centralnich problému motivovanych matematickou fyzikou zminime Dirichletovu
tlohu, okrajovou tlohu pro Laplaceovu rovnici.

Pro jednoduchost se omezime v nasem vykladu na rovinny pripad. Predpokla-
dejme, ze G je omezend oblast ohrani¢end (hladkou) uzavienou k¥ivkou C. Pro spoji-
tou funkci g zadanou na C tloha spoc¢iva v nalezeni harmonické funkce u na oblasti G,
tedy funkce splnujici na G Laplaceovu rovnici

takové, Ze se jeji spojité rozsireni z G na C' shoduje se zadanou okrajovou podminkou g.

Z pohledu historie matematiky je vyznamna Riemannova metoda diukazu existence
feSeni této ulohy, tzv. Dirichletuv princip. Z dalsitho vykladu bude patrné, pro¢ se
o ni zminujeme, prestoze s integralnimi rovnicemi nesouvisi. Metoda je zalozena na
vysetfovani tiidy V funkci v hladkych na G a shodujicich se s funkci ¢ na C' a na
hledani minima integralu energie, tzv. Dirichletova integrdlu

/ Vo(@)? de (3)

G

ve tFidé funkcei v € Vy, pro néz je integral v (3) koneény. Neni tézké dokdzat, Ze pokud
funkce u € V; spliuje

/|Vu(:1c)|2 dz = min /|Vv(9c)|2 dz:veV,p,
G G

potom je u feSenim Dirichletovy tlohy pro okrajovou podminku g. Dirichlettv princip
mé vSak dvé neodstranitelné vady. Predevsim existuji spojité funkce g na C', pro néz
kaZdé hladké rozsifeni na G' mé nekoneény Dirichletiv integral, neboli V; = 0, a tedy
metodu vubec nelze uzit. Pro pripad kruhu G takovou funkci g sestrojil v roce 1871
F. Prym, vétsinou se vsak cituje ptriklad J. Hadamarda z roku 1906. Dalsi vada spociva
v tom, ze nabyvani minima Dirichletova integralu neni nikterak zaruceno. Kritika, kte-
rou vznesl K. Weierstrass v roce 1870 vlastné ke vSem problémtm varia¢niho poctu,
zpusobila, ze Dirichletiv princip upadl do nemilosti. Jednoduse feceno, Weierstrass
upozornil na to, Ze nelze klast rovnitko mezi infimum a minimum, prosté minima se
nemusi nabyvat. Na resuscitaci ¢ekal Dirichletav princip do prelomu 19. a 20. stoleti.
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D. Hilbert uzil (za dodateénych predpokladi o G a g) tzv. pfimou metodu variac-
niho poctu zalozenou na analogii Bolzanovy—Weierstrassovy véty pro vhodny systém
funkei. Hilbert pravdépodobné neznal prace matematik italské skoly (U. Dini, C. Ar-
zela, G. Ascoli), ktet{, dnes bychom fekli, s kompaktnimi mnozinami spojitych funkei
pracovali jiz v osmdesatych letech 19. stoleti.

Historii integralnich rovnic je vénovdna celd fada publikaci. Uvedme napt. [6],
s. 210, [15], s. 611, [16], [20], s. 391, [24], s. 1052, [31], [38], [41], s. 21, [57], s. 143.
O Dirichletové principu projedndva napt. [5], s. 295, [7], s. 5, [9], s. 35, [13], s. 187,
[15], s. 222, [24], s. 659, 634, [42], s. 33, [44], s. 54, [65], s. 4.

Neumannova metoda v teorii potencialu

V posledni tretiné 19. stoleti prestal byt Dirichletiiv princip povazovan za spolehlivou
a verohodnou metodu ditkazu existence feSeni Dirichletovy tlohy. Usili matematiki
prineslo nové pristupy a dikazové metody. Jen letmo zminime napt. Schwarzovy—
Christoffelovy integraly, Schwarzovu alternujici metodu a Poincarého metodu vyme-
tani (balayage).

Pro teorii integralnich rovnic a pro formovani funkcionaln{ analyzy byla pro feseni
Dirichletovy tilohy vyznamnd metoda rozvinutd C. Neumannem (1832-1925) v osm-
desatych letech 19. stoleti. Idea pochazi od fyzika A. Beera ze Sedesatych let 19. stoleti
a jejim zékladem je AnsatzzaloZeny na vyjadieni harmonické funkce pomoci potencidlu
dvojvrstvy. Zde se opét omezime pouze na rovinny pripad.

Resen{ Dirichletovy tlohy u na oblasti G ohrani¢ené hladkou kiivkou C se pro okra-
jovou podminku g zadanou na C' hledd ve tvaru potencidlu dvojurstvy s momentem f
na C definovaném pomoci

u(z) = /f{(x, ) f(t) dt, € G, (4)

0

zde L je délka kiivky C, t — ¢(t), t € [0, L], je rovnice kiivky parametrizované délkou
oblouku a

N ) 1 _ (@—9(t) -n(t)
Ko olt) = 5, 108 0] = - o R

telo, L], (5)

je jadro potencialu dvojvrstvy. Derivuje se podle vnitfni normaly. Funkce u definovana
ve (4) je harmonickd na G, tedy cilem je najit funkci f takovou, Ze u nabyva prede-
psanou okrajovou podminku g na C. Pokud C je napi. kiivka se spojitou kiivosti,
pak funkce K z (5) mé smysl také pro z = ¢(s), s € [0, L], K je spojitd funkce na
[0, L] x [0, L] a podle tzv. véty o skoku plati

lim wu(z) = wf(s) + / Ro(s), o)) f (1) dt, s €0, L],

z—p(s)
0
1~
Pii oznadeni a = 0, b = L a K(s, t) := =K (p(s), p(t)), s, t € [0, L], se tedy TeSeni
77
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Dirichletovy tlohy s okrajovou podminku g redukuje na integralni rovnici

b
f(3)+/K(s, t)f(t) dt = %g(s), s € [a, b]. (6)

Vsimnéme si, ze dikaz existence reseni Dirichletovy tlohy je v tomto pripadé zalo-
zen na neprimé metodé: k zadané funkci g se nejprve najde moment f potencidlu
dvojvrstvy a Feseni u se pak ziska ze vzorce (4).

C. Neumann v sedmdesatych letech 19. stoleti Fesil rovnici (6), kterou budeme
zkracené zapisovat ve tvaru

f+Kf=g, (7)

metodou postupnych aproximaci. Neumann definoval fo = g, f1 = g — Kfo,
f2 := g — K fi atd., takze, pfi zfejmém oznaceni,

fa=9g-Kg+K?g+...+(-1)"K"g.
(C. Neumann toto oznadeni neuzival.) Pokud tzv. Neumannova rada
g—Kg+ K% —K3g+...

(piipominajici geometrickou fadu (14 ¢)™' =1 — ¢+ ¢* — ¢* + . . .) konverguje, jeji
soucet by mél byt FeSenim rovnice (7). C. Neumann takto napf. dokdzal existenci
Feseni Dirichletovy tlohy (i pro trojrozmérny prostor) v pripadé striktné konvexnich
oblasti.

Neumannova fada ma pevné misto v kazdé zédkladni prednasce z funkcionalni ana-

lyzy, obvykle v tomto znéni: Je-li T: X — X linedrni operdtor na Banachové pro-
o0

storu X a ||T|| < 1, pak I +T je prosté zobrazeni X na X a (I +T)"* = Z(—l)jTj.
j=0

Pokud se tesi vnéjsi Dirichletova tloha, tedy feseni se hledd na dopliku mnoziny
G U C, stejny pristup vede na analogickou rovnici, jako je (6), s tim rozdilem, ze pred
integralem je znaménko minus.

Integralni rovnice uvedeného typu se hodi také pro vnitrni ¢ vnéjsi Neumannovu
tlohu. V nich se predepisuji na hranici hodnoty derivace ve sméru normély hledané har-
monické funkce, kterda ma v tomto ptripadé tvar potencidlu jednoduché vrstvy. Metoda
integralnich rovnic odhaluje pozoruhodnou dualitu mezi vnit¥ni, resp. vnéjsi Dirichle-
tovou tlohou a vnéjsi, resp. vnitini Neumannovou tlohou a potencidlem jednoduché
vrstvy a dvojvrstvy: u ,dudlni® dlohy vystupuje jddro transponované (sdruzené), tedy
misto jadra K jde o jadro (s, t) — K (¢, s).

Vidime, zZe okrajové tlohy matematické fyziky vedou na integrdlni rovnici typu

b
f(s)—i—/\/K(s,t)f(t) dt =g(s), s € |a,?bl. (8)

K rovnici tohoto typu s parametrem A\ dospél H. Poincaré v roce 1897. V rozsahlé praci
rozvinul Neumannovu metodu na obecnéjsi oblasti. V jeho zkouméni vSak (obecné
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komplexni) parametr A jiz neni pouhym zahrnutim p¥ipadu A = 1, nybrz mé fyzikaln{
pozadi ve vysSetfovani vlastnich ¢isel rovnice kmitti membrany

Au+u=0

s homogenni okrajovou podminkou, tedy funkce u se anuluje na hranici.

Jesté jeden moment musime v souvislosti s integralnimi rovnicemi zminit. V. Vol-
terra v roce 1896 vySetioval integralni rovnici jako limitni pfipad (caso limite) systému
koneéné mnoha lineadrnich rovnic. Idea passagio dal discontinuo al continuo se v dal-
$im vyvoji ukazala velmi plodna. Myslenka prechodu od kone¢ného k nekoneénému se
uplatnila prirozenym zptisobem také pri feseni systému nekoneéné mnoha linearnich
rovnic pro nekoneéné mnoho neznamgych.

Integralnim rovnicim v teorii potencialu je vénovana rozsahld literatura. Bez naroku
na tplnost (ostatné stejné je tomu v dalsich ¢dstech ¢lanku) uvddime nékolik zdroju,
v nichz lze nalézt dalsi odkazy: [9], s. 22, [12], [23], s. 281, [24], s. 1054, [25], [26], s. 73,
[27], [28], [29], s. 207, [35], [36], [37], [38], [40], [41], s. 26, [42], s. 44, [47], [57], s. 189,
[61], [60], [63], s. 115, [65], s. 109. Z&jemce o informace o Zivoté a dile C. Neumanna
odkazujeme na [18], [59], [61], [60].

Nekonecéné soustavy linedrnich rovnic

Specialni piipady soustav typu

o0

ZCjkxk:dj, j:1,2,... (9)
k=1

se sporadicky vyskytuji v matematice od pocatku 19. stoleti. Napi. J.-B. Fourier pri
feSeni okrajovych tloh pro rovnici vedeni tepla dospél pfi vypoctu neurcitych koefi-
cientli ke specidln{ soustavé typu (9). Astronom G. W. Hill fesil v roce 1877 pii studiu
pohybu Mésice soustavu analogickou (9), kde indexy j, k probihaji vSechna celd ¢isla.

Fourier a podobné Hill uzivali metodu prechodu od konecného k nekonecnému.
Napf. pro soustavu (9) se nejprve fesi prvnich n rovnic s tim, Ze se ignoruji nezndmé
s indexy vétsimi nez n a TeSeni se pak ziskd jako limita pro n — oco. Tim se vSak
samozrejmé ocitdme na tenkém ledé, coz ilustruje soustava, kterou jako instruktivni
priklad uvedl E. Helly v roce 1921:

1+ Tot+2T3+... = 1,
$2+$3+... = 1,
.’,E3+ = 1,

Hill uzival determinanty nekonecnych matic a Cramerovo pravidlo, opravnénost ta-
kového postupu vsak nezduvodnoval. To provedl v roce 1866 H. Poincaré. Z podnétu
G. Mittag-Lefflera rozvinul ddle metody feseni nekonec¢nych soustav jeho zak H. von
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Koch. Jeho determinanty maji tvar

1+an; ais a3
as1 1+ a2 a23

as1 ass 1+ ass

Pro determinant D,, matice (§;x + ajk)jk=1,2,...n, kde d;z = 0 pro j # k a §;; = 1,
odvodil dulezity vzorec ve tvaru konecného souctu

Dn:1+zaj1j1+% Z
J1

J1,J2

1 Aj1j1 jije Gjijs
+ 5 § : Ajojy Ujajo  Qjagjs | T v s
J1.J2:93 | Qjzjy Qjsgjo  Qjsjs

Aj1jn Ajija

Ajajn Ajzja
(10)

kde j1, ..., jn probihaji nezavisle vsechny hodnoty od 1 do n.
Uvidime, Ze vzorec (10) byl jednou z podstatnych ingredienci Fredholmova tispé-
chu pfi feSeni rovnice typu (8). Navic se ukdzalo, Ze v uréitych situacich jsou teorie
resitelnosti integralnich rovnic a teorie fesitelnosti nekonec¢nych soustav ekvivalentni.

Historie nekonecnych soustav je podrobné vylozena v [55], ddle lze doporuéit [9],
s. 75, [15], 5. 612, [41], 5. 7, [50].

I. Fredholm a reSeni integralni rovnice

L. Fredholm (1866-1927) publikoval v roce 1900 ve $védském casopise Ofversigt af
Kongliga Svenska Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar Stockholm prulomovou praci
Sur une nouvelle méthode pour la résolution du probléme de Dirichlet; viz [69]. Tato
préace je povazovana za katalyzator vyznamnych zmén ve vyvoji matematické analyzy.
analyzy na zacatku 20. stoleti.

Fredholm zkoumal obecnou integralni rovnici

b
f(s)—i—/\/K(s, t)f(t) dt = g(s), sE€]a,d], (11)

za predpokladu, ze K je omezend po ¢astech spojitd funkee na [a, b] X [a, b], funkce g
je spojitd na [a, b] a A je komplexn{ parametr. S odstupem ¢asu se v predndsce v roce
1909 Fredholm vratil k inspiraci, kterou cerpal z praci jinych matematika. Byla to
predevsim Volterrova myslenka o prechodu od konecného k mekonecnému, v tomto
pripadé od soustav (koneéné mnoha) linedrnich rovnic k integralnim rovnicim. Déle
zminil pfinos svého kolegy H. von Kocha k teorii nekone¢nych determinanti. V tomto
smyslu Fredholm propojil t¥i jednoduché, ale nosné myslenky (srov. [9], s. 99):

e aproximoval pro déleni {t; = a + (k/n)(b — a)}o<k<n integral v (11) riemannov-
skymi soucty

£+ 2D S Kt = o). 1<iSm ()
k=1
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e determinant této soustavy vyjadiil pomoci von Kochova vzorce (viz (10))

K(tkw tk1) K(tkw tkz)

Ab—a) A2(b—a)?
= ;K(tk’tkH 2 K (ko tiy) K (ko ta)

2!n2

k1,k2

a pro n — oo ziskal tzv. determinant integrdlni rovnice (11), ktery je definovan
takto:

b b b
)\2
AN = 1+A/K(t,t)dt+7//f<<2 Z) dtydts +

b b
A t1 ta ... tm
+...+m/.../K<tl ty tm)dtl"'dtm+""
kde uzivime Fredholmovo oznaceni
K(z1,y1) K(x,92) ... K21, ym)
( X1 o B ) _ K<$2’ yl) K(LL'2, y2) st K<$2’ ym) .
YioY2 - Ym )| : Lo 7
K<$ma yl) K(xmv y2) LRI K<$ma ym)

e dokéazal lokalni stejnomérnou konvergenci, pricemz k odhadu uzil Hadamardtv
vysledek z roku 1893: je-li A matice fddu m x m, plati

et AP <] (i |ajk|2> |
k=1

j=1

Pak se feseni soustavy (12) vyjadii pomoci Cramerova pravidla a v ¢itateli se opét
provede limitni pfechod pro n — oco. Kromé determinantu A(\) Fredholm definoval
pruni minor

n

0 nb b
A(S,t;/\)::K(s,t)—i—Z%/.../K(f 2 in)dtl...dtn
=t J

a rozvojem determinantu v integrandu podle prvniho fadku po tpraveé ziskal rovnost

b
A(s, t; A) = K(s, t)A(N) — /K(s, 2)A(z, t; \) dz. (13)

a

Pro funkeci

b
f(s) :=g(s)A(N) — )\/A(s, z; Ng(z) dz, s € ]a,b],
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z (13) obdrzel
b
ﬂ$+A/K@Jﬁﬁﬁh:ﬂ@AQL s € la, b].

Vidime, ze pokud A()) # 0, je funkce f := f/A(\) (jedingm) FeSenim rovnice (11).
Déle Fredholm dokéazal, Ze pokud pro Ag mé homogenni rovnice

b
ﬂ@+M/K@wﬂw&:0 (14)

pouze trividlni feseni, pak A()\g) # 0 a tudiz rovnice (11) mé pro A = Ao pravé jedno
feSeni pro kazdou spojitou funkci g na [a, b]. Poznamenejme, ze v roce 1900 mu jesté
nebylo zndmo, ze existence netrividlnfho feSeni rovnice (14) implikuje, ze A(Ag) = 0.

Znamenity je zavér ¢lanku. Fredholm aplikuje vysledek pro obecnou integralni rov-
nici na integralni rovnici pro feseni Dirichletovy tlohy na omezené rovinné oblasti
ohrani¢ené kiivkou tifdy C3. Jadro takové integralni rovnice souvisi s potenciilem
dvojvrstvy, viz (5). Z vlastnosti potencidlu dvojvrstvy snadno plyne, Ze homogenni
rovnice (viz (6)) mé pouze trividlni TeSeni, tudiz podle Fredholmova obecného vy-
sledku mé Dirichletova tloha Teseni pro kaZdou spojitou okrajovou podminku.

Fredholm zavrsil svou teorii v praci Sur une classe d’équations fonctionnelles pub-
likované v roce 1903 v Acta Mathematica a dokéazal tzv. Fredholmovu alternativu,
tedy tuplnou informaci o Fesitelnosti rovnice (11), véetné nutné a postacujici podminky
pro existenci feseni, pokud A je nulovym bodem determinantu A.

7Z hlediska vyvoje matematiky je pozoruhodné, ze Fredholmova prezentace ze za-
sadn{ publikace z roku 1903 pfedznamenala operdtorovy piistup: rovnici (11), pfi
nasem oznadeni, psal ve tvaru Sk f(z) = g(x). Operdtorovy pfistup se nevyskytuje
u D. Hilberta, objevil se pozdé&ji zejména diky publikacim F. Riesze.

Originalni Fredholmovy prace a také text jeho vyse zminéné prednasky z roku 1909
jsou publikovany v sebranych spisech [11]. Vyklad Fredholmovy teorie lze nalézt v [15],
s. 611, [23], s. 285, [57], s. 143.

Historickymi aspekty se zabyvaji napf. tyto publikace [1], [4], [6], s. 210, [9], s. 97,
[12], [16], [20], s. 393, [24], s. 1056, [30], s. 74, [31], [38], [41], s. 29, [51], s. 51, 199.
O zivoté a dile I. Fredholma viz napr. [11], [45], [69].

D. Hilbert a totalni spojitost

Fredholmuv vysledek zpisobil, Zze se integralni rovnice dostaly do centra pozornosti
prvnich dekad 20. stoleti. Na tfetim mezindarodnim kongresu matematiki konaném
v roce 1904 v Heidelbergu proslovil D. Hilbert (1862-1943) zvanou prednasku Uber
eine Anwendung der Integralgleichungen auf ein Problem der Funktionentheorie. Na
¢tvrtém Mezindrodnim kongresu matematikii usporadaném v roce 1908 v Rimé v ple-
narni prednasce L’avenir des Mathématiques mluvil H. Poincaré o progrés considérable
par suite de découvertes de M. Fredholm. M. Bocher v plenarni prednasce pronesené
na patém Mezindrodnim kongresu matematikt uvedl v Cambridgi v roce 1912 toto:
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We come finally to the method of integral equations which has held such a prominent
place in the mathematical literature of the last few years. The central fact here is that
a linear differential equation, whether ordinary or partial, together with a system of
linear boundary conditions can be replaced by a single integral equation of the second
kind. We have already seen how this fact presented itself in a very special case in the
early work of Liouville. In the case of the fundamental boundary problem for Laplace’s
equation it formed the starting point for Fredholm’s epoch-making investigations. It
was however for Hilbert to bring out this relation clearly in more general cases, and to
make use of it in the theory of characteristic functions.

Problematika integralnich rovnic silné upoutala D. Hilberta, v té dobé predniho
predstavitele evropské matematiky. H. Weyl o tom, jak skandinavska jiskra preskocila
do Gottingenu, napsal: In winter of 1900-1901, the Swedish mathematician E. Holm-
gren reported in Hilbert’s seminar on Fredholm’s first publication on integral equations
and it seems that Hilbert caught fire at once; [53], s. 274. Zajimavou informaci se lze
docist v [9], s. 106. It is reported (by Hellinger) that Hilbert inaugurated a session of
his Seminar by announcing the development of a method which would lead to the proof
of the Riemann hypothesis: the problem is to prove that a particular entire function has
all its zeros on the real line, and Hilbert hoped that this function would be expressed
as the “determinant” of an integral equation with symmetric kernel. However, nobody
has yet been able to find such an equation.

Po celé desetileti byly integralni rovnice pro Hilberta a jeho matematickou skolu
zajmem Cislo jedna. Hilbert vysledky své vyzkumné prace z let 1901 az 1910 vylozil
v sérii Sesti sdéleni z let 1904 (2 préce), 1905, 1906 (2 sdéleni), 1910 publikovanych ve
zpravach Kralovské spole¢nosti véd v Gottingenu, tiida matematicko-fyzikdlni. V prak-
ticky nezménéné formé bylo vSech sest Mitteilungen prevzato do Hilbertovy mono-
grafie Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen vydané
v roce 1912. Hilbertovy Mitteilungen lze rozdélit do dvou skupin: prvni, ¢tvrté a paté
sdéleni zahrnuji nové teorie, druhé, treti a Sesté se vénuji nejruznéjsim aplikacim.

Pro vyvoj funkcionélni analyzy a také pro nas vyklad o genezi pojmu kompaktniho
operatoru je nejpodstatnéjsi Hilbertav ¢tvrty prispévek z roku 1906, a masterpiece and
one of the best papers he ever wrote; viz [9], s. 110. Nize se tomuto sdéleni budeme vice
vénovat, nebot pravé v ném D. Hilbert zavedl jednak pojem (silné) spojitosti, jednak
pojem totdlni spojitosti, které v pozdéji vytvorené funkcionalni analyze souviseji se
silnou a slabou topologii a s definici kompaktniho operatoru.

Z [15], s. 626 budeme citovat v ¢eském prekladu prevzatém z [50], s. 66 tento
Heusertiv pfilehavy vyrok: Cturté sdélend je skrz naskrz klasickd analijza. V hrdinském
usili vymacka z passagio dal discontinuo al continuo vse, co muze vydat — a tim z néj
vysaje Zivot. Vysledky tohoto sdéleni uvedly do pohybu funkciondlné-analyticky balvan,
metody tohoto sdéleni byly pod nim pohrbeny.

V letech 1901 az 1914 bylo z podnétu Hilberta vypracovano alespon 19 disertaci vé-
novanych integralnim rovnicim a pribuzné problematice. Mezi tehdejsimi doktorandy
nachazime celou fadu zndmych matematik: O.D. Kellogg, E. Schmidt, E. Hellinger,
H. Weyl, A. Haar, R. Courant, H. Steinhaus. V roce 1907 se v Géttingenu habilitoval
O. Toeplitz, tésnymi kontakty s Hilbertem byli ovlivnéni F. Riesz, H. Hahn a J. von
Neumann. Patrné z primych Hilbertovych zakt nejvice k formovani funkcionalni ana-
lyzy prispél E. Schmidt. Vystizné a zasvécené shrnuti rozhodujicich praci D. Hilberta
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je obsazeno v ¢lanku A. Pietsche, ktery v tomto ¢asopise vysel v ¢eském prekladu pod
nazvem Hilbert & Schmidt aneb o jednom mezniku v historii matematiky; viz [50]. Na
S. 79 o teorii integralnich rovnic napsal: A dokonce celd Hilbertova skola se zacala vé-
novat novému problémovému okruhu a ve velmi krdtké dobé rozvinula ucelenou teorii.
S tim asi byla spojena jistd tragika Fredholmova Zivota: s rezignaci musel prihlizet, jak
jeho podnét byl pod rukama gdttingenskiych matematiki doveden do plného rozkvétu
a mnohostranné rozvinut.

Rozsah tohoto ¢lanku neumoziiuje vénovat se celému bohatstvi Hilbertova ptfinosu;
nékolik odkazi uvddime na konci této ¢asti. Pro nas cil je vsak dulezité rici alespon
nékolik slov ke ¢tvrtému sdéleni z roku 1906. Tam se totiz objevuji zarodky funda-
mentélnich pojmi, které dnes ovldda kazdy matematik: Hilbertiv prostor 2, slaba
konvergence, kompaktni operator.

Hilbert uvazoval integralni rovnici

b
£(s) + / K(s, 0)f(t) dt = g(s), s € [a, b]; (15)

zde K je spojitd funkce na [a, b] X [a, b], g je zndmé spojitd funkce na [a, b]. Hledd
se spojitd funkce f na [a, b], kterd spliiuje rovnici (15). Pro zajimavost uvedme, ze
Hilbert setrvava v kontextu tradi¢ni klasické analyzy, napr. se u néj nikde nesetkame
s tehdy jiz zndmym Lebesgueovym integralem. Hilbert mél zdjem ukazat, ze Tesitelnost
rovnice (15) je v jistém smyslu ekvivalentn{ FeSitelnosti vhodné nekoneéné soustavy
linearnich rovnic. Jeho pristup se vSak od postupu navrzenych Volterrou a Fredhol-
mem lisi.

Hilbert uvazuje iplnou ortonormélni posloupnost ¢1, @, . . . a ptislusné Fourierovy
koeficienty

b b
vyi= [£O00 dt 5= [oltesle) a

b b
kjo = //K(s, pj(s)pe(t) dsdt, j,€=1,2,...

Od rovnice (15) tak Hilbert pfejde k soustavé linedrnich rovnic

.’L’j-i-ijgCL'g:yj, i7=12 ... (16)
{=1

7 Besselovy nerovnosti plyne

o0 oo
Zy]2-<oo a ij2»4<oo
j=1

J =1
o0
a jako feseni se pripoustéji posloupnosti x1, xa, . . . takové, ze Z x? < oo. Hilbert
j=1
mluvi o Wertsystem x1, xa, . . . mit konvergenter Quadratsumme. Toto je moment, kdy
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se v matematice objevil zarodek pozdéjsiho prostoru posloupnosti s kone¢nou sumou
kvadrati. Ten teprve v roce 1913 F. Riesz nazval Hilbertuv prostor. Dnes obvyklé
znaceni £ bylo zavedeno pozdéji. A. Pietsch (viz [50], s. 69, pozndmka 8 pod ¢arou)
prvni vyskyt takového oznaceni pfipisuje S. Banachovi [2], s. 12.

Hilbert dale uvazuje useky nekoneéné soustavy (16), tj. soustavy linedrnich rovnic

$j+ijgiZ?g:yj, ji=1....n (17)
=1

a snazi se ziskat Teseni soustavy (16) limitnim prechodem ze (17) pro n — co. Uzijeme-
-li pro x = (21, 2, . . .) oznaceni

oo 1/2
] = (Z x?)
j=1

(toto oznaceni Hilbert neuzival!), pak konvergence, kterd se Hilbertovi pro limitn{
prechod hodi, je presné, v moderni terminologii, slabd konvergence. Tedy A
pro m — oo, jestlize
sup{flz2™| :m=1,2,...} <0

(m)
J
slozkdch). Hilbert jesté uvazuje, v nasi terminologii, silnou konvergenci: A pro
m — oo znamend ||z(™) — z|| = 0 pro m — co.

Je tfeba zduraznit, ze Hilbert s pojmy dnes obvyklymi ve funkcionalni analyze
(prostor, norma, operator) nepracuje, ve skutecnosti pracuje prevazné s nekoneénymi
kvadratickymi formami

a zaroven pro kazdé j =1, 2, ... plati x — x; pro m — oo (tedy konvergence po

V analogii se situaci v kone¢né dimenzi hledd podminky, za nichz lze () pomoci orto-
gonalni transformace prevést k hlavnim osam, tedy do tvaru

> ks (18)
j=1

pak jsou k; vlastni ¢isla a pribliZili jsme se na krtcek od Hilbertovy—Schmidtovy
teorie samoadjungovanych operatori a od spektralni teorie. A zde prichazime k cen-
tralnimu pojmu ¢tvrtého sdéleni. Hilbert ukdzal, ze takové prevedeni do tvaru (18)
je mozné, pokud kvadratickd forma je totdlné spojitd (vollstetig) ve smyslu nasledujic
definice, kterou uvedeme v ptivodnim znéni (viz [51], s. 45): Wir nennen eine Funktion
F(&, &, .. .) der unendlich vielen Variablen &1, &a, . . . fir ein bestimmtes Wertsys-
tem derselben vollstetig, wenn die Werte von F (&1 + €1, & + €2, .. .) gegen den Wert
F(&, &, . . ) konvergieren, wie man auch immer €1, €a, . . . fiir sich zu Null werden
lGft. Dabei sind die Variablen stets an die Ungleichung |€1|* + |€]? +. . . < 1 gebunden.
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V nasi terminologii znamenad totalni spojitost funkce F' podminku: 2 B g impli-
kuje F(z("™) — F(x), m — co. Totaln{ spojitost bilinearni formy B je definovana ana-
logicky: 2™ 2 z, y™ 2 4 implikuje B(z™), y™) = B(z, y). Jesté jeden velmi vy-
znamny fakt: Hilbert pro slabou konvergenci dokazuje vétu Bolzanova—Weierstrassova
typu, totiz ze z kazdé omezené posloupnosti v €2 lze vybrat slabé konvergentni posloup-
nost. Soucasnym jazykem: omezené mnoziny v £ jsou slabé relativné kompaktni. Zde
se Hilbert myslenkové vraci k vlastnosti uzité pri resuscitaci Dirichletova principu,
a tak znovu implicitné vstupuje do hry teorie potencialu.

A nyni k vyznamnosti zavedené totdlni spojitosti. Hilbert dokazuje, Ze pro teorii
Fesitelnosti soustavy (16) a tim i integralni rovnice (15) plati Fredholmova alternativa
za pouhého predpokladu, Ze bilinedrni forma s koeficienty z (16) je totdlné spojité.
Zhruba feceno, totalni spojitost je v pozadi toho, ze pro fesitelnost nekonecnych sou-
stav a integralnich rovnic plati analogické vysledky, které zname z linearni algebry pro
soustavy konecné mnoha linedrnich rovnic.

Podrobnéjsi informace o Hilbertové pfinosu (napf. jsme se nezminili o spektralni
teorii) lze nalézt napt. v [4], [9], s. 105, [15], s. 617, [16], [17], s. 94, [20], s. 394, [24],
s. 1060, [41], s. 31, [50], [52], [57], s. 203. O zivoté a dile D. Hilberta viz napf. [53],
[67], [68].

Prolinani geometrie, topologie a analyzy

Hilbertova snaha o vybudovani teorie funkci nekoneéné mnoha proménnych se ode-
hravala stéle na ptidé klasické analyzy. Teprve dalsi generace postupné zaujimala abs-
traktnéjsi pohled. Napt. E. Schmidt a M. Fréchet v letech 1907 az 1908 prenesli jazyk
eukleidovské geometrie do Hilbertovych prostoru, jejichz axiomaticka definice, tak jak
jsme dnes zvykli, pfisla ovSem az mnohem pozdéji. Poprvé se (i v soucasném ozna-
¢eni) mluvi o normé ||z|| bodu (vektoru) z, o trojihelnikové nerovnosti, ortogona-
lité apod. E. Schmidt dokéazal vétu o ortogondlnim doplinku, v roce 1907 M. Fréchet
a F. Riesz bézné pracovali s geometrii prostorii posloupnosti s konvergentni radou
Ctvercu. Za stastnou shodu okolnosti lze povaZovat, ze se v dobé samotného zacatku
Hilbertovy teorie integralnich rovnic objevuje novy néstroj analyzy, totiz Lebesgueiav
integral. Vime, Ze jeho uziti do Hilbertovych praci nevstoupilo, nicméné prislusnici
mladsi generace vyznam Lebesgueova integralu rychle rozeznali. A tak se paralelné
s prostorem £? posloupnosti studuje prostor L? méfitelnych funkei s lebesgueovsky
integrovatelnym kvadrdtem, ktery mé (na rozdil od analogicky definovaného prostoru
pomoci Riemannova integralu) mimoiadné dulezitou vlastnost: je tuplny. Na L? 1ze
zavést skalarni soucin a tim vnést do tohoto prostoru geometrii, tedy napt. defino-
vat délku (normu) vektoru, kolmost apod. Takika na den ve stejnou dobu F. Riesz
a B. Fischer v roce 1907 nezavisle dokazali, ze pokud prvku f € L? pfifadime po-
sloupnost jeho Fourierovych koeficienti vzhledem k iplné ortonormalni posloupnosti,
dostévame izomorfismus L? na ¢2. Z abstraktniho pohledu, jakkoli jsou prvky pro-
stortt L? a £2 zcela odli$né, se tyto prostory jevi jako stejné. Zminény izomorfismus
davé tedy moznost zastoupit prvek z L? souradnicemi (to jsou Fourierovy koeficienty)
vzhledem k souradnicovym osdm (ty odpovidaji vektortim ortonormélni baze). Co je
vsak zvlasté dulezité: Rieszova—Fischerova véta oteviela cestu ke studiu prostoru LP
a déle k obecné teorii normovanych linedrnich prostori a pozdéji k dualité.
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Prvni dekada 20. stoleti byla tedy silné poznamenana na jedné strané Hilbertovymi
vysledky, na druhé strané objevem Lebesgueova integralu. V té dobé se jiz vice a vice
prosazoval jazyk teorie mnozin a v algebfe vystupoval do popredi trend k obecnym
algebraickym strukturam, kde charakter studovanych objektti ustupuje do pozadi a za
podstatnd jsou povazovana pravidla vymezujici zachdzeni s nimi. V analyze odklon
od konkrétnich objekt (jako jsou funkce, kiivky, plochy), u nichz byly studoviny
vlastnosti jako napf. spojitost, limita, kfivost, nastava pozdéji. M. Fréchet ve své di-
sertaci z roku 1906 prichézi s prenesenim pojmil konvergence, spojitosti, vzdalenosti
na zcela libovolné mnoziny (povaha jejich prvki nehraje zadnou roli) a definuje met-
rické prostory. Pak je mozno v abstraktnim kontextu mluvit o okoli bodu, zavést limitu
a spojitost, podobné jako v eukleidovském prostoru. Pro rozvoj funkcionalni analyzy je
mimoradné dilezité, ze lze studovat fundamentalni pojmy, jako je napt. kompaktnost,
uplnost, separabilita.

Prvni léta 20. stoleti znamenaji posun od klasické k moderni analyze. Ponékud
pozapomenuté pojmy studované na konci 19. stoleti zejména italskymi matematiky
(G. Peano, V. Volterra, S. Pincherle a dalsi), jako jsou linedrni prostory, linedrni funk-
cionaly a obecnéji nelinedrni funkciondly a operatory, postupné ozivaji a stavaji se
béznym jazykem matematiki zacatku 20. stoleti. Integralni rovnice na jedné strané
a variacni pocet na druhé strané prispély k obecné myslence funkciondlu, tedy funkci
definovanych na funkcich, a operdtoru jako zobrazeni mezi obecné nekonecnédimen-
zionalnimi prostory. V roce 1903 privadi J. Hadamard na svét, dnes bychom frekli,
ideu topologické duality, tedy studium obecného tvaru spojitého linedrniho funkcio-
nélu na prostoru C([a, b]) spojitych funkei na intervalu [a, b] (uvaZuje se topologie
stejnomérné konvergence). Jeho vysledek byl prekondn F. Rieszem v roce 1909: kazdy
spojity linedrni funkciondl na C([a, b]) 1ze vyjadfit pomoci Stieltjesova integralu. Pred-
tim, v roce 1907, M. Fréchet a F. Riesz ukazali, Ze vSechny spojité linearni funk-
ciondly na (tehdy zndmych) Hilbertovych prostorech lze vyjadiit pomoci skaldrniho
soucinu.

Pro formovani funkcionalni analyzy je dulezitda prace F. Riesze Untersuchungen
iber Systeme integrierbarer Funktionen (1910); viz [56], s. 441. Riesz v ni rozvinul
teorii prostori LP = LP((a, b)) a prostoru L? k nim dudlnich. Zde 1 < p < o
aq:=p/(p—1).J. Dieudonné v [9], s. 124 vyjadFil ndzor, Ze vedle Hilbertova 4. Mittei-

vvvvv

nekonec¢ného systému rovnic

b
/f(t)gj(t) dt=c;, j=1.2,..., (19)

kde g; € L? a f je hledand funkce z LP. Zde je ziejma souvislost s problémem, ktery
E. Schmidt Fesil pro #? v navaznosti na Rieszovu-Fischerovu vétu. Riesz nejprve, v ana-
logii s Hilbertovym prostorem L?, zavadi silnou konvergenci v LP definovanou pomoci
podminky

b
Jim / 70~ O dt =0
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a slabou konvergenci takto: Die Folge {fi(x)} von Funktionen der Klasse [LP] kon-
vergiert in bezug auf den FExponenten p schwach gegen die Funktion f(x) derselben
Klasse, wenn

a) die Integralwerte
b
[1stayr ao

insgesamt unterhalb einer endliche Schranke liegen;

b) fir alle Stellen a S x < b

41_i>rn fi(z) dz = /f(:zc) dz

ausfallt.
Pozdé&ji poznamendvd, ze podminka b) je ekvivalentni s podminkou, ze

b
lim [ (f(z) = fi(z))g(x) dz = 0
a

pro kazdou funkci g € L?. Pri dikazu véty, ze kazdd nekoneénd omezend podmnozina
funkei z LP obsahuje vybranou slabé konvergentni posloupnost, vsak uziva puvodni de-
finici. Jinak feceno, omezené mnoziny v L? jsou slabé relativné kompaktni. Poté Riesz
uvadi podminku pro feSitelnost problému z (19) a dokazuje (v dnes$ni terminologii),
ze L? je dudlni prostor k prostoru LP.

U Riesze se objevuje definice spojitého linedrniho operdtoru (Funktionaltransfor-
mation T[f(x)]) na LP a definice dudlniho operdtoru ( Transponierte T[g(z)]) na L4
definovaného pomoci

b

b
/ T{f(@)lg(x) dz = / (@) Tlg(@)] da.

a

Dalsim vyznamnym meznikem v krystalizacni fazi formovani funkcionalni analyzy
je Rieszova kniha Les systémes d’équation linéaires d une infinité d’inconnues (1913).
Jeji ndzev ponékud zastird fakt, ze v ni mj. Riesz rozviji teorii operdtora (substitutions
linéaires) na prostoru £2. Je vyznamné, Ze opousti svét Hilbertovych kvadratickych fo-
rem ve prospéch linedrnich operdtoru. V tomto kontextu je pro Riesze podle definice
operator totalné spojity, jestlize prevadi slabé konvergentni posloupnosti na silné kon-
vergentni. Poznamenévé, ze v ¢? tiida totilné spojitych operdtori splyva s tiidou
operatort, které lze (v normé) libovolné pfesné aproximovat koneénédimenzionalnimi
operatory.

Dalsi informace k tématu této kapitoly lze nalézt napi. v [2], s. 64, [4], [6], s. 213,
[9], s. 115, [15], s. 628, [16], [19], [20], s. 398, [21], [24], s. 1081, [32], [34], [41], s. 58,
[43], [45], [46], [48], s. 73, [49] [50], [51], s. 9, 106, [52], [57], s. 195, [62], [64], [54].
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Rieszova teorie totalné spojitych operatori

Konec¢né dospivime ke slavnému Rieszovu ¢ldnku Uber linearen Funktionalgleichun-
gen, ktery vysel v Acta Mathematica v roce 1918. Drive, nez se soustfedime na préci
samotnou, zduiraznime nékolik jejich podstatnych ryst. Predevsim se Riesz pfi studiu
linearnich rovnic zcela odklonil od Hilbertovy metodiky jejich zkouméni pomoci bi-
linedrnich forem. Riesztv pristup preferuje fe¢ linedrnich operatora, jejiz zarodek je
patrny uz ve Fredholmoveé préaci. Jesté v kapitole III knihy Les systémes d’equations
linéaires a une infinité d’inconnues (1913) uzivd Riesz v kontextu prostoru ¢ preklad
Hilbertovy definice totalné spojitych bilinedrnich forem do nové reci linedrnich zob-
razeni: operdtor na (1 < p < 00) se nazyva totdlné spojity, jestlize prevadi slabé
konvergentni posloupnosti na silné konvergentni. V préaci dokoncené v roce 1916 se
Riesz jiz uchylil k nové definici, pro ¢¥ ekvivalentni, v niz pojem slabé konvergence
nefiguruje. V definici uziva Fréchettiv pojem kompaktnosti: operator se nazyva totdlné
spojity, jestlize zobrazuje omezené mnoziny na mnoziny relativné kompaktni, tj. mno-
ziny, jejichz uzavér je kompaktni. Tato definice je s ohledem na dalsi vyvoj funkcionalni
analyzy mimofadné stastnd. (Zde vsuneme dulezitou pozndmku. Terminologie, jak uz
to nékdy v matematice byva, prodélala po zavedeni normovanych linearnich prostoru
proménu: pro puvodni definici totalni spojitosti zaloZzenou na slabé konvergenci byl
nézev ponechan, zatimco pro novou definici zaloZenou na kompaktnosti se od pade-
satych let minulého stoleti vzil termin kompaktni operdtor — tuto terminologii navrhl
E. Hille.)

Je uzitecné zdiraznit, ze obecné nejsou tyto dvé definice ekvivalentni. Napf. v pro-
storu ¢! splyva slabd konvergence se silnou, tedy napi. identicky operator I: £* — ¢! je
ziejmé totalné spojity, neni vsak kompaktni, nebot koule v nekone¢nédimenzionalnim
prostoru neni relativné kompaktni.

F. Riesz v roce 1916 jiz nepracoval s nekonec¢nymi soustavami linedrnich rovnic,
s nekone¢nymi determinanty, s kvadratickymi a bilinedrnimi formami, opustil jazyk
analyzy nekonecné mnoha proménnych. Chtélo by se Tici, Zze pracoval s linearnimi
operatory na normovanych linearnich prostorech.

Ovsem toto doslova pravda neni, na vytvoreni pojmu normovaného linearniho pro-
storu bylo tieba jesté kratkou dobu pockat; viz [10], [51], s. 23. Rieszova préice je
psdna v kontextu prostoru C([a, b]), jakoby autor jeSte nemél odvahu se vznést do
vysin abstraktnich pojmu. Riesz napsal: Die in der Arbeit gemachte Einschrankung
auf stetige Funktionen ist nicht von Belang. Der in den neueren Untersuchungen tber
diverse Funktionalrdume bewanderte Leser wird die allgemeine Verwendbarkeit der
Methode sofort erkennen; er wird auch bemerken, dass gewisse unter diesen, so die
Gesamtheit der quadratisch integrierbaren Funktionen und der Hilbert’sche Raum von
unendlich vielen Dimensionen nach Vereinfachungen gestatten, wdhrend der hier be-
handelte scheinbar einfachere Fuall als Priifstein fir die allgemeine Verwendbarkeit
betrachtet werden darf; viz [56], s. 1053.

Neni pochyb o tom, Ze Riesz mél dalsi zobecnéni na mysli. Omezeni na prostor spo-
jitych funkei napomohlo k nové definici totédlné spojitého (v dne$nim jazyce kompakt-
niho) operdtoru jako jednoho z nejplodnéjsich pojmu teorie operatora. Méli bychom
poznamenat, Ze v oné dobé slaba konvergence v C([a, b]) nebyla ani definovdna, natoz
uzivana. Na druhé strané kompaktnost Fredholmova integralniho operatoru vyplyva
jednoduse z kritéria (Arzela—Ascoli) relativni kompaktnosti mnozin v C([a, b]).
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Je zde jesté jeden moment: pri formulaci Fredholmovy alternativy pro obecné ope-
ratory nemél Riesz jesté k dispozici pojem dudlntho operdtoru, coz v pifpadé integral-
nich operdtort ne¢ini potize (transponované jadro K (s, t) = K(t, s)).

Nechame-li stranou aplikaci na integralni rovnice, celd prace je zaloZena pouze:

e na pojmu normy, kterou Riesz sice ad hoc definuje pro prostor C([a, b]), avsak
operuje s vlastnostmi, které vstupuji po ¢tyrech letech do abstraktni definice;

e na vtipné aplikaci pojmu kompaktniho operatoru.

Kli¢em k diikaztim jsou vlastné jen ndsledujici dvé takika zfejma tvrzeni (formulujeme
je jiz v souCasném jazyce):

e je-li X normovany linearni prostor a Y je jeho vlastni uzavfeny podprostor, potom
existuje vektor z € X takovy, Ze ||z =1 a |lz — y|| Z 3 pro viechna y € Y;

e pokud mnozina M C X obsahuje nekoneénou posloupnost {z;} takovou, ze
|z; — 2k|| Z 3 pro vechna j # k, pak M neni relativné kompaktni.

Pro kompaktni linedrni operator A zkoumd Riesz operdtor T := [ — A a uzitim
vyse uvedenych tvrzeni dokazuje:

1. jadro T~'(0) operatoru T m4 kone¢nou dimenzi;
2. T(X) je uzavieny podprostor v X a jeho kodimenze je koneén4.

V dal$im kroku Riesz uvazuje iterace T* operdtoru T a zkoumd jednak jadro Ny
operatoru T, jednak obraz Fj, := Tk(X ). (Poznamenejme, ze takova metoda pro pro-
story konec¢né dimenze byla uzita Ed. Weyrem, viz [3].) Ukazuje, ze { N\, } je neklesajici
posloupnost uzavienych prostort koneéné dimenze a {Fj} je nerostouci posloupnost
uzavienych podprostort kone¢né kodimenze. Pomoci tvrzeni 2 Riesz dokézal sporem,
7e existuje nejmensi prirozené ¢islo n takové, Zze Ny 1 = Ny pro k = n. Pak Fyy 1 = F
pro k 2 n a X je topologicky direktni soucet prostori F,, a N,,. Restrikce T na F,
je linedrni homeomorfismus F,, na F,. Jestlize specialné Ny = T-1(0) = {0}, pak
T je linearni homeomorfismus X na X a T~ splituje (I — A)T~' = I, neboli T~ =
=T+ AT, coz je operator stejného tvaru jako T', nebot AT ! je zfejmé kompaktni.
Odtud se jiz ziska informace o spektru operatoru 7.

Podrobnéjsi informace lze nalézt napt. v [2], s. 151, [4], [6], s. 214, [9], s. 144, [14],
[15], s. 641, [16], [20], s. 401, [32], [33], [34], [41], s. 64, [46], [49], [50], [51], s. 45, [57],
s. 214, [56], s. 1053. O zivote a dile F. Riesze (1880-1956) pojedndvaji [8], [14], [15],

s. 628, [19], [22], [34], [46], [56], s. 15, [66].
Epilog: Rieszova teorie po roce 1918

J. Dieudonné k Rieszové teorii poznamenal: Although there has been much work done
on compact operators of special types, the general theory of compact operators has re-
mained pretty much what it was after the publication of F. Riesz’s 1918 paper; viz [9],
s. 148. K dokonalosti prezentace jiz jen schézel abstraktni kontext Banachovych pro-
storti. A. Pietsch v [51], s. 23 ¥ik&: ... around 1913 the concept of a complete normed
linear space was ripe for discovery. So to speak, it must have been in the air... Jak
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jsme jiz zminili, Riesz byl kolem roku 1916 kricek od abstraktni formulace. Why did
Riesz not cross the Rubicon?, vznasi otdzku A. Pietsch v [51], s. 23 a konstatuje: The
answer to this question will remain a mystery forever! Za mozny duvod povazuje to,
7ze v té dobé nebyl dostupny obecny pojem transponovaného zobrazeni, tedy v sou-
casné terminologii pojem duélniho operdtoru. Dvacata 1éta 20. stoleti v rychlém sledu
prinesla obecné pojmy: Banachiv prostor, dudlni prostor, také existenci spojitych li-
nedrnich funkciondla (dusledek Hahnovy-Banachovy véty), dudlni operdtor. Banach
a Schauder (1930) ukdzali, Ze pro normovany linedrn{ prostor X a spojity linedrni
operator T: X — Y existuje (pravé jeden) spojity linedrni operdtor 7" na dudlnim
prostoru X* takovy, ze

*(Tx)=T"2"(z), z€X, 2" X".

A jsme u vysvétleni Schauderova jména v Rieszové—Schauderové teorii: Schauder do-
kézal (pro Banachuv prostor X), Ze operdtor T: X — X je kompaktni, pravé kdyz
operator T*: X* — X* je kompaktni. To byl schazejici ¢ldnek k zavrSeni teorie kom-
paktnich operdtoru. A. Pietsch v [51], s. 198 formuluje sviij ndzor: In my opinion, the
Riesz—Schauder spectral theory of compact operators is the absolute highlight of func-
tional analysis in non-Hilbert spaces. Therefore it was quite natural to ask whether the
same results could be obtained for larger classes of operators. Takové tfidy operatort
byly hojné studovdny, viz napf. [15], s. 373, 511, [51], s. 192, 198, [63], s. 203.

Opakované jsme zduraznili vyznamnou vlastnost integralnich rovnic a operatoro-
vych rovnic s kompaktnim operatorem: teorie resitelnosti je v zdsadé shodna s tim, co
zname z linedrni algebry o soustavach linearnich rovnic. Dtvod pro tuto analogii, ale-
spoi v intuitivn{ roviné, se nabiz{: integralni operdtory a v fadé prostort (napt. v Hil-
bertovych prostorech) kompaktni operdtory lze libovolné presné aproximovat kone¢né-
dimenzionalnimi operatory. Necekané a prekvapivé delikatni je situace v Banachovych
prostorech.

Oznacéme F systém vSech operdtori T: X — X, pro néz dim T'(X) < oo. Budeme
ifkat, Ze linedrni operator T: X — X je aprozimovatelny (piseme T € F), jestlize

inf{||T —T|: T € F} = 0.

Necht T € F a necht T € F je takovy operdtor, e pro Q := T — T plati QI < 1.
Potom podle véty o Neumannové fadé je I — @ invertibilni. Rovnici x — Tx = y
Ize psat jako (I — Q)x — Tz = y, neboli x — (I — Q) 'Tx = (I — Q) 'y. Protoze
(I - Q)flf € F, lze redukovat feSitelnost rovnice © — Tx = y na problém linedrni
algebry; viz [51], s. 47.

Od T. H. Hildebrandta z roku 1931 pochéazi tento problém: Je v Banachovych pro-
storech kompaktni operdtor vidy aproximovatelny? A. Pietsch k této otdzce fika: In
my opinion, this was the most important question ever asked in Banach space theory.
Enflo’s negative answer (1973) changed the philosophical background of the subject
decisively; viz [51], s. 54.

Tim se nase putovani po stopach pojmu kompaktniho operatoru uzavira. Popsana
geneze je znamenitou ilustraci toho, jakymi cestami se vyvoj matematiky ubira, jak
jediny pojem dokézal ovlivnit formovani funkcionalni analyzy. Tato disciplina se rozvi-
nula v mnoha nec¢ekanych smérech a dodnes poskytuje podnéty pro zdkladni vyzkum
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Vv

i wzitek pro nejruznéjsi aplikace. Jak pravil H. Weyl (1951): Since the turn of the
century, ...mathematics is more like the Nile Delta, its waters fanning out in all di-
rections. Nas vyklad o kompaktnich operatorech, zd4 se, potvrzuje pravdu, kterou
pripomnél J. Dieudonné (1989): As Hadamard once said, in mathematics simple ideas
come last. (Citaty jsou z [48], s. i, vi.)

O dal$im vyvoji funkciondln{ analyzy po roce 1918 viz napf. [4], [6], s. 214, [9],
s. 128, 208, 210, [10], [15], s. 645, [16], [20], s. 402, [21], [24], s. 1088, [32], [33], [41],
s. 56, 145, [43], [49], [50], [64].

Podékovéni. Clanek byl podpofen grantem GA CR registraéni ¢islo 18-004498S.
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