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Hallova véta, jeji aplikace a historie

Antonin Slavik

Abstrakt. Hallova véta a jeji varianty patii k zdkladnim pilifim kombinatoriky. V textu pred-
stavime nékteré jeji klasické i méné znadmé aplikace. PopiSeme téz ranou historii véty a pti-
buznych tvrzeni, kterd je spojena nejen se jménem Philipa Halla, ale i fady dalsich pfednich
matematikt prvni poloviny 20. stoleti.

1. Hallova véta a jeji varianty

Pod nézvem Hallova véta se v literature vyskytuji na prvni pohled odlisna tvrzeni,
kterd jsou vsak ve skutecnosti ekvivalentni. Jako motivace k prvni verzi Hallovy véty
muze poslouzit nasledujici tloha: Obyvatelé jistého mésta se sdruzuji v mnoha spolcich,
rada z nich je dokonce cleny nékolika spolki zdroven. Je mozné v kazdém spolku zvolit
predsedu tak, aby kaZdy obcan predsedal mazximdiné jednomu spolku?

Preformulujeme tuto tlohu v jazyce mnozin: Necht Ay, ..., A, jsou podmnoziny
jisté mnoziny X. Rekneme, ze prvky x1, . . ., &, tvoii systém riiznych reprezentanti,
pokud jsou navzdjem ruzné a plati x; € A; pro vSechna ¢ € {1, ..., n}. Hallova véta
udévé nutnou a postacujici podminku pro existenci takového systému.?

Véta 1.1 (Hallova véta, mnozinova verze). Pro podmnoziny Ay, ..., A,
konecné mnoziny X existuje systém ruznych reprezentanti, pravé kdyz pro kazdé
m € {1, ..., n} plati, Ze sjednoceni libovolnych m mnozin z Ay, ..., A, obsahuje
aspon m prvki.

Podminku z predchozi véty lze zkracené formulovat tak, ze pro kazdou mnozinu
Ic{1,...,n} ma platit UAi

i€l

mnoziny M). Je zfejmé, Ze uvedend podminka je nutnd: Pokud by sjednoceni nékteré
m-tice mnozin mélo méné nez m prvki, pak mnozindm nelze priradit m rtznych
reprezentantii.

2 |I| (symbolem |M| zna¢ime pocet prvki konecné

Druha verze Hallovy véty byva oznacovana jako marriage theorem, nebot ji lze mo-
tivovat nasledujici ulohou: V databdzi jisté seznamouvaci agentury je evidovdno m dam
an pdni, kde m < n. Kazdd ddma oznaci nékteré pdny, se kterymi je ochotna se seznd-
mit. Chceme-li respektovat prdani vsech dam, je mozné priradit kazdé z nich partnera
a utvorit tak m disjunktnich pdri?

Tuto tlohu lze snadno zformulovat v jazyce teorie grafii. Pfipomeneme nejprve né-
které zékladni pojmy. Budeme uvazovat neorientované grafy G = (V, E), kde V ozna-
¢uje mnozinu vrcholit a E mnozinu hran. Rekneme, ze G je bipartitni graf s ¢astmi®
Vi aVy pokud V=V, UV, V1 NV2 = 0 a kazdd hrana grafu spojuje vrchol z V;

INeptedpoklada se, ze mnoziny Aj, ..., An jsou navzdjem ruzné.
2Néekdy se misto o ¢astech hovoif o partitach.
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s vrcholem z V5. Pdrovdni v libovolném grafu G je kazdd mnozina hran, z nichz zadné
dvé nemaji spole¢ny vrchol. Rekneme, ze parovani pokryva mnozinu vrcholda W C V,
pokud kazdy vrchol z W je incidentni s nékterou hranou parovani.

Druhé verze Hallovy véty udava nutnou a postacujici podminku pro existenci pa-
rovani v bipartitnim grafu, které pokryva jednu z jeho ¢asti.?

Véta 1.2 (Hallova véta, grafova verze). Necht G = (V, E) je bipartitni graf
s castmi Vi a V,. Pak existuje parovani pokryvajici mnozinu vrcholi Vi, pravée kdyz
kazdd mnozina vrcholii W C V4 méd aspoii |W| sousedi.

Maji-li obé ¢asti bipartitniho grafu stejny pocet vrcholt, pak Hallova véta udava
nutnou a postacujici podminku pro existenci perfektniho pdrovdni, tj. parovani, které
pokryva vsechny vrcholy grafu.

Nutnou a postacujici podminku z predchozi véty lze zformulovat strucnéji, pokud
pro libovolny graf G = (V, E) a mnozinu W C V zavedeme oznaceni

NW)={veV:3weW {v,w} € E}

(tj.- N(W) je mnozina vSech vrcholt, které maji souseda v mnoziné W). Podminka
v pledchozi vété pak 1iké, ze |[N(W)| = |W| pro vSechny volby W C V.

Mnozinova a grafova verze Hallovy véty jsou ekvivalentni v tom smyslu, ze pomoci
jednoho tvrzeni lze snadno dokazat druhé. Hleddni systému ruznych reprezentanti
mnozin A, . . ., A, lze totiz prevést na parovani téchto mnozin a jejich prvki. Naopak
hledani parovani v bipartitnim grafu, které pokryva vsechny vrcholy z ¢asti Vi, je
ekvivalentni s tim, ze ke kazdému vrcholu z V; hledame reprezentanta mnoziny jeho
sousedil. Popisme obé konstrukce podrobnéji:

e Necht jsou dany podmnoziny Ay, . . ., A, koneéné mnoziny X, které spliuji pod-
minku z véty 1.1. Sestrojime bipartitni graf s ¢astmi V4 a V2 nésledujicim zpiso-
bem: V ¢asti V1 budou vrcholy ocislované ¢isly 1, . . ., n, zatimco prvky mnoziny X
prohlasime za vrcholy v ¢asti Va. Dvojici vrcholi ¢ € Vi, & € V5 spojime hranou
pravé tehdy, kdyz x € A,. Ziskany graf splnuje podminku z véty 1.2 (pro W C V4
plati |[N(W)| = | U A;| 2 |W]) a lze v ném tudiz najit parovani pokryvajici vr-

iew
choly z V. Kaidé6 ¢islo ¢ € Vi je tedy sparovano s jistym prvkem z € Vs, ktery
prohldsime za reprezentanta mnoziny A;; tim jsme ziskali systém ruznych repre-
zentanti.

e Necht je dan bipartitni graf s ¢astmi V4 a V5 splnujici podminku z véty 1.2. Polo-

Zime X = V,. Je-li ¢&st Vi tvofena vrcholy vy, . . ., vy, definujeme A; = N({v;})
pro kazdé i € {1, ..., n}. Mnoziny Ay, ..., A, spliuji podminku z véty 1.1 (pro
Ic{1,...,n}plati || J Ai| = [IN({vii € I})| Z |I]) a majf tedy systém riznjch

i€l
reprezentanti. Pokud kazdy vrchol v € V; sparujeme s reprezentantem mnoziny
N({v}), ziskdme parovani v grafu G, které pokryvé vrcholy z V;.

Vzhledem k ekvivalenci vét 1.1 a 1.2 stac¢i dokazat jednu z nich. Nésledujici dukaz
véty 1.1 je prevzat z [1].

3Nejsou—li casti V1 a Vo bipartitniho grafu stejné velké, pak ma smysl hledat pouze parovani, které
pokryva mensi ¢ast.
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Diikaz. Jedna z implikaci ve vété 1.1 je trividlni: Pokud by sjednoceni nékterych m
mnozin z Ay, ..., A, mélo méné nez m prvku, pak neni mozné témto mnozinim
priradit rizné reprezentanty.

Druhou implikaci dokazeme indukci vzhledem k poc¢tu mnozin n. Pro n = 1 tvrzeni
jisté plati. Ukazeme, ze z platnosti tvrzeni pro 1, ..., n — 1 mnozin vyplyva jeho
platnost pro n mnozin. Predpoklddejme tedy, Ze pro kazdou mnozinu I C {1,...,n}
plati ‘U A;

iel

2 |I|. Rozlisime dva p¥ipady:

e Pro kazdé m € {1, ..., n — 1} plati, Ze sjednoceni libovolné m-tice z mnozin
Ay, ..., A, ma aspon m + 1 prvki. Z mnoziny A, vybereme libovolného repre-
zentanta x, a uvazime mnoziny A; \ {n}, ..., An—1\ {zn}. Sjednoceni libovolné
m-tice z nich méa aspon m prvki, indukéni predpoklad tedy zarucuje existenci
systému ruznych reprezentantu x1, . . ., Tp—1 a jsme hotovi.

e Existuje m € {1, ..., n — 1} a m-tice z mnozin Ay, ..., A,, jejichz sjednoceni
ma pravé m prvku. Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze se jedna
o mnoziny A, ..., A,. Podle indukéniho predpokladu maji systém riznych re-
prezentanti x1, . . ., T,. Vezmeme-li libovolnou ¢-tici z mnozin A, 41, . .., Ap,
pak jejich sjednoceni s mnozinami Ay, . . ., A,, obsahuje podle predpokladu aspon
¢ + m prvki. Sjednoceni samotné ¢-tice tedy obsahuje aspon ¢ prvka nepatiicich

do zddné z mnozin A, ..., A,. Podle indukéniho predpokladu tak mmnoziny
m

m
A1\ U Ay oo An\ U A; majf systém riznych reprezentantlt 11, - - - , Tn,
i=1 i=1
¢imz je dikaz dokoncen.
O
Nésledujici verze Hallovy véty je zdanlivé obecnéjsi nez véta 1.1, nebot pro kazdou
mnozinu A; umoznuje predepsat pozadovany pocet reprezentantu b;. Z dikazu je vSak
vidét, Ze tuto situaci lze snadno prevést na vybér riznych reprezentantii popsany
ve vété 1.1. Tvrzeni byva v literature oznacovano jako harem theorem, nebot vybér

reprezentantii lze interpretovat jako situaci, kdy si i-t4 ddma vybira b; pani.?

Véta 1.3 (Hallova véta, harémova verze). Jsou-li ddna disla by, ..., b, € Ny
a podmnoziny Ay, . .., A, konecné mnoziny X, pak jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni:

1. Z kazdé mnoziny A; Ize vybrat b; riznych reprezentantu tak, ze kazdy prvek
reprezentuje nejvyse jednu mnozinu.

2. Pro kazdou mnozinu I C {1, ..., n} plat{ ‘U Ai‘ > Z b;.
i€l icl

Diikaz. Prvni podminka zfejmé implikuje druhou. Obracenou implikaci dokédzeme pre-
vedenim problému na klasickou Hallovu vétu. Kazdou mnozinu A; nahradime jejimi

4V pivodni formulaci pochazejici od P.R. Halmose a H.E. Vaughana [14] jsou role Zzen a muzi
obracené (viz historické pozndmky v kap. 3). V. Bryant v knize [4] ovSem poznamendva: Traditionally
in a harem each man can have many wives but no woman can have more than one husband. We now
deduce the harem version of Hall’s theorem, but we do our small bit to put right the sexual imbalance.
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b; kopiemi, ¢imz vznikne b = by + ...+ b, mnozin Cq, ..., Cp. Nyni staci ukazat,
ze témto mnozindm lze prifadit rizné reprezentanty. Potfebujeme tedy ovérit pod-
minku z véty 1.1: Pro kaZdou mnozinu J C {1, ..., b} m4 platit 'U c;| 2 |J|.
jeJ
Necht {A;: i € I} jsou vSechny mnoziny, jejichz kopie se vyskytuji mjeezi mnozinami
{Cj:j € J}. Pak plati | | C; = Ai, tedy
jeJ i€l

Ueal=ua
jeJ el

=2 bz |J].

i€l

Bipartitni grafy lze popsat maticemi, ¢imz dostaneme dalsi verzi Hallovy véty.

Véta 1.4 (Hallova véta, maticova verze). Pro kazdou matici o rozmérech m X n
Jjsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. Z kazdého radku matice Ize vybrat nenulovy prvek tak, ze zadné dva vybrané
prvky nelezi ve stejnych sloupcich.

2. Z matice nelze vybrat nulovou podmatici® o k fédcich a ¢ sloupcich, kde k + £ > n.

Diikaz. Ukézeme, Ze tvrzeni je jen jinou formulaci grafové verze Hallovy véty. Matici A
typu m X n ztotoznime s bipartitnim grafem G = (V| E) s ¢astmi Vi = {v1, ..., vm}
aVy ={wy, ..., wy}, kde v; a w; jsou spojeny hranou, pravé kdyz a;; # 0. Pod-
minka 1 je pak ekvivalentni s existenci parovani v grafu G, které pokryva mnozinu
V1. Podle véty 1.2 to nastava pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu W C Vi plati
IN(W)| = |W|. Tato podminka jinymi slovy ¥ika, Ze kazda k-tice Ffadkt matice A
obsahuje nenulové prvky v aspon k riznych sloupcich, tj. v maximalné n — k sloupcich
jsou samé nuly. To je vSak jen jiné vyjadieni podminky 2. O

Vidime, ze véty 1.1 az 1.4 jsou v podstaté totozna tvrzeni. Presto je uzitecné mit
tato ekvivalentni vyjadreni Hallovy véty k dispozici, coz se pokusime ukazat v nésle-
dujici ¢asti. Z praktického pohledu je dulezité, ze vybér reprezentantti mnozin i vybér
nenulovych prvki z matice lze prevést na hledani parovani v bipartitnim grafu, nebot
pro Teseni tohoto problému existuji efektivni algoritmy.

2. Priklady a aplikace

V této kapitole predstavime nékolik elementarnich aplikaci Hallovy véty. Nejedna se
o vycerpavajici prehled — zamérime se na snadno srozumitelné problémy z rtznych
oblasti matematiky (rekrea¢ni matematika, linedrni algebra, diskrétni matematika,
teorie grup) a dale na vysledky, které sehrdly dilezitou roli v historii Hallovy véty (viz
kap. 3).

Piiklad 2.1 ([19], s. 419). Standardni balicek hracich karet je tvofen 52 kartami roz-
délenymi do ¢tyt barev, s tiindcti hodnotami 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, J, Q, K, A. Balicek

5Pojern podmatice zde chapeme v obecnéjsim smyslu, nez je obvyklé. Jednd se o prvky, které se
nachdzeji v priniku libovolné mnoziny r4dku a sloupcii (nemusi se jednat o sousedni fadky ¢i sloupce).
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Obr. 1. 52 karet rozmisténych do 4 fadkt a 13 sloupct

promichdme a karty ndsledné vyskldddme do 4 fadku a 13 sloupct (v libovolném po-
fadi). Ukolem hrace je vybrat z kazdého sloupce jednu kartu tak, aby na konci mél
od kazdé hodnoty po jedné karté (libovolné barvy). Situaci ilustruje obrazek 1. Hraé
muze ukol splnit napf. tak, Ze z jednotlivych sloupctu postupné voli karty s hodnotami
5,4, A,J,Q,2,6,10,3,7,8,9, K.

Tvrdime, ze takovy vybér je mozny pri jakékoliv permutaci karet. K dikazu pouzi-
jeme vétu 1.1. Polozime X = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K, A} aproi € {1,...,13}
oznac¢ime symbolem A; mnozinu v8ech hodnot karet, které se vyskytuji v i-tém sloupci.
Nyni stac¢i dokazat, ze mnoziny A, ..., Ajs maji systém ruznych reprezentantt. Li-
bovolnych m sloupci obsahuje 4m karet. Kazda hodnota je zastoupena maximalné
Ctyrikrat, proto je ve vybéru aspon m ruznych hodnot. To znamen4, ze pro kazdych
m mnozin z Ay, . .., A1z ma jejich sjednoceni aspon m prvku, a podminka z véty 1.1
je tedy splnéna.

Ctenaf si snadno rozmysli nasledujici poznamky:
e Poté, co vybereme od kazdé hodnoty jednu kartu, 1ze cely proces zopakovat se
zbylymi 39 kartami a nésledné i s 26 kartami.

e Pokud bychom misto vybéru ze sloupct vybirali po jedné karté z kazdého radku,
pak lze vzdy dosdhnout toho, Ze zvolime Ctyfi rizné barvy.

Priklad 2.2 ([2], s. 36). Na obréazku 2 je ttvar slozeny ze 16 bilych a 16 Sedych poli
(pFeskrtnuté policko neni soucésti obrazce). Domino je obdélnikova dlazdice o rozmé-
rech 2 x 1, pomoci které lze pokryt libovolna dvé pole se spole¢nou hranou. Lze zadany

Obr. 2. Obrazec vlevo lze pokryt dominy, pravé kdyz v grafu vpravo existuje perfektni
parovani
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utvar beze zbytku pokryt dominy tak, aby se zadna dvé neprekryvala? Po chvili expe-
rimentovani zjistime, Ze to pravdépodobné neni mozné. Jak tuto skutecnost dokézat,
aniz bychom museli rozebirat velké mnozstvi pripada?

Zkonstruujeme graf nasledujicim zpusobem: Kazdému policku obrazce bude odpo-
vidat jeden vrchol. Dva vrcholy spojime hranou, pokud lze priislusné policka pokryt
jednim dominem. Nyni je zfejmé, Ze obrazec lze pokryt dominy, pravé kdyz v se-
strojeném grafu existuje perfektni parovani (kazdd hrana parovani odpovida jednomu
dominu). Kazd4d hrana spojuje bilé a Sedé policko, graf je tedy bipartitni a jeho dvé
Casti jsou vrcholy reprezentujici bila, resp. seda policka. K dikazu, ze perfektni pa-
rovani neexistuje, pouzijeme vétu 1.2. Za mnozinu W zvolime vrcholy reprezentujici
vSechna Sedd policka v prvnim radku, vSechna sedé policka ve druhém radku a déle
Sedd policka ve tretim radku nachazejici se v prvnim a tretim sloupci; celkem jsme
vybrali |W| = 6 sedych poli¢ek. Z nich vedou hrany do 5 bilych poli¢ek, tj. |[N(W)| =5
a nutna podminka pro existenci perfektniho parovani tedy neni splnéna.

Obrazec z predchozi dlohy neni nijak specidlni; v kazdém obrazci slozeném ze
¢tvercovych policek je pokryvani dominy ekvivalentni s hledanim perfektniho parovani
v prislusném grafu. Ten je vzdy bipartitni a vztahuje se na néj véta 1.2. Pokud tedy
perfektni parovani neexistuje, vzdy to muzeme dokazat nalezenim mnoziny policek W
a jejich sousedu N (W), kde |[N(W)| < |[W].

Dalsi aplikace Hallovy véty souvisi s maticemi. Je zrejmé, ze kazda ¢tvercova matice
obsahujici aspon jeden nulovy Fadek ¢i sloupec je singularni. Toto pozorovani zobecnuje
nésledujici véta (viz [30]).

Véta 2.3. Jestlize matice A typu n x n obsahuje nulovou podmatici® typu k x ¢,
kde k + ¢ > n, pak A je singuldrni.

Dikaz. Tvrzeni je primym dtsledek maticové verze Hallovy véty. Protoze podminka 2
ve vété 1.4 je porusena, vyplyva odsud, ze neni mozné zvolit v kazdém radku matice
A nenulovy prvek tak, aby tyto prvky lezely v ruznych sloupcich. To vSak znamenad, Ze
kazdy scitanec air(1) - - . Gnr(n) (kde 7 je permutace mnoziny {1, ..., n}) v definici
determinantu

det A = Z sgn(m)a1r(1) - - - Gnr(n)
s
je nulovy, a tudiz A je singularni matice. O

Diikaz nésledujici véty je prevzat z [34], str. 59.

Véta 2.4. Necht A je nezdporna matice o rozmérech n X n, ve které maji vsechny
radky i sloupce stejné soucty. Pak lze z kazdého radku vybrat jeden nenulovy prvek
tak, Zze zadné dva vybrané prvky nelezi ve stejném sloupci.

Diikaz. Neobsahuje-li A zadné nuly, pak tvrzeni plati. Jinak uvazujme libovolnou nu-
lovou podmatici o k fadcich a ¢ sloupcich. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat,

5Termin podmatice mé stejny vyznam jako ve vété 1.4, podmatice tedy nemusi byt tvofena sou-
sednimi radky ¢i sloupci.
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Ze jde o prvnich k ¥4dka a prvnich ¢ sloupct matice A (permutace fadku ¢i sloupct
nemd zadny vliv na platnost tvrzeni), tj.

0 B
A= ( o5 ) .
Soucty prvku v fadcich matice B i sloupcich matice C' jsou rovny jistému ¢islu s.

Soucet vsech prvki matice A je ns 2 ks + £s. Plati tedy n 2 k + £ a k dokondceni
dtkazu staci pouzit vétu 1.4. O

Piiklad 2.5 ([15], str. 459). Na Sachovnici o rozmérech n X n jsou rozmistény véze
tak, ze v kazdém Fddku a v kazdém sloupci se nachdz{ pravé k figur (jejich barvy ani
barvy poli¢ek nejsou podstatné). Tvrdime, Ze vzdy muzeme vybrat n vézi, které se
navzajem neohrozuji (tj. kazdé dvé jsou v ruznych fadcich i sloupcich). Toto tvrzeni
je jednoduchym dusledkem véty 2.4 — staci sachovnici nahradit matici tvorenou nu-
lami a jednickami, ptricemz jednicky odpovidaji pozicim vézi. Opakovanym pouzitim
véty 2.4 Ize dokonce dokézat silngjsi tvrzeni: vSech kn vézi muzeme rozdélit do &k skupin
tvofenych n neohrozujicimi se vézemi.

Vime, Ze pro bipartitni grafy udava véta 1.2 nutnou a postacujici podminku pro
existenci parovani, které pokryva jednu z c¢asti grafu. Misto ovérovani této podminky
mize byt v nékterych ptripadech snazsi pouzit nasledujici vétu. Pripomenme, zZe je-
-li dén graf G = (V, E) a vrchol v € V, pak jeho stupern (tj. pocet hran incidentnich
s timto vrcholem) se zna¢i deg v. Graf se nazyva reguldrnd, pokud vSechny jeho vrcholy
maji stejny stupen.

Véta 2.6. Necht G = (V, E) je bipartitni graf s édstmi Vi a Vs, ktery m4 aspon
jednu hranu. Pokud plati

max deg v £ min deg w,
veEVS weVy

pak v grafu G existuje parovani pokryvajici mnozinu vrcholi V.

Diikaz. Ukézeme, ze je splnéna podminka z véty 1.2. Necht W C Vj. Pocet hran
spojujicich W a N(W) je nejméné (mi‘r/l deg w)|W| a nejvyse (m&‘x/x deg v)|N(W)|.
weVy veVa

Plati tedy

in d wW| < d N(W)| £ (min d NW
(min deg w)[1V] < (max deg o) N(W)| < (mip deg w)[N(W),

odkud plyne |N(W)| 2 |W|, nebot podle pfedpokladi véty mé kazdy vrchol z V4
stupen aspon 1. O

Dtsledek 2.7. V kazdém regularnim bipartitnim grafu existuje perfektni parovani.
Maji-li vsechny vrcholy grafu stupen k, pak mnozinu vsech jeho hran lze rozlozit na
k disjunktnich perfektnich parovani.
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Nésledujici priklad je prevzat z [25].

Priklad 2.8. Kouzelnik se svym asistentem provozuji ndsledujici karetni trik: Asistent
nechd osobu z obecenstva vybrat libovolnych pét karet ze standardniho balicku 52 hra-
cich karet. Asistent si karty prohlédne, ¢tyri z nich odkryje a vysklada na stul vedle
sebe. Kouzelnik poté uhodne barvu i hodnotu neodkryté paté karty. Jak je to mozné?
Staci, kdyz se kouzelnik s asistentem dohodnou na prostém zobrazeni f: V; — V5, kde
V1 je mnozina vSech neusporddanych pétic karet, V5 je mnozina vsech usporadanych
Gtveric a obrazem libovolné pétice {a, b, ¢, d, e} je usporddana ctvefice (z, y, z, w),
kde z, y, z, w jsou navzdjem rtzné prvky mnoziny {a, b, ¢, d, e}. Poté, co osoba
z obecenstva vybere pétici {a, b, ¢, d, e}, asistent vylozi na stil uspofddanou ¢tvetici
f{a, b, ¢, d, e}). Jelikoz je f prosté, kouzelnik muze ze znalosti f({a, b, ¢, d, e}) jed-
noznaéné ur¢it neusporddanou pétici {a, b, ¢, d, e}. Jak vime, Ze takové zobrazeni f
existuje? Zkonstruujeme bipartitni graf s ¢dstmi V; a Vs, pficemz pétici {a, b, ¢, d, e}
spojime hranou se ¢tvetici (z, y, z, w), pravé kdyz z, y, z, w jsou navzdjem ruzné
prvky mnoziny {a, b, ¢, d, e}. VSechny vrcholy v ¢dsti V4 maji stupen 5-4-3-2 = 120,
zatimco vrcholy v ¢asti Vo maji stupen 52 — 4 = 48. Podle véty 2.6 tudiz existuje paro-
vani, které pokryva vsechny vrcholy Vi. Pomoci néj snadno ziskdme prosté zobrazeni
f: Vi — Va. (Pomérné jednoduchy piiklad takového zobrazeni lze najit v [25].)

Predstavme si jisty sportovni turnaj s n tcastniky, ve kterém se kazdy utka s kaz-
dym. Predpokladejme, Ze zadny zapas neskonéi remizou — jeden ze souperu vzdy zvi-

n
tézi. Celkem se tedy odehraje <2> zapasu. Pro kazdého hrace zaznamendme pocet

jeho vitézstvi a tato cisla sefadime do posloupnosti. Zajima nas, jak takova posloup-
nost by, . .., b, miZe vypadat. Jejimi ¢leny jsou celd ¢isla z mnoziny {0, ..., n— 1},

n

jejichz soucet je 5 - Ne kazdéa takova posloupnost vsak odpovida néjakému tur-

naji. Jako priklad poslouzi napt. posloupnost 5, 4, 4, 1, 1, 0, jejiz ¢leny davaji soucet
6 3

15 = 5) Kazd4 trojice hract musela odehrat ) = 3 vzajemné zapasy a v kaz-

dém nékdo z nich zvitézil, proto soucet zadné trojice ¢isel v posloupnosti nemize byt
mensi nez 3. Tato podminka je vsak porusena u poslednich tii ¢lenti nasi posloup-
nosti.

Preformulujeme problém v fec¢i grafii. Turnaj mizeme znézornit orientovanym gra-
fem s n vrcholy odpovidajicimi hrac¢tum. Skutecnost, ze hrac i zvitézil nad hracem j,
vyzna¢ime orientovanou hranou z i do j. Pro kazdé i € {1, ..., n} pak hodnota b;
odpovidéd poctu hran vychazejicich z vrcholu <. Tyto Gvahy vedou k nasledujicim de-
finicim: Turnaj je orientovany graf G = (V, E) takovy, Ze pro kazdou dvojici vrcholu
i, j € V plati bud (¢, j) € E, nebo (4, i) € E. Vystupni stuperi vrcholu v libovolném
orientovaném grafu je pocet hran, které z vrcholu vychazeji. Skdre turnaje je posloup-
nost vystupnich stupiia vSech vrcholi daného turnaje (v libovolném pofadi). Vsechny
pojmy ilustruje obrazek 3.

Autorem nésledujici véty, kterd charakterizuje vSechna ptipustnd skére, je Hy-
man Garshin Landau [18], ktery se snazil popsat vztahy ve zvifecich spoleénostech
(napt. v hejnech kutat). Jednoduchy dikaz zalozeny na pouziti harémové verze Hallovy
véty je prevzat z [4].
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QZ O

AN

Obr. 3. Turnaj tvofeny Sesti vrcholy, jehoz skére je 2, 3, 3, 5, 1, 1 (vystupni stupné jsou
uvedeny v pofadi od spodniho vrcholu proti sméru hodinovych ruéicek)

O

Véta 2.9. Posloupnost c¢isel b, ..., by, € Ny predstavuje skore néjakého turnaje,
pravé kdyz jsou splnény nasledujici podminky:

n

I
2. Pro kazdou mnozinu I C {1, ..., n} platfz bi 2 (|2|)
il

Diikaz. Obé podminky jsou zfejmé nutné k existenci turnaje; druha podminka odpo-
1
vida tomu, Ze hraci z mnoziny I sehraji (|2|) vzajemnych zapasu a v kazdém néktery

z nich zvitézi.

Necht je dana posloupnost b1, . . . , b, splnujici predpoklady 1 a 2. Chceme dokazat,
Ze existuje turnaj s n vrcholy, kde vystupni stupen i-tého vrcholu je b;. Za¢neme tim,
Ze vezmeme Uplny neorientovany graf na n vrcholech, tj. graf s hranami {i, j}, kde
1 <4< j = n.Si-tym vrcholem jsou tedy incidentni hrany z mnoziny

Ai={{i, g} e{l, ..., np \ {i}}.

Pro kazdou hranu nyni musime zvolit orientaci. To lze zaridit tak, Ze pro kazdé

i€{l,...,n} vybereme z mnoziny A; celkem b; riznych hran, které budou mifit

ven z vrcholu 4, pficemz vsech by + . . . + b, vybranych hran musi byt navzajem rtz-

nych. Nyni staci ovérit, ze jsou splnény podminky véty 1.3. Potiebujeme ukézat, ze

pro kazdou mnozinu I C {1, ..., n} plati ’U Al 2 Z b;. Aplikujeme-li pfedpo-
i€l il

n—|I
Klad 2 na mnozinu {1, .. ., n} \ I, obdrzime 3 b; > < 2| I)_ Dile si uvédomime,
igl
7€ Vv mnoziné U A; jsou vSechny neorientované hrany s vyjimkou téch, které spojuji
iel
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vrcholy z mnoziny {1, ..., n}\ I. Plati tedy

’iGUIAi B @ } (n—2|1|) 2 (Z) "=

a dukaz je dokoncen. O

Ve formulaci predchozi véty se nékdy navic predpoklada, ze by < by < ... < by,.
Podminka 2 se pak zjednodusi: Sta¢i ovéfit, ze pro kazdé r € {1, ..., n — 1} plati

Z;bg(;)

Nésledujici véta a jeji disledek o existenci spoleénych reprezentantt pro dva ruzné
systémy mnozin sehraly dilezitou roli v historii Hallovy véty (viz podrobnéjsi infor-
mace v kap. 3).

Véta 2.10. Necht X je konecnd mnozina, ktera je dvéma zptisoby rozdélena na
disjunktni podmnoziny: X =T1U...UT, = S1U...US,,. Predpokladejme, Ze sjed-

noceni kazdych k mnozin z Ty, . . . , T,, obsahuje prvky aspon k mnozin z S1, . . ., Sm.
Pak existuji navzdjem rizné prvky x; € T;, i € {1, ..., n}, z nichZ Zddné dva nelezi

ve stejné mnoZiné S;.

Diikaz. Proi € {1, ..., n} polozime A; = {S;: S; NT; # 0}. Stadi dokazat, Ze tyto
mnoziny Aji, ..., A, maji systém ruznych reprezentanti — v tom pripadé se totiz
jednd o n-tici disjunktnich mnozin Sy, . . ., Sjmn), kde S;;) NT; # 0, a muzeme volit
x; € Sj¢;y pro viechna i € {1, ..., n}. Systém rtznych reprezentanti pro Ay, ..., A,
vskutku existuje, nebot je splnén predpoklad Hallovy véty: Pro I C {1, ..., n} plati

U
iel

- ’U{Sj: S;NT; #@}’ = ’{Sj: S;in|J T # q)}‘ > 1.
i€l i€l

O

Dusledek 2.11. Necht X je konecnd mnozina, ktera je dvéma zptisoby rozdélena na
n disjunktnich podmnozin po £ prvcich: X =Ty U...UT, = S U...US,. Pak
existuji navzajem riizné prvky xi, ..., x, € X, z nichz zadné dva nelezi ve stejné
mnoziné T; ani ve stejné mnoziné S;.

Drikaz. Staci ovérit predpoklad véty 2.10. Libovolnd k-tice z mnozin Ty, ..., Ty,
maé celkem k¢ ruznych prvki, které nemohou byt obsazeny v méné nez k mnozinach
zS1,...,8,.7 O

Predchozi disledek je uzitetny v teorii grup. Pro libovolnou grupu G, jeji pod-
grupu H a prvek g € G definujeme levou rozkladovou tridu gH = {gh: h € H} a pravou
rozkladovou tridu Hg = {hg: h € H}. Kazdé dvé levé/pravé rozkladové tfidy jsou bud
disjunktni, nebo splyvaji. Je-li H koneéné, pak velikost kazdé rozkladové t¥idy je |H]|.
Systém mnozin {gH: g € G}, resp. {Hg: g € G}, se nazyva levy, resp. pravy rozklad

"Tvrzeni disledku 2.11 lze zesilit: Jeho opakovanym pouzitim dostdvdme existenci £ riiznych n-tic
prvka X s predepsanou vlastnosti. V kap. 3 je vysvétleno, ze dusledek 2.7 je ekvivalentni s disled-
kem 2.11.
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grupy G podle podgrupy H. Vybereme-li z kazdé z disjunktnich levych/pravych roz-
kladovych tiid po jednom prvku, dostaneme systém ruznych reprezentantii, ktery se
nazyva transverzdla. Jak tyto pojmy souviseji s disledkem 2.117 Mame-li kone¢nou
grupu G a jeji podgrupu H, pak za mnoziny Ay, ..., A,, resp. B1, ..., B, miZeme
volit levé, resp. pravé rozkladové tfidy, ¢imz dostavame néasledujici dusledek.

Disledek 2.12. Necht G je konecna grupa a H jeji podgrupa. Pak levy a pravy
rozklad G podle H maji spolecnou transverzalu.

Dalsi aplikace Hallovy véty souviseji s latinskymi Ctverci a obdélniky. Latinski
obdéinik o rozmérech v x m, kde r < n, je obdélnikova tabulka rozdélend na r x n
policek. V kazdém z nich je zapsdno ¢islo z mnoziny {1, ..., n} tak, ze v zddném
radku ani sloupci se ¢isla neopakuji. Pokud r = n, jedna se o latinsky ctverec. Jsou-li
vyplnéna pouze nékterd policka tabulky, pricemz je dodrzena podminka, ze se v fadcich
ani sloupcich ¢isla neopakuji, hovorime o netdplném latinském ctverci.

Naésledujici klasickd véta, jejiz dikaz je prevzat z [10], ukazuje, Ze kazdy latinsky
obdélnik lze rozsitit na latinsky ctverec.

Véta 2.13. Kazdy latinsky obdélnik o rozmérech r x n, kde r < n, Ize doplnit na
latinsky ctverec o rozmérech n X n.

Diikaz. Staci dokazat, ze kazdy latinsky obdélnik o rozmérech r x n lze rozsifit na
latinsky obdélnik o rozmérech (r + 1) x n. Pro kazdé i € {1, . . ., n} ozna¢ime symbo-
lem A; mnozinu vsech ¢isel, kterd se nevyskytuji v i-tém sloupci zadaného obdélniku.
Nyni sta¢i dokdzat, ze mnoziny Aq, . .., A, maji systém ruznych reprezentanti. Veli-
kost kazdé mnoziny A; je n — r. Vezmeme-li libovolnych m mnozin z Ay, . . ., A,, pak
soucet jejich velikosti je m(n — r). Libovolné ¢islo od 1 do n se vyskytuje v n — r mno-
Zindch z Ay, ..., A, (nebot v kazdém radku je pravé jednou), a tedy v nejvyse n — r
mnozinach ze zvolené m-tice. To znamend, Ze sjednoceni téchto m mnozin obsahuje
aspon m ruznych prvki, a je tedy splnéna podminka z véty 1.1. O

Lze obecnéji kazdy neuplny latinsky ¢tverec rozsirit na latinsky ¢tverec? Odpovéd
je zapornd, staci uvazit napr. tabulku o rozmérech n x n, kde v prvnim fadku jsou
¢isla 1,...,n—1 a posledni sloupec je volny, ve druhém radku je v poslednim sloupci
¢islo n a vsechny ostatni fadky jsou prazdné. Tento priklad je v jistém smyslu nejmensi
mozny: Bohdan Smetaniuk roku 1981 dokézal [28], Ze kazdy netplny latinsky ¢tverec
o rozmérech n X n, ve kterém je vyplnéno nejvyse n — 1 policek, lze rozsirit na latinsky
¢tverec. Toto tvrzeni zformuloval roku 1960 Trevor Evans a od té doby je znamo
jako Evansova domnénka. Zde pomoci Hallovy véty odvodime slabsi vysledek, ktery
je ovsem dulezitym prvnim krokem k dikazu Evansovy domnénky.

Véta 2.14 ([1], s. 254). Kazdy netiplny latinsky ¢tverec o rozmérech n X n, ve kterém
je vyplnéno nejvyse n — 1 policek, a to v prvnich nejvyse n/2 radcich, Ize doplnit na
latinsky ¢tverec o rozmérech n X n.

Diikaz. Predpokladejme, ze posledni vyplnéné policko je v fddku r < n/2. Necht f;

je pocet vyplnénych policek v i-tém Faddku. Pak f1 +...+ f. <n —1 a bez Gjmy na
obecnosti mtizeme predpokladat, ze f1 2 fo = ... 2 f. (jinak permutujeme Fddky,
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vvvvv

¢e{l,...,r} plati nerovnost
n—fo—C0+1>0—1+4+ fop1+...+ fr, (1)
ktermi budeme potrebovat pozdéji. Pro ¢ = 1 je tvrzeni zfejmé. Pro ¢ > 1 mame
n>Y fiZ(C=Dfia+fot. .+ fr Jeli fro1 2 2, dostévime ihned nerovnost (1).
i=1

Je-li I:aopak fe—1 =1, potom téz fy = ... = f. = 1 a nerovnost (1) se redukuje na
n > {+r—1, coz plati, nebot £ < r < n/2.
Nyni prikro¢ime k hlavni ¢asti dikazu. Budeme postupné vypliovat prazdna po-

licka v Tadcich 1, ..., r tak, abychom v kazdém okamziku méli neiplny latinsky
Ctverec; poté uz stac¢i pouzit vétu 2.13. Predpokladejme, Ze vSechna puvodné volna
policka v fadcich 1, . . ., £ — 1 jiz byla vyplnéna; ukdzeme, ze pak lze vyplnit i policka

v {-tém Fadku. V ném je celkem f, vyplnénych policek; bez Gjmy na obecnosti miuzeme
predpoklddat, Ze jsou v poslednich f; sloupcich (jinak permutujeme sloupce).

Necht X je mnozina vSech ¢isel z {1, . .., n}, kterd se nevyskytuji v ¢-tém fadku.
Pro kazdé i € {1, ..., n — f;} ozna¢ime symbolem A; mnozinu vSech éisel z X,
kterd se nevyskytuji v i-tém sloupci (nad ani pod ¢-tym Fadkem). Nyni sta¢i dokézat,
ze mnoziny Ai, ..., Ap—s, maji systém rdznych reprezentantt. Ovéfime podminku
z véty 1.1:

Volme neprézdnou mnozinu I C {1, ..., n — f¢} a ukazme, Ze 'U Al 2 ).

il
Prvky I interpretujeme jako ¢isla sloupct a pismenem c¢ oznac¢ime pocet f/éech policek
v téchto sloupcich, kterd jsou vyplnéna ¢isly odliSnymi od ¢isel v radku £. Kazdé ¢islo
z mnoziny X \ U A; = m(X \ A;) je v kazdém z vybranych |I| sloupct a nenachézi
iel iel
se v fadku ¢ (protoze lezi v X), a tedy

CQHQMMAJ,
iel

odkud plyne odhad
c c
2| X - =n—fo— 7.
1] ]

U

iel

Protoze ¢ £ (¢ — DI + fo41+ . . -+ fr (staél uvazit fadky nad a pod ¢-tym Fddkem),
dostavame
Ua

iel

1

inffeféle*m(fe+1+...+fr).

Nyni sta¢i dokdzat, Ze pravd strana této nerovnosti je ostfe vétsi nez |I| — 1, coz
nastava, prave kdyz

20— fo— £+ 1= |11+ 1) > foa -+ fr (2)

Z (1) plyne, Ze nerovnost (2) plati pro |I| = 1 i pro [I| = n — f; — ¢ + 1. Plati
tedy pro |I| € {1,...,n— fo— £+ 1}, nebot na levé strané je kvadraticky polynom
v proménné |I| se zdpornym koeficientem u nejvyssi mocniny.
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Zbyvé vysetfit piipad [I| > n — fo — ¢+ 1. Kazdé ¢islo z € X se nachdzi v nejvyse
=1+ fes1+. ..+ fr Fadcich, tedy i sloupcich. Z nerovnosti (1) plyne, Ze tento pocet
je nizsi nez |I], a tedy x se nevyskytuje v nékterém ze sloupct uréenych mnozinou I.
To znamend, ze r € U A;. Celkem jsme ukézali, ze X C U A;, to ale nastava jen

icl il
v piipadé, kdy | J Ai = X. Tehdy vsak plati |( ] Ai| = [X| =n— f; = |I|, éfmZ je
icl i€l
véta dokazana. O

Predstavme si bipartitni graf G = (V, E), ve kterém neexistuje perfektni parovani.
V takovém pripadé mtizeme chtit najit aspon nejvétsi mozné parovani, tj. parovani
obsahujici co nejvice hran. Vratime-li se k tloze o seznamovani panu a dam, mohli
bychom se ptat: Jaké je maximdlni mnozstvi dam, kterym lze na zdkladé jejich prefe-
renct priradit partnery?

Nésledujici vyklad je inspirovan knihami [12] a [30]. Bipartitnimu grafu lze priradit
matici A typu m x n, kde fddky odpovidaji vrcholim vy, . . ., vy, 2 ¢asti Vi, sloupce
vrcholim wy, . . ., w, z ¢asti Va a na pouzici (4, j) se nachézi jednicka nebo nula podle
toho, zda {v;, w;} € E. Kazdé parovani pak odpovidd vybéru jedni¢ek z navzajem
ruznych radku i sloupct; situaci ilustruje obrazek 4.

(1 w1
11 1
" o 0o
v3 ws 0 0 1
0 1 0 0
Uy Wy

Obr. 4. Maximdlni parovani v bipartitnim grafu (vlevo); matice grafu s vyznacenymi jed-
nickami, které odpovidaji zvolenému péarovani (vpravo)

Abychom si usnadnili vyjadfovani, zavedeme termin linie, kterym budeme rozumét
libovolny radek nebo sloupec matice. Nyni prichézi klicové pozorovani:

Véta 2.15. Necht je ddna matice A tvorena nulami a jednickami. Pak maximalni po-
Cet jednicek, z nichz kazdé dveé lezi v riiznych radcich i sloupcich, je roven minimalnimu
poctu linii, jejichz sjednoceni obsahuje vsechny jednicky.

Pro ilustraci vezmeme napft. matici z obrazku 4, ktera obsahuje tfi jednicky v raz-
nych fadcich i sloupcich. To je v souladu s tim, Ze vSechny jednicky v matici jsou
obsazeny ve ttfech liniich:

1

[1] 1
0 0
o [1]
0

1

=
=

oSO O

1
0
Drikaz vety 2.15. Mame-li k jednicek v raznych fadcich i sloupcich, pak je nelze pokryt

méné nez k liniemi; totéz pak plati pro vsechny jednicky v matici A. Zbyva tedy
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dokéazat: Je-li k& minimalni pocet linii, kterymi lze pokryt vSechny jednicky, pak lze
vybrat k jednicek v rtznych radcich i sloupcich. Predpokladejme, ze mezi zminénymi
k liniemi je p radkt a g sloupct. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze
jde o prvnich p fadkt a ¢ sloupcii (permutace Fadki ¢i sloupctt nemd vliv na platnost
dokazovaného tvrzeni). Situace tedy vypadd nasledovné:

(55

Necht m znaci pocet Fadki a n pocet sloupci matice A. Tvrdime, ze z kazdého fadku
matice C typu p X (n — q) 1ze vybrat jednicku tak, aby téchto p jednicek lezelo v riiznych
sloupcich. Pokud by tomu tak nebylo, pak podle véty 1.4 ma C' nulovou podmatici
tvorenou k radky a ¢ sloupci, kde k 4+ ¢ > n — q. To znamena, ze vSechny jednicky v C'
lze pokryt pomoci p — k fadkd a n — g — ¢ sloupc, coz je celkem p—k+n—qg—~4 <p
linii. Protoze matice B a D lze soucasné pokryt ¢ sloupci, byla by celd matice A
pokryta méné nez p + ¢ = k liniemi, coZ je spor.

Podobné se dokéze, Ze z kazdého sloupce matice D typu (m — p) x ¢ lze vybrat
jednicku tak, aby téchto g jednicek lezelo v rtiznych radcich.

Tim je véta dokazana, nebot jsme nasli p + ¢ = k jedni¢ek v rtznych radcich
i sloupcich. O

Vratme se k problému maximéalniho parovani. V tomto pripadé kazd4 linie v ma-
tici A odpovidd néjakému vrcholu grafu G. Linie, které pokryvaji vSechny jednicky,
Ize tedy chépat jako mnozinu vrcholu, v niz méa kazda hrana grafu aspon jeden vrchol;
takova mnozina se nazyva vrcholové pokryti grafu. Dokazali jsme tedy nasledujici vétu.

Véta 2.16. Maximalni velikost parovani v bipartitnim grafu je rovna minimalni
velikosti vrcholového pokryti.

Nasi pavodni motivaci bylo zjisténi maximéalni velikosti parovani, vétu 2.16 vsak
Ize s vyhodou vyuzit k nalezeni minimalni velikosti vrcholového pokryti. To je obecné
tézky problém, v bipartitnich grafech je vsak diky pfedchozi vété snadno resitelny,
nebot pro hledani maximélniho parovani existuji efektivni algoritmy.

3. Historické poznamky a souvislosti

Hallova véta v dnes zndmé podobé byla poprvé zformulovana Philipem Hallem v ¢lanku
z roku 1935 (viz dale). Uvidime v8ak, Ze néktera tvrzeni souvisejici ¢i dokonce ekvi-
valentni s Hallovou vétu byla zndma jiz dfive. V poznamkéach pod ¢arou uvadime
biografické informace o vybranych matematicich, které jsou vesmés prevzaty z [24].
Diilezitym meznikem v historii Hallovy véty je ¢lanek Dénese Koniga® [15] z roku
1916.° Konig zde definuje bipartitni graf (paarer Graph) jako graf, ktery neobsahuje

8Madarsky matematik DENES KONIG (1884-1944) je zndm predevsim jako prukopnik teorie grafu,
zabyval se vSak i teorii mnozin a rekrea¢ni matematikou. Jeho kniha Theorie der endlichen und
unendlichen Graphen z roku 1936 (v angli¢tiné vysla roku 1990 pod ndzvem Theory of Finite and
Infinite Graphs) je historicky prvni a dlouhou dobu téZ jedinou monografii o teorii grafu, kterd je
dodnes ¢asto citovana. Konig ukonéil svij zivot sebevrazdou, nebot se jako Zid obaval perzekuce ze
strany nacisti.

9Podle recenze v databazi Zentralblatt MATH je tento clanek témér identicky s madarsky psanym
¢lankem [16], ktery vysel ve stejném roce.
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zadnou kruznici liché délky. Ukazuje, ze to nastava praveé tehdy, kdyz lze vrcholy roz-
délit do dvou casti tak, ze hrany spojuji pouze vrcholy z riznych ¢asti. Poté dokazuje
nasledujici vétu:

Necht je dan bipartitni graf, jehoz vsechny vrcholy maji stuperi mensi nebo roven d.
Pak Ize hrany grafu obarvit d barvami tak, ze hrany stejné barvy nikdy nemaji spolecny
vrchol. 1Y

Odtud ihned plyne nésledujici dusledek: Hrany kazdého d-regularniho grafu Ize
rozlozit na d disjunktnich perfektnich parovani.

Specialné plati, ze v kazdém reguldrnim bipartitnim grafu existuje perfektni pa-
rovani. Kénigtuv ¢lanek pokracuje oddilem nazvanym Anwendung auf Determinanten,
kde je dokézana nésledujici véta (jde o specidlni ptipad véty 2.4):

Necht je ddna nenulova matice A typu n X n tvorend nezapornymi celymi ¢isly,
pricemz soucty ve vSech radcich i sloupcich jsou stejné. Pak Ize z matice vybrat n
nenulovych cisel, z nichz zadna dvé nelezi ve stejném radku ani sloupci, tj. pri vypoctu
determinantu A je aspori jeden ze scitancii ai(1) - - . Gnn(n) (kde ™ je permutace
mnoziny {1, ..., n}) nenulovy.

Dikaz je jednoduchy: Zkonstruujeme bipartitni graf, kde vrcholy v jedné casti
V1 odpovidaji Tfadkim a vrcholy v druhé ¢asti V5 odpovidaji sloupcim matice. Vr-
choly 1€ Vi a j € V, spojime a;; riznymi hranami.'’ Vysledny graf je bipartitni
a d-regularni, kde d je hodnota radkovych a sloupcovych soucta v matici A. Graf ma
tedy perfektni parovani a hrany tohoto parovani odpovidaji pozicim nenulovych prvki
matice, které lezi v rtiznych fadcich i sloupcich.!

Konig dale pise, ze pokud jsou prvky matice A pouze nuly a jednicky, pricemz
v kazdém tadku i sloupci je d jednicek, pak ptislusny graf je d-regularni. Jeho hrany
Ize tedy rozlozit na d disjunktnich perfektnich parovani, odkud vyplyva, ze pti vypoctu
determinantu A se vyskytne aspon d nenulovych séitancu. Jestlize jednicky v matici A
interpretujeme jako pozice vézi na Sachovnici, dostavame tak vlastné priklad 2.5, ktery
Konig rovnéz zminuje. V jeho verzi ilohy navic muze na jednom policku stat vice vézi,
coz je dano tim, ze pracuje s multigrafy. Ve zbytku ¢lanku se Konig zabyva platnosti
predchozich vysledkt pro nekonec¢né grafy, coz souvisi s jistym zobecnénim Cantorovy—
Bernsteinovy véty z teorie mnozin.

Maticova verze Hallovy véty je ekvivalentni s nasledujicim tvrzenim: Necht A je
Ctvercova matice radu n. Pak vsechny scitance v definici determinantu A jsou nulové,
pravé kdyz A obsahuje nulovou podmatici typu k x £, kde k + ¢ = n + 1. Tuto vétu,
ktera se nazyva Frobeniova-Koénigova'?, dokézal Georg Frobenius roku 1917 [9]; vyse

10Tato véta byva v anglicting nazyvana Kénig’s line coloring theorem. V dnesni terminologii tvrzeni
tika, ze hranova barevnost bipartitniho grafu je rovna maximalnimu stupni vrcholu. Dtkaz véty neni
slozity, viz napt. [4], s. 84.

11y celém &lanku pracuje Konig s multigrafy, tj. zobecnénim grafi, kde dva vrcholy mohou byt
spojeny vice nez jednou hranou.

12Kénigova véta mé i dalsi zajimavy disledek (viz [19]). Od n nenulovych prvki matice, které
lezi v raznych radcich i sloupcich, mizeme odecist jednicky a znovu aplikovat stejnou vétu. Odtud
je vidét, ze kazda nenulovd matice tvorend nezapornymi celymi ¢isly, kde soucty ve vsech fadcich
i sloupcich jsou stejné, je sou¢tem permutac¢nich matic. Témér stejnym zpusobem lze pomoci véty 2.4
dokéazat Birkhoffovu vétu, ktera rika, ze kazda dvojité stochastickd matice je konvexni kombinaci
permutacnich matic (viz napt. [30], str. 626).

13Ekvivalentni formulace této véty zni: Permanent nezdporné ctvercové matice radu n je nulovy,
pravé kdyz A obsahuje nulovou podmatici typu k X £, kde k +¢ =n + 1.
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uvedeny Koénigtuv vysledek o determinantech je jejim snadnym dusledkem (viz dikaz
véty 2.4). K nému se Frobenius vyjadril kriticky; v praci [9] piSe, Ze pouziti teorie
grafi ke studiu determinantt je zcela nevhodné a Konigtv vysledek ma jen maly
vyznam. Spor mezi Frobeniem a Koénigem jiz ddle nepokrac¢oval, nebot Frobenius roku
1917 zemfel. Dnes neni pochyb o tom, Ze linedrni algebra a teorie grafti jsou pribuzné
discipliny, které se vzajemné inspiruji. O vztahu mezi Frobeniovymi a Konigovymi
vysledky se lze vice docist v [27].

Zastavme se dale u dusledku 2.12, ktery se tyka existence spole¢né transverzaly
pro levé i pravé rozkladové t¥idy grupy podle jeji podgrupy. Tento vysledek publikoval
G. A. Miller v ¢lanku [23] z roku 1910, jeho dikaz byl vSak zcela odlisny od nasSeho.
Roku 1927 si Bartel Leendert van der Waerden'* povsiml [31], Ze podstata tohoto
tvrzeni nespociva v teorii grup, ale plyne z dusledku 2.11, ktery hovofi o systému
reprezentant pro dva ruzné rozklady X = A, U...UA, = By U...UB, tvofené
stejnym poctem stejné velkych disjunktnich podmnozin. Van der Waerdenuv dukaz
véty zabira necelé dvé strany, v zavéru clanku je vsak zajimava poznamka, kterou au-
tor pridal béhem korektur. Pise, zZe si povsiml, Zze disledek 2.11 snadno plyne z tvrzeni
D. Kéniga o existenci perfektniho parovani v reguldrnim bipartitnim grafu. Staci vzit
bipartitni graf s ¢astmi Vi = {A1, ..., Ap} a Vo ={B1, ..., By}. Vrcholy 4; a B;
jsou spojeny tolika hranami, kolik prvk mé prinik A; N B;. Ve skutecnosti se tedy
jednd o reguldrni multigraf (stupné vrchold odpovidaji velikostem mnozin |4;| a | B;|),
ktery méa podle Koénigovy véty perfektni parovani a hrany tohoto parovani odpovidaji
hledanému systému reprezentantti. Van der Waerden poznamendva, ze lze postupo-
vat i obracené a odvodit Koénigovu vétu pomoci diasledku 2.11: Je-li dan bipartitni
reguldrni graf s ¢astmi V; a Vs, definujeme A; jako mnozinu vSech hran incidentnich
s i-tym vrcholem z V7, B; jako mnozinu vSech hran incidentnich s i-tym vrcholem z V5
a hleddme piislusny systém reprezentantii.'® Stoji jesté za zminku, Ze na van der Waer-
denuv ¢lanek reaguje v tomtéz Cisle casopisu Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Universitat Hamburg jednostrankovym piispévkem E. Sperner [29], ktery
podava kratsi dukaz véty 2.11 zalozeny na matematické indukeci.

Na prace Koniga a van der Waerdena p¥imo navazuje ¢lanek Philipa Halla'® On re-
presentatives of subsets [13] z roku 1935, ve kterém byla poprvé publikovdna mnozinova
verze Hallovy véty. Autor v ivodu pfripomind dusledek 2.11, ktery nazyva Kdénigova
veta, a pise: In the present note we are concerned with a slightly different problem,
viz. with the problem of the existence of a complete system of distinct representatives
for a finite collection of (arbitrarily overlapping) subsets of any given set of things.

M Nizozemsky matematik BARTEL LEENDERT VAN DER WAERDEN (1903-1996) se vénoval algebfe,
algebraické geometrii, topologii, teorii Cisel a historii matematiky. Jeho slavna ucebnice Moderne
Algebra vysla poprvé roku 1930 a byla silné ovlivnéna predndskami Emila Artina. Od roku 1931 byl
van der Waerden profesorem na univerzité v Lipsku, kde zlstal i béhem némecké okupace Nizozemska.
Po skonceni druhé svétové valky se vratil do vlasti, mél vSak potize ziskat misto na univerzité, nebot
nedokézal uspokojivé vyvratit podezireni z kolaborace s nacistickym rezimem. Od roku 1951 az do
konce zivota pusobil na univerzité v Curychu.

15Snadno se ovéH, ze v reguldrnim bipartitnim grafu maji obé casti V1 a Va stejny pocet vrcholda.
Pocet mnozin A; je tedy stejny jako pocet mnozin B; a lze pouzit dusledek 2.11. Stejnym postupem
1ze pomoci véty 2.10 dokdzat vétu 1.2, jedna se tedy o ekvivalentni vysledky.

16Britsky matematik PHILIP HALL (1904-1982) byl pfednim odbornikem v teorii grup, fada pojmi
v algebre nese jeho jméno. Velkou ¢dst svého zivota strdavil na univerzité v Cambridge. V letech
1941-1945 pracoval ve zndmém desifrovacim stfedisku Bletchley Park, kde vyznamné prispél k pro-
lomen{ italskych a japonskych Sifer. Za své vysledky v teorii grup ziskal fadu ocenéni.
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Halltv dikaz véty 1.1 je zalozen na indukci vzhledem k poctu mmnozin. Je-li dana
n-tice mnozin A, ..., A,, pak podle indukéniho predpokladu existuje aspon jeden
systém ruznych reprezentantu pro Ay, ..., A,_1. Déle staci ukdzat, ze mnozina A,
neni obsazena ve vSech takovych systémech. Hall ukazuje, Zze pokud jejich prunik ob-
sahuje A,,, pak lze dojit ke sporu; tato ¢ast diikazu neni zcela primocard a nebudeme ji
podrobnéji rozebirat. Dokézané tvrzeni pak Hall pouziva k odvozeni véty 2.10, kterou
ziejmé povazuje za hlavni vysledek svého clanku.

Hallova véta a véta 2.10 se dale objevuji v pomérné necekané souvislosti, a sice jako
pomocna tvrzeni ve dvou clancich Wilhelma Maaka a Hermanna Weyla vénovanych
skoroperiodickym funkcim.'” W. Maak v ¢lanku [20] z roku 1935 pouzivé vétu 2.10
a cituje Halliv clanek ze stejného roku, uvadi vSak sviij vlastni dikaz. V clanku
H. Weyla [32] z roku 1949 se poprvé objevuje ndzev marriage theorem, ktery je dnes
synonymem pro Hallovu vétu. Weyl piSe: Given n distinct objects ay, . . . , an (boys)
and n distinct objects by, . . ., by (girls); moreover a scheme of linkage Q,, according
to which an a; and a by are either linked (friends) or not linked. ... What is the
necessary and sufficient condition that the boys can be paired with the girls in such
a fashion that in each of the n pairs the partners are friends? Weyl cituje ¢lanky
P. Halla [13] a W. Maaka [20], ptipojuje vSak sviij vlastni dikaz Hallovy véty, ve
kterém se pridrzuje interpretace s chlapci a divkami.

Kratky a pomérné malo znamy dikaz mnozinové verze Hallovy véty publikovali
roku 1949 C.J. Everett a George Whaples [8], ktef pisi, Ze myslenka dikazu pochézi
z rozhovoru s Palem Erddsem. Mnozinu I C {1, ..., n} nazyvaji dokonalou, po-
kud || A

i€l
dokonalych mnozin je opét dokonald mnozina.

= |I|. V dtikazu pak vyuzivaji skutecnosti, ze sjednocenim a prinikem

Elegantni dukaz Hallovy véty predstaveny v kap. 1 publikovali Paul R. Halmos
a Herbert E. Vaughan v dvoustrdnkovém ¢lanku [14] z roku 1950, jehoz ndzvem The
marriage problem pomohli zpopularizovat Weylovu interpretaci Hallovy véty. Autori
problém uvadéji nasledujicim zptusobem: Suppose that each of a set of boys is acquain-
ted with a finite set of girls. Under what conditions is it possible for each boy to marry
one of his acquaintances? V zavéru ¢lanku je struéné zminéna i véta 1.3 v ndsleduji-
cim znéni: A necessary and sufficient condition that each boy b may establish a harem
consisting of n(b) of his acqaintances, n(b) = 1,2, 3, . . ., is that, for every finite subset
By of B, the total number of acquaintances of the members of By be at least equal to
Z n(b), where the summation runs over every b in By.

V knize [1] je uvedeno, ze Halmos a Vaughan pouze znovuobjevili diikaz z ¢lanku
Thomase E. Easterfielda [5] z roku 1946. Takové hodnoceni se zd4d byt piili§ striktni,
nebot v Easterfieldové ¢lanku neni o Hallové vété jeding zminka.'® Autor zde Fesi
nasledujici problém: Je ddna ctvercovd matice rddu n; jokym zpusobem z ni wvybrat
n cisel, kterd se nachdzeji v ruznych rddcich @ sloupcich, aby jejich soucet byl mi-

17 Jedn4 se o zobecnén{ pojmu periodickd funkce, jehoz autorem je Harald Bohr.

183t0jf viak za pozornost, ze Easterfieldovym skolitelem na univerzité v Cambridge byl Philip Hall.
Disertace obhajena roku 1940 nese nézev A Classification of Groups of Order pS. O rok dfive ziskal
Easterfield Smithovu cenu za esej o teorii grup. Podle dostupnych informaci pochézel Easterfield
z Nového Zélandu, databize Zentralblatt MATH eviduje celkem 6 jeho publikaci. Data narozeni
a umrti se nepodarilo dohledat.
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nimdini?*® V kazdém fadku matice mize byt nékolik minim, nebot prvky matice
nemuseji byt navzajem rizné. Pokud by bylo mozné v kazdém radku zvolit jedno mi-
nimum tak, aby tato ¢isla lezela v rtiznych sloupcich, pak by byl problém vyresen. Tato
situace je vSak spiSe vyjimecnd a Easterfield prechézi k popisu obecného algoritmu.
Pritom formuluje néasledujici pomocné tvrzeni:

Necht S je podmnozina vsech sloupct dané matice. Pak v kazdém sloupci z S lze
najit jedno radkové minimum a tato minima lezi v riznych radcich, pravé kdyz pro
kazdou mnozinu I C S plati, Ze sloupce z I obsahuji rddkovd minima z aspoil |I|
radk.

Diikaz tohoto tvrzeni skuteéné pripomind Halmosuv a Vaughaniv dukaz Hallovy
véty: Postupuje se indukei podle velikosti S, pfi¢emz pro |S| = 1 je tvrzeni trividlni.
Pro |S]| > 1 se rozlisi dva pfipady: Bud pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu
I C S plati, ze sloupce z I obsahuji fadkova minima z aspoii |I| + 1 fadk, nebo existuje
neprazdnd vlastni podmnozina I C S takova, ze sloupce z I obsahuji fadkova minima
z pravé |I] fadkd; v obou piipadech se dikaz dokoné{ pomoc{ indukéniho pfedpokladu.

Véta 2.13 o doplnéni latinského obdélniku na ¢tverec je jednou z klasickych aplikaci
Hallovy véty, jejimz autorem je Marshall Hall Jr.2® Dvoustrankovy ¢lanek [10] dokondéil
roku 1945 v dobé, kdy pracoval pro americké ndmornictvo. Vyznamny je téz Hallav
¢lanek [11] z roku 1948 vénovany mnozinové verzi Hallovy véty. Zde je dokazdno, ze
pokud mnoziny A;, ..., A, maji systém riznych reprezentantu a velikost nejmensi
z nich je r < n, pak pocet systémii riiznych reprezentantii pro Ay, ..., A, je aspon
.21 Odtud plyne (srov. ditkaz véty 2.13), Ze latinsky obdélnik o rozmérech r x n, kde
r < n, lze rozsitit o jeden radek minimélné (n — r)! zpusoby. Celkem tedy existuje
minimdlné n!(n — 1)! . . . 211! latinskych ¢tvercii o rozmérech n x n.

Véta 2.16 o velikosti maximalniho parovani, resp. jeji maticova podoba 2.15, byva
oznacovana jako Konigova ¢i Konigova—Egervaryova véta podle Dénese Koniga a Jeno
Egervaryho??, ktefi tvrzeni objevili nezévisle na sobé a publikovali roku 1931 (viz [17],

19Prestoze se zd4, ze jde o spiSe teoretickou tlohu, Easterfield piSe, ze byl inspirovan vojenskym
problémem: In the course of a piece of organisational research into the problems of demobilisation in
the R.A.F., it seemed that it might be possible to arrange the posting of men from disbanded units into
other units in such a way that they would not need to be posted again before they were demobilised;
and that a study of the numbers of men in the various release groups in each unit might enable this
process to be carried out with a minimum number of postings. Unfortunately the unexpected ending
of the Japanese war prevented the implications of this approach from being worked out in time for
effective use. The algorithm of this paper arose directly in the course of the investigation.

20 Americky matematik MARSHALL HALL JR. (1910-1990) se vénoval predevsim teorii grup, ale téz
kombinatorice (kone¢né projektivni roviny, blokovd schémata). Spolupracoval s Philipem Hallem, se
kterym nebyl v zddném pribuzenském vztahu. Poprvé se setkali v letech 1932-1933, kdy M. Hall
studoval v Cambridge. Béhem roku 1944 stréavil Sest mésicu v Bletchley Park, kde pracoval na lusténi
japonskych a némeckych Sifer. Ke stézejnim pracem M. Halla pati{ knihy Theory of Groups (1959)
a Combinatorial Theory (1967, druhé vydéni 1986).

21pokud 7 > n, pak podet systémil riznych reprezentanti je aspoii r(r —1) . . . (r —n + 1); viz [12].

22 JEN® EGERVARY (1891-1958) je povazovan za jednoho z prikopnikt kombinatorické optimali-
zace, jeho zdjmy vsak byly mnohem Sirsi a zahrnovaly téz integralni a diferencidlni rovnice, algebru
a geometrii. Roku 1914 ziskal doktordat pod vedenim Lipé6ta Fejéra, poté pracoval v seismologické
laboratori v Budapesti a zaroven se snazil o ziskani ucitelské aprobace. Roku 1917 obdrzel povolavaci
rozkaz, posléze byl vSak prohldsen za neschopného sluzby, pfestoze byl aktivnim sportovcem a ho-
rolezcem (zdolal napf. Gerlachovsky §tit). Roku 1919 se habilitoval na univerzité Frantiska Josefa;
ta docasné sidlila v Budapesti, kam se presunula z Rumunskem obsazeného Kolozsvaru. Néasledné
doslo k jejimu dalsimu stéhovdni do Szegedu, neni vsak jasné, jestli zde Egervary nékdy vyucoval.
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[6]).2% Pomoci véty 2.16 lze zpétné dokazat Hallovu vétu, jedné se tedy o ekvivalentni
tvrzeni. Skuteéné, necht G = (V| E) je bipartitni graf s ¢astmi V7 a Va, ve kterém
neexistuje parovani pokryvajici V1. Podle véty 2.16 existuje vrcholové pokryti K C V,
kde |K| < |V4|. Polozme K; = K NVi, Ky = K N Va. Pak |K;| + |K2| = | K| < |V,
atedy |Ka| < |Vi|—|K1| = |V1\ K1|. Z definice vrcholového pokryti plyne, Ze z V4 \ K3
nevedou zadné hrany do V5 \ Ka. Odtud vyplyva |[N(Vi \ K1)| = |Ka| < |V \ K1
Tim jsme pomoci véty 2.16 dokazali vétu 1.2.

4. Zavér

Ve vyctu vysledki souvisejicich s Hallovou vétu by bylo mozné jesté dlouho pokracovat.
Vérime, zZe i tento strucny prehledovy ¢lanek dostatecné demonstruje silu Hallovy véty
a jeji schopnost propojovat zdanlivé nesouvisejici problémy.

I v soucasnosti se objevuji nové dikazy Hallovy véty ¢i jeji varianty. Napt. v ¢lanku

G.F. Bachelise [3] je pfedstaven novy kratky dikaz mnozinové verze Hallovy véty
n

zalozeny na indukci vzhledem k celkovému poctu prvku Z | Al
i=1

R. Ehrenhorg si povsiml, Ze pokud studujeme existenci perfektniho parovani v bi-
partitnim grafu, kde obé ¢asti maji stejny pocet vrcholl, pak podminka v grafové
verzi Hallovy véty neni symetrickd, nebof v ni vystupuji pouze vrcholy z ¢éasti V.
V élanku [7] ukézal, Ze ji lze nahradit obecnéjsi podminkou, v niz hraji obé ¢ésti
V1 a V4 rovnocennou roli. E. Shamir a B. Sudakov pak v éldnku [26] zformulovali po-
nékud odlisnou podminku, ktera je rovnéz ekvivalentni s podminkou z véty 1.2. Jejich
vysledky shrnuje nasledujici véta.

Véta 4.1. Necht G = (V, E) je bipartitni graf s ¢dstmi V1 a Va, kde |V1| = |Va| = n.
Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. V grafu G existuje perfektni parovani.

2. Pro jista p, q € Ny spliujici p + g = n plati, ze kazda mnozina vrcholii W C Vj
s vice nez p prvky a kazda mnozina vrcholu W C V4 s vice nez q prvky ma aspori
|W| sousedii.

3. Pro jista p, q € Ny spliujici p + ¢ = n plati, ze kazda mnozina vrcholi W C V;
s nejvyse p prvky a kazda mnozina vrcholit W C V4 s nejvyse q prvky ma aspon
|W| sousedii.

Poznamenejme, ze pti volbé p = 0, ¢ = n, resp. p = n, ¢ = 0 se podminky 2 a 3
redukuji na podminku z véty 1.2.

Jinou zajimavou otézkou, které byla vénovana pozornost jiz od 30. let 20. stoleti,
je platnost Hallovy véty pro nekonecné mnoziny ¢i grafy. Klasicky priklad 4; = N,

Od 30. let az roku 1958 pusobil na univerzitiach v Budapesti a v Madarské akademii véd. Kratce po
odchodu do dichodu ukonéil sviij zivot sebevrazdou, pravdépodobné nésledkem tizivé situace béhem
komunistickych represi po Madarském povstani.

23Na pocest Kéniga a Egervaryho je pojmenovén i tzv. madarsky algoritmus pro hleddni paro-
vani v ohodnoceném uplném bipartitnim grafu, které minimalizuje soucet hranovych ohodnoceni.
Podrobnéjsi komentéai k Egervaryho ¢lanku [6] lze najit v [22].
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A; ={i—1} proi € {2, 3,4, ...} ukazuje, Ze pro nekoneény systém obsahujici ne-
konecéné mnoziny véta obecné neplati — prestoze je splnéna Hallova podminka, systém
ruznych reprezentanti neexistuje. Jiz P. Hall vSak ve svém ¢lanku z roku 1935 [13]
ukdzal, ze véta plati pro kone¢ny systém libovolnych (koneénych i nekone¢nych) mno-
zin. M. Hall v roce 1948 dokdazal pomoci Zornova lemmatu variantu Hallovy véty pro
libovolny (i nespocetny) systém koneénych mnozin [11]. Halmos a Vaughan v ¢ldnku
¢inu kompaktnich topologickych prostort. Dukaz M. Halla lze najit i v knize [12], kde
je nasledné odvozeno zobecnéni dusledku 2.11 na nekonec¢né systémy mnozin. Odtud
snadno plyne platnost dusledku 2.12 pro nekonec¢né grupy G nebo napt. skutecnost, ze
kazdé dvé baze nekone¢nérozmérného vektorového prostoru maji stejnou mohutnost.

V ¢lanku jsme se zabyvali existenci perfektniho parovani v bipartitnich grafech, ale
netesili jsme otézku, jak takové parovani nalézt. Halmostiv—Vaughaniv dikaz Hallovy
véty uvedeny v oddile 1 je kratky a elegantni, ale nekonstruktivni. V literature lze
najit ponékud delsi dukazy Hallovy véty, které zaroven davaji prakticky navod k nale-
zen{ pozadovaného parovani, viz napt. [4]. Existuji téz efektivni algoritmy pro hledéni
maximélniho parovani v bipartitnich grafech. Je dobfe znamo, Ze tulohu lze prevést
na hleddn{ maximéalniho toku v siti; Forduv—Fulkersontuv (resp. Edmondstv—Karptuv)
algoritmus pak davd pro bipartitni graf G = (V, E) feSeni v ¢ase O(|V| - |E|), viz
napft. [21]. Asymptoticky rychlejsi je Hopcroftiv—Karptv algoritmus s ¢asovou sloZi-
tosti O(\/|V] - |E|), viz napf. [33].

Podékovéni. Clanek byl podpofen grantem GA CR registra¢ni ¢islo 18-004498S.
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