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Proc¢ jsou logaritmické tabulky
nejohmatanéjsi na zacatku?
Jiri Dvordk

Abstrakt. Z dnesniho pohledu jsou logaritmické tabulky néco jako film pro pamétniky. Clovék
si je nechéva na poli¢ce moznd ze sentimentu, mozné ,pro vSechny pripady“, ale do ruky
je vezme vlastné jen pri uklidu. Presto otdzka v ndzvu tohoto prispévku motivovala vznik
zajimavého kousku matematiky s uzitecnymi aplikacemi, relevantnimi i v dnesni dobé. Tento
clanek podava strucny prehled této problematiky.

1. Ohmatanost logaritmickych tabulek

Americky astronom a matematik Simon Newcomb v roce 1881 publikoval ¢ldnek [21],
v némz upozornil na skutecnost, ze prvni stranky logaritmickych tabulek v univer-
zitni knihovné jsou zretelné opotfebovanéjsi a Spinavéjsi nez stranky na konci. Z toho
usoudil, ze uzivatelé téchto tabulek — navstévnici knihovny, védci a studenti prirodo-
védnych i spolecenskych obort — se pri své praci castéji setkavaji s ¢isly zacinajicimi
cislici 1 nebo 2, jejichz logaritmy jsou uvedeny v predni ¢asti tabulek, nez s témi, které
zacinaji ¢islici 8 nebo 9.

Na prvni pohled se zda prirozené predpokliadat, ze prvni platnd cislice ¢isel, s nimiz
se lidé setkavaji, bude se stejnou pravdépodobnosti jednicka, dvojka, ..., devitka.
Newcombovo tvrzeni je ale v rozporu s touto intuitivni predstavou.

Nedtvéfivému ¢tenafi rovnou nabidneme pifklad. V CR bylo k 1. 1. 2018 celkem
6 254 obci s kladnym poctem obyvatel a, ponékud prekvapivé, ¢tyfi obce s nulovym [6].
Tyto z nésledujiciho zkouméani vyradime. U obci s kladnym poctem obyvatel si zapi-
Seme prvni platnou &slici tohoto poétu. Cetnosti vyskytu &slic 1, 2, ..., 9 na prvnim
platném misté jsou po radé 1821, 1150, 796, 593, 511, 420, 365, 310, 288. Tento pri-
klad snad presvédci i skeptického ¢tenére, ze v nékterych souborech ¢isel se na prvnim
platném misté vyskytuji nizké ¢islice castéji nez vysoké.

Ve 30. letech 20. stoleti si Frank Benford povsiml stejného nerovnomeérného opo-
tiebeni stranek logaritmickych tabulek a zfejmé bez znalosti [21] vydal v roce 1938
vlastni ¢lanek [2]. Diky tomu zacal byt fakt, Ze v mnoha piipadech nejsou prvni platné
cislice rozdéleny rovnomeérné, oznacovan jako Benforduv zakon, v origindle Benford’s
law. Tento pojem by v nékterych situacich bylo vhodnéjsi prelozit jako Benfordovo roz-
déleni, v angli¢tiné jsou vsak tyto pojmy obvykle rozlisitelné jen podle kontextu a jestée
k tomu obtizné vzhledem k volnému vyjadirovani mnoha autori. Dalsi obvykla ozna-
Ceni jsou naptiklad first-digit law nebo significant digit law. V tomto clanku budeme
pouzivat pojem Benforduv zdkon pro oznaceni fenoménu nerovnomeérného vyskytu prv-
nich platnych ¢islic a termin Benfordovo rozdéleni pro konkrétni pravdépodobnostni
rozdéleni popsané v definici 2.3.
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Vyborny prehled problematiky poskytuje naptiklad starsi élanek [26], z novéjsich
pak stoji za pozornost ¢lanek [11]. Dodejme, Ze v Ceské literatufe se tomuto tématu
vénoval uz Pavel Kantorek [18]. Dalsim zdrojem muze byt préce [9], z niz zde z velké
casti Cerpame.

2. Benforduv zakon a Benfordovo rozdéleni

V celém ¢lanku budeme pracovat pouze s kladnymi ¢isly. V nasledujicich kapitolach,
s vyjimkou kapitoly 7, si budeme predstavovat, ze zkoumané hodnoty jsou nahodné
a pochéazeji z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni. Pred dalsim vykladem defi-
nujme nékolik uzite¢nych pojmu.

Definice 2.1. Mantisovd funkce (pri vyjadieni ¢isel v desitkové soustavé) je funkce
m: (0, 0o0) — [1, 10) takovd, Ze pro kazdé x € (0, co) plati = m(x) - 10" pro néjaké
n € Z. Hodnoté m(x) rikdme mantisa cisla x.

Takové ¢islo m(z) je v intervalu [1, 10) jediné, a proto je definice korektni.

Definice 2.2. Dy: (0, 00) — {1, 2, ..., 9} je pro prirozené ¢islo k funkce urcujici
k-tou platnou cislici argumentu pri vyjadreni v desitkové soustave.

Napriiklad tedy plati D;(7) = D1(107) = 3, Da(w) = 1, m(1007) = 7 a podobné.

Definice 2.3. Necht X je nahodna veli¢ina s kladnymi hodnotami. Jeji mantisa ma
Benfordovo rozdéleni, pokud plati

P(m(X) <t)=logy,t, te€]l,10]. (1)

V tuto chvili tedy muzeme formulovat Benforduv zakon tak, ze v nékterych priro-
zené se vyskytujicich souborech ¢iselnych tdajt je rozdéleni jejich mantisy Benfordovo.
Samozrejmeé jde spise o pozorovani, ne zdkon, budeme se vsak drzet tohoto tradi¢niho
oznaceni.

Simon Newcomb i Frank Benford dospéli k vyjadieni, které odpovidé vzorci (1),
kazdy vsak jinou cestou. Newcombovy tvahy v [21] jdou popsat takto: kazdé kladné
realné ¢islo x lze zapsat ve tvaru z = 10° pro néjaké s € R. Protoze celd ¢ast Cisla s
neovlivn{ prvni platnou é&islici Dy (x) ani mantisu m(x), sta¢i uvazovat pouze s mod 1.
Po kréatké uvaze dochazi k zavéru, ze v pripadé ,v prirodé se vyskytujicich ¢isel“ ma
s mod 1 rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

Necht tedy S je ndhodna veli¢ina s rovhomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1),
kterd odpovidd vyse uvedenym hodnotam s mod 1. Pak rozdéleni ndhodné veli¢iny
Y = 10° je nasledujici:

PY <y) = ]P’(lOS <y)=P(S <logyoy) =logpy, €]l 10],

protoze P(S < s) = s, s € [0, 1]. Nahodnd veli¢ina ¥ m4 tedy Benfordovo rozdéleni.
Pro pozorovanou hodnotu Y = y plati y = m(y), protoZze Y nabyvi pouze hodnot
z intervalu (1, 10). Dale je y = m(y) = m(10°) = m(10° ™°4 1) = m(z). To znamen4,
ze velicina Y popisuje mantisu ptvodné uvazovaného ¢isla z. Podle Newcomba se
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tedy mnozina ,vsech ¢isel vyskytujicich se v prirodé* ridi Benfordovym rozdélenim,
resp. v nasi terminologii se timto rozdélenim ridi jejich mantisy, ale to nebudeme
v dalsim textu explicitné rozliSovat.

Na rozdil od Newcomba Benford v ¢lanku [2] sva tvrzen{ zalozil na empirickych
pozorovanich. Shroméazdil ¢iselné ddaje z riznych zdroji a obortd, napiiklad plochy
povodi ek, mérné skupenské teplo chemickych sloucenin, ¢isla vyskytujici se na titulni
strance novin a dalsi. Dohromady zpracoval vice nez 20000 tdajt a ukazal, ze prvni
¢islice se nevyskytuji vSechny stejné casto.

Kdyz hledal jednoduchy vzorec, kterym by mohl popsat rozdéleni prvnich platnych
¢islic ve svych datech, dospél k vyrazu

1
P(D1(X) = d) = logyg <1+ E)’ d=1,2,...,9. (2)
Ten je ovSem disledkem vztahu (1), protoze prod=1,2,...,9 je

P(Dy(X)=d) = P(d<m(X) <d+1)=Pm(X) <d+1) - P(m(X) < d) =

d+1
= logyo(d + 1) — log d = logy, <T>

Podobné se ukaze, ze ze vztahu (1) plyne

9
1
P(D>(X)=d) = 1 14+ — d=0,1....,09.
(Da(X) );0g10<+10k+d>’ 0,1,....9 (3)

To také odpovidd hodnotém, které udavad Newcomb [21]. Nésledujici tabulka uka-
zuje ¢iselné hodnoty pravdépodobnosti, ze se jednotlivé cislice objevi na prvnim, resp.
druhém platném misté. Hodnoty jsou uréeny vzorci (2) a (3) a jsou zaokrouhleny na
3 desetinna mista.

Cislice 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
prvni 0,301 0,176 0,125 0,097 0,079 0,067 0,058 0,051 0,046
drubd 0,120 0,114 0,109 0,104 0,100 0,097 0,093 0,090 0,088 0,085
Vztah (1) dokonce urcuje sdruzené rozdéleni velicin Dy (X), D2(X), . .., Di(X).
Pro véechna k €N, dy €1,2,...,9, d;j €0,1,...,9, j=2,...,k, plati
1
B(Dy(X) = dy. . ... Dy(X) = dy) = logyo (1 + k7> (1)
Z dz <10k
i=1

7 toho ovsem kratkym vypoctem vyplyne, Ze jednotlivé ¢islice na sobé nejsou nezavislé.
Plati napiiklad, ze pravdépodobnost jevu {Do(X) = 2} je priblizné 0,109, ovSem pod-
minénd pravdépodobnost jevu {Dy(X) = 2}, kdyz vime, Ze nastal jev {D1(X) =1},
je priblizné 0,116. Tyto dva jevy se tedy navzdjem ovliviuji.
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Navic stoji za povSimnuti, Ze s rostoucim k& se rozdéleni veli¢iny Dy (X) blizi rov-
nomérnému rozdéleni na mnoziné {0, 1, . . ., 9}, tedy P(Dy(X) =d) — 1/10, k — oo,
de{0,1,...,9}. Diky vyjadieni (4) se d4 totiz psét

k
S di-10F7 41

9 9 9
PO = d) =3 Y o Y logy | 2 ®)
di1=1 d2=0 di_1=0 dl . 10]671

N_
™=
iR

a dale prod =0, 1,2, ..., 8, snadno odhadnout rozdil P(Dy(X) = d) — P(Dy(X) =
= d+1) zdola nulou a shora vyrazem konvergujicim k nule pro & rostouci nade vsechny
meze. Podrobnosti lze najit v praci [9].

Formanntv ¢ldnek [11] pomoci simulaci zkoum4, jak dobfe odpovidaji pravdépo-
dobnostem (5) hodnoty pochézejici z nékolika béznych pravdépodobnostnich rozdélent.
Zajimavym zavérem tohoto ¢lanku je, ze obecné se mira shody zlepsi, pokud misto hod-
not ndhodné veli¢iny X majici dané rozdéleni uvazujeme podily X/Y, kde X, Y jsou
nezavislé ndhodné veliciny s timto rozdélenim. Zkouméni téchto podilt je motivovano
nékterymi dvahami z Newcombova ¢lanku [21].

3. Benfordova data

V ¢lanku [2] predkladd Benford vysledky své nékolikaleté prace, béhem niz sbiral idaje
,»z tolika ruznych oblasti, kolik ¢as a energie dovolily“. Dohromady zpracoval vice nez
20000 tdaju z 20 raznych oblasti, coz lze ve tricatych letech 20. stoleti povazovat za
tctyhodny vykon.

Benford hledal rozdéleni prvnich platnych cislic v ,prirozené se vyskytujicich“
¢iselnych udajich a uvadi pouze relativni ¢etnosti vyskytu prvnich ¢islic ve vsech 20
zkoumanych kategoriich spolu s informaci, kolik idaju bylo do jednotlivych kategorii
zahrnuto. Pro kazdou ¢fslici tak Benford ziskal 20 rtznych relativnich ¢etnosti (pro
kazdou kategorii jednu hodnotu) a z nich vypocital aritmeticky pramér.

Na téchto prumeérnych hodnotéch pak Benfordovi bylo napadné, ze se blizi hodno-

tam p; =logp (14+ <), ¢ =1,...,9, a dile se ve svém clanku pokusil zdivodnit,
i

pro¢ praveé tyto hodnoty jsou ,ty spravné®.

Kdyby Benford nepracoval s primérnymi relativnimi ¢etnostmi, ale misto toho by
zpracoval vsechny tdaje najednou v jednom velkém souboru, ziskal by odlisné relativni
cetnosti. Ty se sice vice lisi od hodnot p;, presto jsou jim stale dost blizké.

Zvlastni je, Ze ve vSech skupindch v Benfordové tabulce v ¢lanku [2] se relativni
Cetnosti nascitaji presné na 1. Diky zaokrouhlovani relativnich ¢etnosti na ti desetinna
mista by mohlo dojit k tomu, ze se v nékteré skupiné nenascitaji presné na 1, ale
v pripadé Benfordem predlozenych dat dava soucet 1 vsech dvacet skupin.

Upozornili na to Diaconis a Freedman v ¢ldnku [8], v némz se zabyvaji pravé otaz-
kou chovani sou¢tu zaokrouhlenych procentudlnich tdaji. Pri pouziti jejich modeli
vyjde pravdépodobnost, ze se relativni cetnosti v kazdé z dvaceti skupin nascitaji
presné na 1, ,astronomicky mala“ (zhruba 1 : 229).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 64 (2019), ¢. 1 17



Vyvozuji z toho, ze se Benfordovy ¢etnosti neridi zadnym z jejich modeli, a to vede
k podezteni, ze Benford s ¢asti dat manipuloval, aby docilil lepsi shody s hodnotami

1

logyg (1 + —_). Napiiklad v prvnim fadku Benfordovy tabulky (viz [2]) je podil &isel
i

za¢inajicich na 7 uveden jako 5,5 % z celkového poctu 335 tdaji. Snadny vypocet

ukazuje, ze pocet Cisel zacinajicich na 7 musel byt 18 nebo 19, ale 335 se zaokrouhli

19 .
na 5,4 % a 335 he 5,7 %. Zadn4 skuteénd hodnota tedy nemohla vést k tdaji 5,5 %.

Ony chybné zaokrouhlené hodnoty jsou skutecné bliz pozadovanym ¢islim nez hod-
noty zaokrouhlené spravné, ale i neupravend data, kterd je mozné z tabulky v ¢lanku [2]
rekonstruovat postupem ukdzanym v predchozim odstavci, se pomérné dobre shoduji
s predpoklddanymi cetnostmi.

4. Benfordav zakon v praxi

Od vydani Benfordova ¢lanku [2] se dalsi autori snazili ukdzat, které soubory ¢iselnych
udaju se ridi Benfordovym rozdélenim. Napriklad rozsahlé soubory ¢isel obsazenych
v ucetnich zdznamech nebo danovych priznanich firem a jednotlivc se obvykle Benfor-
dovym rozdélenim ¥{d{ velmi presné, viz Nigrini [22]. To vede k zajimavym aplikacim,
o kterych pojedname nize.

Ley [20] zjistil, Ze posloupnost jednodennich vymost na indexu Dow-Jones In-
dustrial Average (DJIA) a Standard and Poor’s (S&P) je v dobré shodé s Benfordovym
rozdélenim. Jde o rddové desetitisice idaju z let 1900-1993 (DJIA), resp. 1926-1993
(S&P). Z podobné oblasti uvedme jesté napiiklad Gilestv ¢lanek [12], ktery ukazuje,
Ze vitézné nabidky v aukcich na serveru eBay odpovidaji Benfordovu rozdéleni.

Varian [30] popisuje, jak se koncem 60. let zabyval vyvojem pocitacovych modela
predpovidajicich ekonomicky vyvoj v Sanfranciské zatoce do roku 1990. Vystupy srov-
naval s Benfordovym rozdélenim na zikladé uvahy, ze kdyz se vstupni data modelu
shoduji s Benfordovym rozdélenim, mély by se jim ridit i vystupy, pokud je model
,rozumny “.

Po rozboru vystupu svého modelu dospél Varian k tomu, ze ,data jsou v pomérné
dobré shodé s Benfordovym rozdélenim “. Konkrétné nejlepsi shodu vykazovala ta ¢ast
modelu, jejiz vstupni data pochéazela ze scitani lidu — to je obecné povazovano za
presnéjsi nez jiné zdroje udaja.

Benfordovym rozdélenim se také pomérné presné ridi i idaje o odbéru elektiiny
jednotlivimi spotebiteli na Salamounovych ostrovech, jak uvadi Raimi [26]. Jeho data
pochézi z ¥jna 1969 a zajimavy je jejich pivod. Udaje neziskdval autor sam, ale uz
zpracované mu byly zaslany Teditelem energetické spolecnosti ve mésté Honiara na
Salamounovych ostrovech, ktery byl zaujat problematikou Benfordova zakona poté, co
si precet] populdrné ladény Raimiho ¢lanek [25] v ¢asopisu Scientific American.

Priklady podobnych vysledku 1ze nalézt nejen v ekonomii, ale tieba i ve fyzice.
Burke a Kincanon [5] se rozhodli prozkoumat, zda se fyzikdln{ konstanty 1{di Benfor-
dovym rozdélenim. Vzali konstanty uvedené na vnitinim prebalu tvodni vysokoskolské
ucebnice fyziky a spocitali ¢etnosti vyskytu prvnich platnych ¢islic pri vyjadreni ¢isel
v jednotkdch SI (pro ¢islice 1 az 9 postupné 8, 2, 1, 0, 2, 3, 0, 2 a 2) a v britskych
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jednotkach (7, 2, 3, 1, 1, 3, 0, 1, 2). Pozoruhodné je, Ze pii tak malém rozsahu sou-
boru (pouze 20 ddaji) je vidét viubec néjakd shoda s Benfordovym rozdélenim. Pii
vyjadteni cisel v soustavé SI a v britskych jednotkdch mé jednicka zdaleka nejvyssi
Cetnost vyskytu na prvnim platném misté. Pro ostatni ¢islice je vSsak pripadny trend
zcela prekryt Sumem.

Buck, Merchant a Perez [4] vyvinuli metodu, jak pocitat poloc¢as rozpadu nestabil-
nich nuklida podléhajicich alfa rozpadu a pii porovnavani vypoctenych hodnot s ex-
perimentédlné zjisténymi tdaji si vSimli, ze rozdéleni prvnich platnych ¢islic je nerov-
nomérné. V dobé vzniku prace [4] bylo zndmo 477 nuklidi podléhajicich alfa rozpadu.
Jejich polo¢asy rozpadu pokryvaji interval od zhruba 10~% sekundy az po 10'® let. Pii
podrobnéjsim rozboru Buck a kol. zjistili, ze ¢etnosti vyskytu jednotlivych ¢éislic na
prvinim platném misté vypoctenych i namérenych hodnot se pomérné dobte shoduje
s Cetnostmi predpovézenymi Benfordovym rozdélenim. U vypoctenych hodnot zkou-
mali také rozdéleni druhych platnych cislic a i zde data vykazala vysokou miru shody
s Benfordovym rozdélenim. Namérené hodnoty jsou ¢asto zaznamenany pouze s pres-
nosti na jednu platnou cifru a vysledky ziskané rozborem druhych platnych ¢islic by
nebyly smérodatné.

Na druhou stranu ne v kazdé sadé prirozené se vyskytujicich udaju je rozdéleni
prvnich platnych ¢islic Benfordovo. Raimi [26] uvadi pékny piiklad, byt dnes jiz také
z kategorie pro pamétniky: telefonni seznam. U c¢isel na strance vybrané z mistniho
telefonniho seznamu bude na prvnim platném misté vyrazné prevazovat jedna cislice,
ostatni budou zastoupeny minimalné.

5. Pokusy o vysvétleni

V pribéhu let se objevilo mnoho pokusii o vysvétleni Benfordova zakona, vétsinou ¢isté
matematické povahy. Casto se autor snazil ukazat, ze mnozina kladnych reélnych (pti-
padné prirozenych) ¢isel splituje (1) a z toho udinit zévér, Ze fenomén nerovnomérného
rozdéleni prvni ¢islice je jednoduse vlastnosti pouzivaného ¢iselného systému.

Cilem je na N, resp. na RT zavést pravdépodobnostni miru P, kterd bude urco-
vat rozdéleni prvni platné cislice, pripadné mantisy. Typicky je prvnim krokem urcit
pravdépodobnost, Ze prirozené ¢islo n ma prvni platnou ¢islici 1, tj. patfi do mnoziny
{D; =1} ={k € N, Dy(k) = 1}. Necht a(n) = 1, pokud D;(n) =1, a a(n) = 0 jinak.
Pak by se zddlo prirozené definovat

P(D;=1)= lim 1 > a(k).

n—oo M

1
Tato limita ale neexistuje, hodnoty vyrazu osciluji mezi ptiblizné 9 pron = 10* k € N,

5
agpron:2-10k,kEN.

To vedlo k pouziti riznych zobecnénych scitacich metod, které mély mnoziné
{D; = 1} prifadit ,spravnou® pravdépodobnost log;, 2. V tomto ohledu je zajimava
Flehingerova préace [10]. Pouzivd iterace Cesarovy séitaci metody
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a dokdze, ze ackoliv funkce ay (k) jsou porad oscilujici, cely iteracni proces konverguje
ke kyzené hodnoté ve smyslu

tlggo lllggglf a(k) = tlggo hinﬁsolip a (k) = logy 2.

Zadny z téchto postupii nevede k uspokojivému vysledku i pfesto, ze uvazované
s¢itaci metody jsou reguldrni (pro konvergentni fady dévaji jako soucet limitu ¢astec-
nych sou¢tll) a mnozindm typu { Dy = 1} piitazuji pozadovanou pravdépodobnost. Jak
totiz piSe Raimi [26], existuje mnoho reguldrnich sé¢itacich metod, které jim naopak
pritazuji jiné pravdépodobnosti, a nelze a priori rozhodnout, ktera s¢itaci metoda je
,Spravna ‘.

Ve spojitém priipadé, kdy byla misto prirozenych ¢isel uvazovana kladna reilna
cisla, byly pouzity ruzné integracni metody, metody Fourierovy analyzy i teorie Bana-
chovych mér. Zadny postup viak nevyustil v zavedeni pozadované pravdépodobnosti
na RT ve smyslu o-aditivni mnozinové funkce. Raimi [26] podévé obsahly piehled
vysledk v diskrétnim i spojitém pripadeé.

V souvislosti s Benfordovym zdkonem jsou ¢asto zminovany dvé dalsi hypotézy:
invariance vzhledem ke zméné zdkladu a invariance vzhledem ke zmeéné meéritka. Prvni
z nich tikd, ze by se data, kterd se tidi Benfordovym rozdélenim, méla tidit jeho
obdobou i pri vyjadreni ¢isel v soustavé o libovolném jiném zdkladu, nejen v desitkové
soustavé. V soustavé o zdkladu b je potom obdobou vztahu (1) vztah

P(mp(X) <t)=log, t, tell,b], (6)

kde symbol my(z) oznacuje mantisu ¢isla 2 pii vyjadieni v soustavé o zékladu b. Jako
ilustraci jsme prevedli poéty obyvatel v jednotlivych obcich Ceské republiky do osmic-
kové, resp. Sestnactkové soustavy. Cetnosti vyskytu prvnich platnych ¢islic v tomto
souboru dat pak ukazuji histogramy na obrazku 1. Mira shody s pravdépodobnostmi
ur¢enymi vztahem (6) je az prekvapiva. Apardt potiebny ke studiu invariance vzhle-
dem ke zméné zakladu je pomérné technicky a v tomto ¢ldnku se pro prehlednost
uz nebudeme timto tématem dale zabyvat. Podrobnosti je mozné nalézt naptiklad
v ¢lanku [15] nebo préci [9].

Uvazujme soubor ¢iselnych udaji, vybiranych nahodné z néjakého pravdépodob-
nostniho rozdéleni p. Invariance vzhledem ke zméné meéritka je pozadavek, aby p ne-
zéaviselo na tom, v jakych jednotkach jsou tdaje vyjadreny, tedy aby se neménilo po
prenasobeni hodnot libovolnou kladnou konstantou. Rada autort se snazila dokazat,
ze invariance vzhledem ke zméné méritka implikuje Benfordovo rozdéleni mantis. Pro
ilustraci uvazme celkovou vysi skod pri jednotlivych dopravnich nehodach na dalnicich
v Ceské republice v roce 2018 [24]. Cetnosti prvnich platnych &slic v tomto souboru
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Obr. 1. Histogram prvnich platnych ¢islic poétit obyvatel v jednotlivich obcich Ceské re-
publiky ke dni 1. 1. 2018. Vlevo: pti vyjadieni v desitkové soustavé; uprostied: pii vyjadieni
v osmickové soustavé; vpravo: pti vyjadreni v Sestndctkové soustave. Svisla osa je shodna pro
vSechny obrazky. Kiizky znazornuji ocekdvané hodnoty odpovidajici Benfordovu rozdéleni
mantis pri vyjadreni v soustavé o daném zikladu
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Obr. 2. Histogram prvnich platnych cislic v souboru hodnot udévajicich celkovou vysi skody
pfi dopravnich nehodéch na délnicich v Ceské republice v roce 2018. Vlevo: pii vyjadieni
v Ceskych korunéch; uprostied: pii vyjadreni v eurech; vpravo: pti vyjadreni v americkych
dolarech. Pro konverzi mén byl pouzit kurz vyhlageny Ceskou narodni bankou dne 18. 1. 2019.
Svisla osa je shodnd pro vsechny obrazky. Kiizky znazornuji o¢ekavané hodnoty odpovidajici
Benfordovu rozdéleni mantis pii vyjadieni v desitkové soustavé

dat pfi vyjadreni v ¢eskych korunach, eurech a americkych dolarech ukazuji histogramy
na obrazku 2. Opét je mira shody s Benfordovym rozdélenim vysoka.

V souvislosti s invarianci vzhledem ke zméné métitka napiiklad Pinkham [23] uva-
zuje hypoteticky ,soubor vsech ¢isel* ve smyslu hodnot vyhledavanych v logaritmic-
kych tabulkach a distribu¢ni funkci F' urcujici jejich rozdéleni. Za predpokladu inva-
riance vzhledem ke zméné méritka a spojitosti F' (aby se zadné konkrétni ¢islo z uva-
zovaného souboru vsech ¢isel vyhledavanych v logaritmickych tabulkach neobjevovalo
s kladnou pravdépodobnosti) pak ukéze, ze rozdéleni mantis je Benfordovo.

Problém ovsem je, ze na (0, 00) neexistuje borelovské pravdépodobnostni mira in-
variantni vzhledem ke zméné méritka. Poznamenejme, ze borelovska je takovd mira,
zhruba Teceno, kterd dovede mérit oteviené intervaly, jejich konecna ¢i spocetna sjed-
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noceni a doplnky takovych mnozin. Pokud by p byla borelovskd pravdépodobnostni
mira na (0, co) invariantni vzhledem ke zméné méritka, musela by mimo jiné spliiovat
1((0, 1)) = u((0, 5)), Vs € (0, co). Pak by ale funkce F(x) = u((0, z)), = > 0, byla
konstantni. Protoze je ale u pravdépodobnostni mira, pozadujeme $1_i>r51+ Fz) =0

a lim F(z) =1, a to je spor. Zpusob, jak zdtvodnit platnost Benfordova zékona, je
Tr—r0o0
tfeba hledat jinde.

6. Moderni pohled

Protoze uz Newcomb formuloval svéa tvrzeni jako pravdépodobnostni problém — ,jaka
je pravdépodobnost, ze vybrané ¢islo bude mit na prvnim platném misté cislici d* —
snazil se v devadesatych letech dvacatého stoleti Theodore Hill zasadit Benfordiv
zédkon do rdmce modern{ teorie pravdépodobnosti, viz napiiklad préce [14], [15]. V-
chozim bodem Hillovych tvah je nazor, ze pracovat s borelovskymi mirami je pro dany

ucel nevhodné, viz predchozi odstavec. Misto toho pracuje s mirami, které dovedou
o0

méFit mnoziny typu U [a, b) - 10", 1 < a < b < 10, jejich konecné ¢i spocetnd
n=—oo

sjednoceni a dopliky takovych mnozin (tento systém mnozin oznacime M). To staci

pro praci s mantisami, proto budeme takovym mirdm rfikat mantisové. Nepozaduje

vsak, aby tyto miry dovedly mérit oteviené intervaly, ¢imz mnoho problému odstrani.

Tyto miry tedy nemusi byt borelovskeé.

Definice 6.1. Pravdépodobnostni mantisova mira P je invariantni vzhledem ke zméné
méritka, pokud P(S) = P(sS) pro vsechna s > 0 a kazdou S € M, kde sS =
= {su, u € S}.

Pravdépodobnostni mira P je rozdélenim ndhodné veliciny X, pokud plati
P(X € S) = P(S) pro vSechny piipustné mnoziny S. Pojmy ,pravdépodobnostni
mira“ a ,rozdéleni“ pro nas tedy splyvaji a predchozi definice umoznuje mluvit jak
o mirach, tak rozdélenich invariantnich vzhledem ke zméné méritka. Vlastnost inva-
riance vzhledem ke zméné méfitka dokonce charakterizuje Benfordovo rozdéleni (1), je
to jediné rozdéleni na mantisovych mnozindch s takovou vlastnosti. Dukaz nésledujici
véty je mozné nalézt v [15].

Véta 6.2. Pravdépodobnostni mantisova mira P je invariantni vzhledem ke zméné
méritka prave tehdy, kdyz

P 1,¢)-10" | =logyyt pro vSechnat € [1, 10). 7
10

n=—oo

Tato véta ukazuje jasnou souvislost Benfordova zdkona s vlastnosti invariance
vzhledem ke zméné méritka, ale nevysvétluje, pro¢ se nékteré soubory c¢isel ridi Ben-
fordovym rozdélenim a jiné ne. V pripadé udaju sesbiranych Frankem Benfordem vy-
kazovaly nékteré skupiny velmi dobrou shodu s Benfordovym rozdélenim a nékteré,
jako tfeba odmocniny prirozenych cisel, v podstaté zadnou. Nejblize Benfordovu roz-
déleni byl ale souhrn vsech 20229 udajt z dvaceti rtuznych skupin. SpiSe nez to,
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Ze by vsechny tdaje pochézely ze stejného rozdéleni ,vSech konstant svéta“ (Pink-
ham [23]), je vhodné predpoklddat, ze tidaje pochdzeji z ruznych rozdéleni. Frank
Benford v élanku [2] uvadi, Ze se skutecné snazil ,sesbirat idaje z co nejvice ruznych
oblasti“.

Tady prichézeji ke slovu ndhodné pravdépodobnostnd miry, viz napt. [17]. Ty prévé
umoznuji studovat situace, kdy ve zkoumaném vzorku nepochézeji vsechny hodnoty
Xy, ..., X, ze stejného rozdéleni P, ale potencialné kazda z jiného rozdéleni P;,
i =1, ..., n V tomto kontextu nepovazujeme rozdéleni P; za predem dana, ale
naopak za ndhodna. Jejich ndhodnost je pak popsiana pravé ndhodnym rozdélenim
(ndhodnou pravdépodobnostni mirou) P. Potom pro mnozinu S je P(S) ndhodna
veli¢ina. Podrobnosti je mozné nalézt v [9]. Pro dalsi vyklad ndm bude stacit védét,
7e stejné jako pro ndhodnou velicinu X mutzeme definovat jeji stfedni hodnotu EX
(pokud je E|X| < o0), mizeme pro ndhodnou pravdépodobnostni miru P definovat
jejl ocekdavané rozdéleni EP, které popisuje pramérné chovani ndhodné miry P.

Definice 6.3. Ocekavané rozdéleni nahodné pravdépodobnostni mantisové miry P je
pravdépodobnostni mira EP takova, Ze

(EP)(S) = E(P(S)) VS e M.

Nésledujici definice formalizuje vlastnost ¢iselnych souboru, u kterych rozdéleni
mantisy nezavisi na pouzitych jednotkéch.

Definice 6.4. Posloupnost nahodnych velicin X1, Xs, . . . ma hodnoty mantisy neza-
vislé na méritku, pokud

[#{i <n: X; € S} — #{i En: X; € sS}] n—qo
n

0 s pravdépodobnosti 1

pro vsechna s > 0 a vsechna S € M.

Nyni zformulujeme limitni vétu o chovani prvnich platnych ¢islic. Nejzajimavejsi
cast vety 1ika nasledujici: pokud jsou ndhodné vybirana pravdépodobnostni rozdéleni
a z nich se berou nahodné veli¢iny tak, ze cely proces nezvyhodnuje néjakou volbu
jednotek, pak rozdéleni mantis v celém souboru bude konvergovat k Benfordovu roz-
déleni. Tim tato véta pom&ahd vysvétlit nebo predpovidat shodu souboru ¢iselnych
udaju s Benfordovym rozdélenim.

Véta 6.5. Necht P je nahodna pravdépodobnostni mantisova mira. Nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) EP je invariantni vzhledem ke zméné méritka,

o0
ii) E[P(D;)] = log,, t pro vsechna t € [1, 10), kde D; = 1,t)-10" je mnozina
( ) g0t P ) ’ ) J
n=-—oo
kladnych ¢isel, jejichz mantisa je v intervalu [1, t),
(iii) posloupnost X1, Xa, . .. generovand P m& hodnoty mantisy nezavislé na méritku,
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(iv) posloupnost X1, Xo, . .. generovand P splituje

#{i < n:m(X;) € [1, 1)} o0

log,yt s pravdépodobnosti 1

pro vSechna t € [1, 10).

Dikaz této véty je mozné najit v ¢lanku [14] nebo praci [9]. Klicovym bodem
této véty je fakt, ze nevyzaduje, aby konkrétni realizace P; byly invariantni vzhledem
ke zméné méfitka (Casto se dokonce stavd, ze zadnd realizace P; nemd pozadovanou
vlastnost), ale pouze aby cely proces sbirdn{ adaji v priméru nezvyhodiioval néjakou
volbu jednotek.

Véta 6.5 pomahd vysvétlit, pro¢ se nékteré soubory ¢iselnych udaja ridi Benfordo-
vym rozdélenim lépe nez jiné. Napriklad na ¢isla vypsand Frankem Benfordem z titul-
nich stran mistnich novin (viz [2]) se d& divat tak, Ze pochézeji z rtiznych rozdélent,
kterd spolu navzajem nesouvisi a tedy dohromady nezvyhodnuji jednu volbu jednotek
pred ostatnimi. V kontextu uvedené véty to znamena, ze rozdéleni mantis v tomto
vybéru se bude asymptoticky blizit Benfordovu rozdéleni.

Pokud naopak rozdéleni, z néhoz zkoumané tudaje pochézi, preferuje konkrétni
volbu jednotek, nebude se rozdéleni mantis blizit Benfordovu. Piinos véty 6.5 spociva
pravé v tom, ze poskytuje kritérium pro rozhodovani, zda se zkoumany soubor bude
¢i nebude ridit Benfordovym rozdélenim.

7. Silné benfordovské posloupnosti

Nékteré ciselné posloupnosti maji tu vlastnost, ze se chovani mantisy jejich prvku
dé dobre popsat Benfordovym rozdélenim, pokud se bere v iivahu velmi dlouhy tsek
téchto posloupnosti. V takovém pripadé se daji oznacit jako benfordovské. Tuto pro-
blematiku prehledné shrnuje napt. Raimi [26]. Zdaraziiujeme, Ze v této kapitole se
budeme zabyvat pouze nenahodnymi posloupnostmi a roli pravdépodobnosti urcitého
jevu zde prebird relativni cetnost vyskytu tohoto jevu.

Definice 7.1. Posloupnost {b,} redlnych ¢isel z intervalu [0, 1) se nazyva rovnomérné
distribuovana na [0, 1), pokud pro kazdy interval [a, b) C [0, 1) plat{

k
. 1
lim E;B(n):b—a,

k—o00

kde 5(n) =1, pokud b, € [a, b), a 3(n) = 0 jinak.

Definice 7.2. Necht {a,} je posloupnost kladnych redlnych c¢isel a necht b, =
= (logyy an) mod 1. Pokud je {b,} rovnomérné distribuovand na [0, 1), nazyvd se
{an} silné benfordovskd posloupnost.

Predchozi definice odpovidda Newcombovym tivaham popsanym v kapitole 2, tedy

7e v pifpadé ,v piirodé se vyskytujicich &sel“ ¥ = 10° mé S mod 1 rovnomérné
rozdéleni na intervalu [0, 1]. Silné benfordovska posloupnost {a,} se ¥idi Benfordovym
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rozdélenim v tom smyslu, ze

M=

.1
kli{]go E — ap(n) = 1Ogl() p, pe€ [1a 10)a

oo

kde a,(n) = 1, pokud a,, € {x € R, m(z) < p} = U (10", p-10™), a ap(n) =

n=-—o0
= 0 jinak. Jinymi slovy, v dlouhych tsecich posloupnosti bude rozdéleni mantis blizké
Benfordovu.

Napriklad posloupnost prirozenych ¢isel N neni silné benfordovska posloupnost,
protoZe uvedend limita neexistuje (viz kapitolu 5), ale geometrické posloupnosti {ar™}
jsou, pokud 7 neni racionalni mocninou ¢isla 10. Pokud a,, = ar™, je

by, = (logy arn) mod 1 = (logy a + n logy ) mod 1.

Pfitom plati, Ze aritmetické posloupnosti s iraciondlni diferenci jsou (brano mod 1)
rovnomeérné distribuované na intervalu [0, 1), viz Hardy, Wright [13]. Pravé pozadavek,
aby diference v posloupnosti {b,} byla iraciondlni, tedy log,, r ¢ Q, vede k tomu, ze
posloupnost {ar™} je silné benfordovska, pravé kdyz r neni raciondlni mocninou 10.

Geometrické posloupnosti ale nejsou jedinymi silné benfordovskymi posloupnostmi.
Tuto vlastnost maji i tzv. asymptoticky geometrické posloupnosti.

Definice 7.3. Posloupnost {a,} se nazyva asymptoticky geometrickd, pokud existuje
geometrickd posloupnost {ar"} takovd, ze
an

lim — =1
n—oo armh

V tomto pripadé log,, a,, — n log;, r konverguje k nule a log;, a, mod 1 je stejné
rovnomeérné distribuovand jako n log;, » mod 1. Jinymi slovy, pokud log;, r € Q, je
asymptoticky geometricka posloupnost silné benfordovska.

Jako piiklad asymptoticky geometrické posloupnosti Raimi [26] uvadi Fibonacciho
posloupnost. V jejim pripadé je limitnim pomérem r z definice 7.3 zlaty Tez, r =

L+v 1+V5
= 7 - Navic logy,

je iraciondlni ¢islo, a proto je Fibonacciho posloup-
nost silné benfordovskd. Dalsim piikladem silné benfordovské posloupnosti je {n!}, jak
ukazuje Diaconis [7].

Histogramy ¢etnosti vyskytu prvnich ¢islic mezi prvnimi 1 000 hodnotami posloup-
nosti 2", Fibonacciho posloupnosti a posloupnosti n! jsou na obréazku 3. Shoda s Ben-
fordovym rozdélenim je velmi vysoka. Pokud bychom uvazovali delsi tsek téchto po-
sloupnosti, byla by shoda jesté lepsi a vizualné by zaznamenané hodnoty nesly odlisit
od oc¢ekavanych. Proto zde volime spise kratky pocatecéni tisek uvedenych posloupnosti.

Existuje také pojem slabé benfordovské posloupnosti. Ten je zalozen na vyuziti jiné
scitaci metody, nez byla pouzita v definici 7.1. Podrobnosti je mozné nalézt naptiklad
v ¢lanku [26] nebo praci [9].
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Obr. 3. Histogram prvnich platnych ¢islic v souboru prvnich 1000 hodnot vybranych po-
sloupnosti. Vlevo: geometrickd posloupnost 2"; uprostied: Fibonacciho posloupnost; vpravo:
posloupnost n!. Svisla osa je shodna pro vsechny obrazky. Kiizky znazornuji ocekdvané hod-
noty odpovidajici Benfordovu rozdéleni mantis pti vyjadieni v desitkové soustave

8. Aplikace Benfordova zakona

V literature se objevuje nékolik navrhti na vyuziti Benfordova zakona v praxi. Napii-
klad Schatte [28] uvadi, ze béhem dlouhych pocitacovych vypocta v aritmetice s po-
hyblivou ¢drkou (tzv. floating-point aritmetika) maji mantisy zpracovavanych &isel
priblizné Benfordovo rozdéleni. Tuto informaci je mozné vyuzit pri analyze zaokrouh-
lovacich chyb nebo pti navrhu rychlejsich algoritmu.

Knuth [19] predklada uréité vypocty, kterymi zdivodiuje predpoklad, Ze rozdéleni
mantisy ve vstupnich datech jeho pocitacovych vypoctu je Benfordovo. Kromé jiného
pak srovnava podle riiznych kritérii vyhodnost pouzivani dvojkové a Sestnactkové sou-
stavy (s ohledem na predpoklddané rozdéleni mantis vstupnich dat).

Z hlediska presnosti vypoctl je vhodnéjsi pouziti binarni aritmetiky, horni odhad
relativni chyby vzniklé zaokrouhlenim je totiz poloviéni nez pfi pouziti Sestnactkové
soustavy.

Naproti tomu vypocty provadéné v hexadecimélni aritmetice probihaji o néco rych-
leji, protoze neni treba tak Casto ¢isla normalizovat (posouvat desetinnou ¢érku). Ce-
nou za rychlost je tedy nizsi presnost a naopak.

Techniky zaloZené na Benfordovu zédkonu je mozné vyuzit i pri odhalovani nesrov-
nalosti v ti¢etnich zdznamech, naptiklad danovych tniki nebo nespravného proplaceni
faktur. Jednu takovou metodu predkladd Nigrini v ¢lanku [22]. Vychdzi z pozorovéni,
Ze se soubor ¢isel z rozsahlych ucetnich zdznamu (zpracovanych bez chyb a neoprav-
néné manipulace s daty) velmi dobfe Fidi Benfordovym rozdélenim. To odpovidéd vy-
sledkim uvedenym ve vété 6.5, protoze tcetni zaznamy lze povazovat za smés udaji
pochézejicich z ruznych rozdéleni. Pokud provérovany soubor vykazuje velké odchylky
od predpokladaného rozdéleni mantis, je oznacen za podeziely a Nigrini doporucuje
podrobit doty¢nou spolecnost auditu, ktery podezieni potvrdi nebo vyvrati. Muze
totiz jit o ndhodnou odchylku, byt je jeji pravdépodobnost mala.

Pfi rozhodovéni, zda se konkrétni (napozorovand) data ¥idi Benfordovym rozdéle-
nim, se velmi dobfe uplatni Pearsontiv x? test dobré shody, viz napiiklad knizku An-
deél [1]. Tento test se obecné pouzivd k testovani hypotézy, Ze vektor Cetnosti vyskytu
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urcitych jevlt ma multinomické rozdéleni s predpokladanymi parametry. Zde jde o cet-
nosti vyskytu prvnich platnych ¢islic a pravdépodobnosti jsou uréeny vzorcem (2).

Nigrini vsak navrhuje jednodussi postup, pomoci néhoz dokaze seradit datové sou-
bory od nejpodeztelejsich (nejmensi mira shody s Benfordovym rozdélenim) k nejméné
podezrelym. Nedava vsak zadnou kritickou hodnotu, za niz jsou data podeziela az pri-
lis. Jeho postup je presto uzitecny napriklad v situaci financniho uradu, ktery nemuze
detailné provérit udaje vsech firem, ale tato metoda mu poskytuje moznost rozhod-
nout, které spole¢nosti podrobit auditu.

Hill [14] uvadi, ze diky softwaru, zalozenému mimo jiné na Nigriniho postupu a na
jehoz vyvoji se sém Nigrini podilel, bylo odhaleno sedm newyorskych spole¢nosti, které
byly pozdéji obvinény z danovych podvodu.

Dokonce i na trovni stati, nejen firem, dochézi k ipravam zverejnovanych dat. To
ukazuje napiiklad ¢lanek Rauch a kol. [27] z roku 2011, ktery zkoumd makroekono-
mickd data, reportovana clenskymi staty EU, vztahujici se ke statnimu dluhu. Podle
tohoto ¢lanku vykazuje Recko nejvétsi odchylky od Benfordova rozdéleni ze viech zemi
platicich eurem. Ze zpétného pohledu to neni viibec prekvapivé. Préce [27] dokonce
vyvolala ohlas i v ¢eském tisku, viz ¢lanek [3].

Podobné techniky zkoumani shody dat s Benfordovym rozdélenim byly také pouzity
napifklad pti hleddni ,zvlastnosti“ ve financovani politickych kampani v USA [29]
nebo pri zjistovani, zda si tazatelé v dotaznikovych Setfenich odpovédi respondentu
nevymysleji sami [16].

Podobnych aplikaci je mozné vymyslet celou radu, vSechny ale spoléhaji na to, ze
kontrolovany nezné postupy pouzivané kontrolorem. Se vzristajici informovanosti Sirsi
verejnosti o fenoménu nerovnomérného rozdéleni prvnich platnych ¢islic samoziejmé
dojde k adaptaci ,kreativnich tcetnich“ na novou situaci a tato metoda ztrati svij
vyznam.

Podékovani. Autor dékuje doc. RNDr. Zdenku Hlavkovi, Ph.D.; za jeho cas
a cenné pripominky pii vedeni bakaldiské prace [9].
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