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BUDOVANIE MATEMAT ICKÝCH PRED STAv

POMOCOU MANIPULAc I!

KATARÍNA A HYNEK BACH RAT Ý

Ú vod

Tento článok je pokračovaním článku Prirodzené tempo bu­
dovania matematických predstáv (viz [1]). Oba články nadvazujú
na prednášku autorov "Ručné práce v matematike" zo 17.2.2012
na konferencii Dva dny s didaktikou matematiky na Pedagogickej
fakulte Karlovej Univerzity v Prahe. Chceme prezentovať a ana­
lyzovať ďalšie sit uácie, v ktorých zvol'nenie tempa práce prinieslo
zaujímavé výs ledky. Podl'a nášho názoru bolo v prvom rade prí­
nosom pre vzdelávanie žiakov, ďalej.nám pomohlo potvrdiť a uve­
domiť si platnosť viacerých didaktických zákonitostí a postrehnúť

aj niektoré nové myšlienky a nápady. Pri výbere situácií opísa­
ných v tomto texte aj naďalej spoločnýmmotívom zostáva niekedy
úmyselne a niekedy šťastnou náhodou zaradená etapa manuálnej
práce a experimentovania.

LEGO Technik

Manipulácia a tvorivá hra so stavebnicou LEGO podporila
priestorovú predstavivosťuž u niekolkých generácií detí. My sme
si pri príprave tohto textu spomenuli na situáciu, v ktorej sa náš,
vtedy asi 4-ročný syn Martin hral so stavebnicou LEGO Tech­
nik. Hračka, poskladaná z LEGA bola autíčko s volantom. Otá­
čanie volantu spósobovalo otáčanie kolies. Hračka vlastne nepa­
trila Martinovi, dostal ju pod stromček jeho otec. Mama totiž
videla, že kým otec nebude mať svoju vlastnú stavebnicu , nepustí
vlastné deti k ich LEGU a budú navždy odkázané byf podávačmi

kociek a obdivovatel'mi jeho majstrovských stavieb. Autíčko bolo
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pod stromčekom slávnostne poskladané a uložené na miesto , kam
malý Martin nedosiahol.

Martin si často autíčko vypýtal na hranie a pozoroval , ako sa
otáčanie volantu prenáša na otáčanie kolies. Neskór sa s autíčkom

začal schovávať. Tajne odpojil jednu dve kocky, pozrel sa, ako
vlastne funguje prevod z volantu na kolesá, potom kocky vrátil na
miesto a autíčko vrátil. Postupom času bolo odpojených kociek
viac a pomaly už bolo rozobraté celé auto. Kocky boli naukladané
na stol v poradí, ako ich odpájal z auta. A potom, sám si nebol istý,
ako to skončí, začal skladať auto naspat. Bol to velký stres, auto
muselo nielen vyzerať tak ako predtým, ale aj fungovať. Nakoniec
bol schopný sám, bez návodu, rozobrať a poskladať celé auto.

Keď sa raz auto pri utieraní poličky rozsypalo na jednotlivé
diely, ponúkla mu mamina, aby ho poskladal sám podl'a návodu.
Prehlásil, že to nevie. A až po dvoch troch rokoch bol ochotný
začať skladať stavby z LEGA aj podl'a návodu. Skladanie podľa

návodu sa neučil, zrazu "to vedel". A v druhej triede vedel na
požiadanie aj napísať "návod" na stavbu, ktorú si sám vymyslel.
Najprv bol návod obrázkový, neskór vymyslel pre diely LEGA
slovné pomenovania a celý postup zapísal slovami. Hoci nie všetky
slová boli spisovné, podl'a jeho návodu sa dala postaviť presne taká
stavba ako tá, podľa ktorej návod napísa1.

Martinko sa najskór naučil rozoberať auto, potom ho skladať

a až nakoniec sa naučil skladať auto podľa napísaného návodu.
Vtedy sa nám to zdalo zábavné, že si takto obrátil poradie. Teraz
už veríme, že si zvolil veľmi prirodzenú cestu. Najskór s autíčkom

manipuloval, až potom, omnoho neskór, formálne zapísal svoj po­
stup. Koniec koncov, kolko z nás si prečíta celý návod, kým začne

používať nový spotrebič ...

Na druhej strane si spomeňme, ako rozšírené, akceptované
a populárne je také vyučovaniematematiky, v ktorom žiakom po­
vieme návod a následne chceme, aby presne zopakovali postup.
Bez toho, aby poznali prostredie a mali základné skúsenosti s jed­
noduchšími situáciami, predvedieme im matematiku v celej jej
hotovej a formálnej podobe. Potom sa trápia žiaci, kým sa naučia

predvedené postupy zopakovať, a trápia sa aj učitelia, ked' zistia,
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že miesto poznania vznikla len jeho imitácia.

Konštrukčná geometria

Siedmaci a rysovanie

V lete 2011 sme na letnom sústredení riešitel'ov matematic­
kého korešpondenčnéhoseminára SEZAM uskutočnili experiment ,
ktorý bol v mnohom podnetný až prekvapujúci a otvoril pred nami
nové oblasti skúmania a záujmu. Jeho podrobnejší popis nájde či­

tatel' v [1]. Tu zhrnieme jeho obsah a pridáme ďalš íe, nadvazujú ce
skúsenosti. Aj keď pochádzajú z oblasti záujmovej matematiky,
veríme, že sú využitel'né všeobecne, teda aj v školskom prostredí.

V roku 2011 sme sa v súťaži SEZAM rozhodli zmeniť svoj
prístup k práci so žiakmi v oblasti geometrie. D óvodov bolo via­
cero. Prvým signálom bolo, že niektoré populárne a osvedčené ge­
ometrické úlohy, ktoré sa v našich zadaniach objavujú pravidelne,
sa zrazu stali pre deti z róznych dóvodov ťažké a nevhodné. Nepo­
užili predpokladaný geometrický aparát (napr. Thalesovu vetu),
neboli schopné zvládnuť a previazať viac etáp riešenia, objaviť

viac typov riešení atd'. To nás viedlo k presnejšiemu uvedomeniu
si sit uácie vo vyučovaní geometrie v školách. Geometria postupne
a dlhodobo strácala obl'úbenosťa postavenie. Aj keď z hradiska fy­
logenézy je pre žiakov druhého stupňamimoriadne vhodnou a pri­
meranou oblasťou matematiky, zdá sa , že geometria kladie stále
silnejší odpor voči transmisívnym, formálnym (v prípade Sloven­
ska aj "atraktívnym elektronickým") metódam vyučovania. Jed­
noduchšie povedané, kauzálny, "grécky" spósob myslenia sa ne­
dobre znáša s predkauzálnymi, "egyptskými" metódami vyučova­
nia. V rokoch 2006-2010, v rámci školskej reformy na slovenských
školách , došlo aj na dalš í logický krok: redukciu závazného obsahu
učiva geometrie a posunutiu toho, ČO ostalo, do vyšších ročníkov.

Po pravde, vzhladom na po treby a schopnosti velkej časti našich
žiakov (a u čitelov) v tejto oblasti išlo o jeden z rozumnejších kro­
kov reformy (aj keď je stále dosť tých žiakov a učiteľov, ktorých
oprávnene zarmútil).

V oblasti záujmovej matematiky nás táto zmena nezarmútila,
ale inšpirovala. Na rozdiel od napríklad kombinatoriky alebo 10-
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giky, kde sme sa vždy mohli venovať v prvom rade propedeutike
pojmov v duchu teórie generických modelov (ukážky pozri [2],
[3], TGM pozri [4], [5]), v geometrii sme dlhé roky pracovali skór
reedukačne. Hladali sme zaujímavé témy a úlohy na skutočné vy­
užitie a pochopenie rozsiahlych, ale predčasných až nadbytočných

školských znalostí róznych vzorcov, viet a postupov. Na jar roku
2011 sme sa na základe vyššie spomenutých zmien osnova vý­
raznej redukcie ich geometrického obsahu rozhodli aj v tejto ob­
lasti pokúsiť o dósledný konštruktivistický prístup a postup "od
základov" . Predpokladali sme len základnú, z vlastných skúseností
žiakov vychádzajúcu znalosť najjednoduchších geometrických ob­
jektov a schopnosť práce s rovnou čiarou a vzdialenosťami, pre­
viazanú na používanie lineára a kružidla. Všetko ďalšie malo byť

výsledkom objaviteľskej práce žiakov.

Na letnom sústredení našich úspešných riešitelov sme k tomuto
objavovaniu mali priestor štyroch hodinových stretnutí (s dvojd­
ňovým rozstupom) so stabilnou skupinou detí. Čas sme plánovali
naplniť riešením kaskády prevažne konštrukčnýchúloh zo štyroch
oblastí: práca so štvorcom, s trojuholníkom, s kružnicou a s ob­
dlžnikom. Časovo aj významovo sa nakoniec stala ťažiskom práca
so štvorcom, ktorú budeme ďalej popisovať. Pre úspešný priebeh
aktivity mal velký význam návrh vhodného (didaktického) pro­
stredia, ktoré pósobilo motivačne na žiakov a umožnilo vhodnú
formuláciu plánovaných (a neskór skutočným priebehom modifi­
kovaných) úloh. Pre jeho popis použijem krátený citát z [1]: Príbeh
bol o matematikoch pomáhajúcich archeológom v hladani v púšti
stratených civilizácií. Každá z nich žila v mestách určitého geo­
metrického tvaru. Archeológom sa občas podarilo v piesku objaviť

niektoré časti miest a zaniesť ich do mapy. Od geometrov potre­
bovali, aby na základe tejto informácie v mape vyznačili p8dorys
celého mesta. Keďže v púšti sme daleko od vymožeností nášho sto­
ročia, na prácu s mapou nemáme digitálne technológie, ale len
starodávne rysovacie pom8cky.

Príbeh bol zvolený velmi šťastne, bol ozaj d8veryhodný a pri­
rodzený. Predstava množstva horúceho piesku, ktorým by sme sa
pri zlom určení p8dorysu zbytočne prehrabávali, podvedome mo-
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tivovala deti k presnému a zodpovednému riešeniu každej úlohy.
Po zvládnutí každej úlohy nám piesočná búrka "zotrela tubulu",
um ožnila objavenie nových zrúcanín a otvorila d'alší problém. Ar­
cheologi cká rozprávka v prípade po treby umožnila povolat na scénu
Indianu Jonesa, ktorý niekedy odniesol pravítka s ryskou, inokedy
požičal uhlomery atd: Mohli sme tie ž pracovať s mapami pú šte:
kedže je pustá, vierohodne ju zas tupovali čisté papiere s niekoť­

kými vyznačenými bodmi.
Úlohy o štvorci boli v du­

chu rozprávky mot ivované
pátraním po mestách kmeňa

Kvadrónov. T ie mali tvar
štvorca, v ktorého strede bola
studňa a vo vrcholoch strážne
veže. Neskór boli archeológmi
objavené a do úloh zakornpo-
nované aj brány v stredoch
strán a nakoniec aj sochy

(Atény, Jupitera, Dia .. . ) na ľubovol'nom mieste hradieb , ktoré
sa ale vždy stavali v stredovo súmerných dvojiciach. D óležit é pre
prácu detí boli aj cestičky vychodené od veží (neskór aj od brán)
ku studni. Pre žiakov sme pripravili postupnosť úloh, v ktorých
bolo vždy potrebné na základe niekolký ch vykopaných objektov
zrekonštruovať p6vodný tvar mesta, teda objaviť zvyšné, zat ial'
nevyhrabané objekty (hlavne veže) a na záver zakresliť p ódorys
mesta. Tri skupiny úloh (veže , brány, veže aj brány aj sochy) vi­
díme na obrázkoch. Deti zadania dostávali v podobe pracovných
listov, t .j . čistých papierov formátu A4 alebo A3 , na ktorých bo li
zakreslené polohy "vykopaných" bodov a na ktorých pokračovali

vo vlastnej práci.
Sada úloh o štvorcoch mala byť náplňou prvého, hodinového

stretnutia. V skutočnosti nám zabrala hodiny t akmer t ri. Na tak­
úto zmenu časovéhoplánu sme ale zvyčajne pripravení a zvyknut í
a v podmienkach mimoškolskej matematiky nie je problém prisp ó­
sobiť sa tempu detí. Na téme navyše pracovali zhodou okolností
iba žiaci 7. ročníka, ktorí sú na sústredení najmladšou a teda aj
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matematicky najmenej skúsenou skupinou.

Omnoho zásadnejšie a kl'účové boli zmeny v predpokladanom
priebehu a spósobe práce detí. Kaskáda úloh bola pripravená tak,
že každá využívala znalosti získané z riešenia predchádzajúcich
úloh. Očakávali sme, že v princípe žiaci po objavení určitého kon­
štrukčného postupu budú tento vedieť použiť a používať v nasle­
dujúcich úlohách. Inak povedané, po zvládnutí novej "kompliká­
cie" v zadaní prevedú úlohu na niektorú z predchádzajúcich situá­
cií a riešenie l'ahko dokončia už objaveným spósobom, To, ako pre­
bieha samotné objavovanie, nás zaujímalo najviac a pozorovanie
tohto procesu malo byť hlavným prínosom experimentu. Predpo­
kladali sme, že vzhl'adom najednoduchosť prvých úloh a ich dobrú
nadvaznosf v kaskádach budú žiaci jednotlivé konštrukcie hlavne
"vymýšfať", prípadne si ich určitým neformálnym spósobom za­
pisovať alebo inak evidovať. Kedže vo výbave sústredení máme aj
rysovacie pomócky, chceli sme v primeranej miere pri niektorých
úlohách objavené konštrukčnépostupy aj reálne vykonať.

Skutočný priebeh práce bol úplne odlišný. Už pri riešení pr­
vej úlohy deti okamžite začali pracovať s rysovacími pom6ckami.
K fáze "vymýšl'ania" a prípadného "zapisovania postupu" nikdy
nedošlo, žiaci ju nepotrebovali a nedospeli k nej. Naopak mani­
pulácia s nástrojmi sa ukázala ako úplne zásadná a ťažisková.

V prvých okamihoch sme sa potešili, že sa nám pomocou nej vi­
zualizuje inak skrytý proces a postup myslenia detí. Vel'mi rýchlo
sa ale ukázalo, že táto manipulácia nie je akýmsi vonkajším preja­
VOlU duševných pohybov, ale skutočnou podstatou ajadrom obja­
vitel'ského postupu. Nápady detí sa nerodili primárne v ich hlave,
ale v podstate metódou pokus - omyl vznikali z manipulácie s ryso­
vacími pom6ckami. Ruky detí striedavo brali a odkladali ceruzku,
pravítko, kružidlo, prikladali a zameriavali ich na rózne dvojice bo­
dov, postupne a vytrvalo skúmali a zamietali rózne možné cesty
riešenia úlohy. Tak isto v manipulatívnej podobe prebiehali aj ob­
javy správnych krokov: vačšinou už pri prvom správnom a potreb­
nom "priložení" pomócok sa tápavé pokusy zmenili na razantné
vykreslenie čiary, oblúku alebo priesečníku. Tento postup viedol
tiež k tomu, že po skončení práce a nakreslení poslednej čiary
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p ódorysu bolo jasné, že úloha je vyriešená , a to správne. Sp lnili
sme požiadavku archeológov a nikto necít il potrebu vracať sa ku
konšt rukcii, dokazovať jej správnosť alebo si zapisovať jej postup.
Myslíme si, že sme tu na vlastné oči videli ilustráciu štandardného
tvrdenia, že historicky geometria vznikla zo zememeračstva.

Ale videli SIne omnoho viac. Nepotvrdil sa napríklad náš pred­
poklad sp ósobu riešenia nadvazujúcich úloh . Očakávali sme, že
už objavené postupy (napr. zostrojenie stredu úsečky, osi úsečky,

trochu zložitejšia a tiež často sa opakujúca konštrukcia polohy
veže pomocou zadaných dvoch s ňou susedných brán) budú deti
pri ďalších úlohách bez problémov používať, v prípade potreby
schopné popísať a možno ako "známe" aj preskakovať pri rozbore
riešenia zložitejších úloh. V skutočnosti (podľa [1]): Pri prvých
opakovaniach bol celý postup objavovaný nanovo. Pri ďalších bolo
možné postupne pozorovat najsk6r nárast odhodlania, potom d6­
very a napokon istoty dieťaťa vo vlastnú schopnost zopakovat t ento
objav . Priebeh konštrukcie pritom stále zostával na objavitel'skej
úrovni, mierne sa len znižoval počet "testovaných" nesprávnych
krokov. Až po tomto štádiu bolo možné pozorovat, že v určitých

okamžikoch dieta namiesto objavovania spomína a niektoré časti

konštrukcie (nie celú) vykonáva na základe určitého . pamaťového

záznamu. Aj po mnohých opakovaniach a takmer istom zvládnutí
konštrukcie bola táto vždy a precízne vykonaná znovu.

Pre skúmanie spósobov prvotného ukladania objavených kon­
štrukcií do vedomia žiakov a zrejme aj stimuláciu tejto schop­
nosti je dóležitý aj ďalší postreh. Vo viacerých prípado ch sme
do kaskády zaradili skupinu úloh , postupne sa líšiacich vždy len
pridaním jedného "novo vyhrabaného" bodu. Očakávali sme, že
deti pri riešení nadvazujúcich úloh zopakuj ú postup riešenia pred­
chádzajúcej, pričom vo vhodnom okamihu využijú nový bod pre
zjednodušenie a skrátenie svojho postupu. Opat citujeme [1]: Pri
prvých úlohách deti doplnený bod ignorovali a sústredili sa na zno­
vuobjavenie p6vodnej konštrukcie. V d'alšom štádiu chvíťami pre­
rušovali hladanie konštrukcie a venovali novému bodu krátky po­
hl'ad, zdalo sa ale, že ich sk6r vyrušuje a prekáža im pri práci. Po
niekol'kých úlohách došlo k d'alšiemu posunu, straiila sa negatívna
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em ócia a bodu boli venované krátke chvíle premýšfania. Zrejme na
ich základe nakoniec došlo k očakávanému využívaniu bodov pre
zjednodušenie konštrukcií. Zdá sa nám, že takéto doplňanie zadaní
umožní na základe reakcie dieťaťa diagnostikovaťmieru osvojenia
si p óvodnej konštrukcie. Druhým efektom je najskór odvádzaním
pozornosti a neskór zvažovaním možnosti využitia tejto informá­
cie, podporovať parnat ov ý a konceptuálny záznam priebehu kon­
štrukcie.

(Dokončení v dalším čísle)
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ABSTRACT

The artiele is a eontinuation from the previous issue. It focuses
on aetivities whieh aim at building new mathematieal knowledg
via manipulation and experimenting. One aetivity is a Logo con­
struction set whieh ean be used for developing spatial imagery.
The main part of the article aims at geometrie construetions with
eonstrueting tools - it eonsists· of stories whieh motiva te pupils
to eonstruet shapes using the knowledge of some of their pro­
perties. It is shown that the stage of eonstrueting the shape is
indispensable and that the eonstructing itself is a part of t he dis­
eovery proeess. lt is doeumented that in the teaehing proeess, t he
phase of experimenting and making hypotheses is underestimated
and unnecessarily aceelerated. The third part of the article eon­
eerns university students. It is shown how land surveying can be
used for motivating them for mathematies and developing their
geometrie knowledge. The authors support the eonstruetivist ap­
proaches to the teaehing of mathematics.


