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BUDOVANIE MATEMATICKYCH PREDSTAV
POMOCOU MANIPULACII

KATARINA A HYNEK BACHRATY

Uvod

Tento c¢lanok je pokracovanim ¢élanku Prirodzené tempo bu-
dovania matematickych predstdv (viz [1]). Oba ¢lanky nadvizuji
na prednasku autorov ,,Ru¢né prace v matematike“ zo 17.2.2012
na konferencii Dva dny s didaktikou matematiky na Pedagogickej
fakulte Karlovej Univerzity v Prahe. Chceme prezentovat a ana-
lyzovat dalsie situécie, v ktorych zvolnenie tempa prace prinieslo
zaujimavé vysledky. Podla nasho nézoru bolo v prvom rade pri-
nosom pre vzdelavanie Ziakov, dalej. nAm pomohlo potvrdit a uve-
domit si platnost viacerych didaktickych zakonitosti a postrehnit
aj niektoré nové myslienky a napady. Pri vybere situacii opisa-
nych v tomto texte aj nadalej spoloénym motivom zostava niekedy
umyselne a niekedy $tastnou ndhodou zaradena etapa manualnej
prace a experimentovania.

LEGO Technik

Manipulacia a tvoriva hra so stavebnicou LEGO podporila
priestorovi predstavivost uz u niekolkych generécii deti. My sme
si pri priprave tohto textu spomenuli na situaciu, v ktorej sa nés,
vtedy asi 4-ro¢ny syn Martin hral so stavebnicou LEGO Tech-
nik. Hracka, poskladana z LEGA bola auticko s volantom. Otéa-
Canie volantu spdsobovalo otafanie kolies. Hracka vlastne nepa-
trila Martinovi, dostal ju pod stroméek jeho otec. Mama totiz
videla, Ze kym otec nebude mat svoju vlastni stavebnicu, nepusti
vlastné deti k ich LEGU a buda navizdy odkazané byt podavaémi
kociek a obdivovatelmi jeho majstrovskych stavieb. Auticko bolo
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pod stromdéekom slavnostne poskladané a uloZené na miesto, kam
maly Martin nedosiahol.

Martin si ¢asto auticko vypytal na hranie a pozoroval, ako sa
otaCanie volantu prenasa na otacanie kolies. Neskor sa s autickom
zacCal schovavat. Tajne odpojil jednu dve kocky, pozrel sa, ako
vlastne funguje prevod z volantu na kolesa, potom kocky vratil na
miesto a auticko vratil. Postupom ¢asu bolo odpojenych kociek
viac a pomaly uz bolo rozobraté celé auto. Kocky boli naukladané
na stol v poradi, ako ich odpajal z auta. A potom, sam si nebol isty,
ako to skondi, zacal skladat auto naspit. Bol to velky stres, auto
muselo nielen vyzerat tak ako predtym, ale aj fungovat. Nakoniec
bol schopny sam, bez ndvodu, rozobrat a poskladat celé auto.

Ked sa raz auto pri utierani policky rozsypalo na jednotlivé
diely, ponikla mu mamina, aby ho poskladal sim podla navodu.
Prehlasil, Zze to nevie. A az po dvoch troch rokoch bol ochotny
zaCat skladat stavby z LEGA aj podla navodu. Skladanie podla
navodu sa neucil, zrazu ,to vedel“. A v druhej triede vedel na
poziadanie aj napisat ,navod“ na stavbu, ktord si sam vymyslel.
Najprv bol navod obrazkovy, neskér vymyslel pre diely LEGA
slovné pomenovania a cely postup zapisal slovami. Hoci nie vSetky
slova boli spisovné, podla jeho navodu sa dala postavit presne taka
stavba ako té, podla ktorej navod napisal.

Martinko sa najskér naudil rozoberat auto, potom ho skladat
a az nakoniec sa naudil skladat auto podla napisaného navodu.
Vtedy sa nam to zdalo zabavné, Ze si takto obratil poradie. Teraz
uz verime, Ze si zvolil velmi prirodzent cestu. Najskor s auti¢kom
manipuloval, aZz potom, omnoho neskér, forméalne zapisal svoj po-
stup. Koniec koncov, kolko z nas si preéita cely navod, kym zacéne
pouzivat novy spotrebic ...

Na druhej strane si spomenme, ako rozsirené, akceptované
a popularne je také vyucovanie matematiky, v ktorom ziakom po-
vieme navod a néasledne chceme, aby presne zopakovali postup.
Bez toho, aby poznali prostredie a mali zikladné skusenosti s jed-
noduchsimi situdciami, predvedieme im matematiku v celej jej
hotovej a formalnej podobe. Potom sa trapia Ziaci, kym sa naucia
predvedené postupy zopakovat, a trapia sa aj ucitelia, ked zistia,
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ze miesto poznania vznikla len jeho imitécia.

Konstrukéna geometria

Siedmaci a rysovanie

V lete 2011 sme na letnom sustredeni rieSitelov matematic-
kého koreSponden¢ného seminara SEZAM uskutoc¢nili experiment,
ktory bol v mnohom podnetny aZ prekvapujici a otvoril pred nami
nové oblasti skiimania a zaujmu. Jeho podrobnejsi popis najde ¢i-
tatel v [1]. Tu zhrnieme jeho obsah a pridame dalsie, nadvézujice
skusenosti. Aj ked pochadzaju z oblasti zaujmovej matematiky,
verime, Ze su vyuzitelné vSeobecne, teda aj v $kolskom prostredi.

V roku 2011 sme sa v sutazi SEZAM rozhodli zmenit svoj
pristup k praci so ziakmi v oblasti geometrie. Dévodov bolo via-
cero. Prvym signalom bolo, Ze niektoré popularne a osvedcené ge-
ometrické tlohy, ktoré sa v nasich zadaniach objavuji pravidelne,
sa zrazu stali pre deti z roznych doévodov tazké a nevhodné. Nepo-
uzili predpokladany geometricky aparat (napr. Thalesovu vetu),
neboli schopné zvlddnut a previazat viac etdp rieSenia, objavit
viac typov rieSeni atd. To nas viedlo k presnejSiemu uvedomeniu
si situacie vo vyucovani geometrie v Skolach. Geometria postupne
a dlhodobo stracala obltibenost a postavenie. Aj ked z hladiska fy-
logenézy je pre Ziakov druhého stupiia mimoriadne vhodnou a pri-
meranou oblastou matematiky, zda sa, Ze geometria kladie stale
silnejsi odpor voci transmisivnym, formalnym (v pripade Sloven-
ska aj ,atraktivnym elektronickym“) metédam vyudéovania. Jed-
noduchsie povedané, kauzalny, ,grécky” spdsob myslenia sa ne-
dobre znasa s predkauzalnymi, ,egyptskymi“ metédami vyucova-
nia. V rokoch 2006-2010, v ramci Skolskej reformy na slovenskych
Skolédch, doslo aj na dalsi logicky krok: redukciu zavidzného obsahu
uciva geometrie a posunutiu toho, ¢o ostalo, do vyssich ro¢nikov.
Po pravde, vzhladom na potreby a schopnosti velkej ¢asti nasich
Ziakov (a ucitelov) v tejto oblasti i8lo o jeden z rozumnejsich kro-
kov reformy (aj ked je stéle dost tych Ziakov a udéitelov, ktorych
opravnene zarmutil).

V oblasti zaujmovej matematiky nas tato zmena nezarmitila,
ale inSpirovala. Na rozdiel od napriklad kombinatoriky alebo lo-
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giky, kde sme sa vzdy mohli venovat v prvom rade propedeutike
pojmov v duchu tedrie generickych modelov (ukdzky pozri [2],
(3], TGM pozri [4], [5]), v geometrii sme dlhé roky pracovali skor
reedukacne. Hladali sme zaujimavé témy a tlohy na skutocné vy-
uzitie a pochopenie rozsiahlych, ale predcasnych az nadbyto¢nych
skolskych znalosti réznych vzorcov, viet a postupov. Na jar roku
2011 sme sa na zaklade vysSie spomenutych zmien osnov a vy-
raznej redukcie ich geometrického obsahu rozhodli aj v tejto ob-
lasti pokusit o dosledny konstruktivisticky pristup a postup ,od
zékladov“. Predpokladali sme len zakladni, z vlastnych skisenosti
ziakov vychadzajicu znalost najjednoduchsich geometrickych ob-
jektov a schopnost préace s rovnou ¢iarou a vzdialenostami, pre-
viazani na pouZivanie linedra a kruzidla. VSetko dalSie malo byt
vysledkom objavitelskej prace Ziakov.

Na letnom sustredeni naSich tispesnych riesitelov sme k tomuto
objavovaniu mali priestor §tyroch hodinovych stretnuti (s dvojd-
fiovym rozstupom) so stabilnou skupinou deti. Cas sme planovali
naplnit riesenim kaskady prevazne konstrukénych tloh zo Styroch
oblasti: praca so $tvorcom, s trojuholnikom, s kruznicou a s ob-
dlZnikom. Casovo aj vyznamovo sa nakoniec stala taziskom praca
so Stvorcom, ktorti budeme dalej popisovat. Pre tspesny priebeh
aktivity mal velky vyznam navrh vhodného (didaktického) pro-
stredia, ktoré posobilo motivacne na Ziakov a umoznilo vhodni
formulédciu pldnovanych (a neskor skutonym priebehom modifi-
kovanych) tloh. Pre jeho popis pouZijem krateny citat z [1]: Pribeh
bol o matematikoch pomdhajicich archeologom v hladani v pusti
stratengjch civilizacii. KaZdd z nich Zila v mestdch urcitého geo-
metrického tvaru. Archeoldgom sa obcéas podarilo v piesku objavit
niektoré éasti miest a zaniest ich do mapy. Od geometrov potre-
bovali, aby na zdklade tejto informdcie v mape vyznacili podorys
celého mesta. Kedze v pusti sme daleko od vymoZenosti ndsho sto-
rocia, na pricu s mapou nemdme digitdlne technologie, ale len
staroddvne rysovacie pomocky.

Pribeh bol zvoleny velmi Stastne, bol ozaj déveryhodny a pri-
rodzeny. Predstava mnoZstva horiceho piesku, ktorym by sme sa
pri zlom urceni podorysu zbytocne prehrabdvali, podvedome mo-
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tivovala deti k presnému a zodpovednému rieSeniu kazdej ulohy.
Po zvlddnuti kaZdej ilohy ndm piesoénd birka ,zotrela tabulu®,
umoznila objavenie novych zricanin a otvorila dalsi problem. Ar-
cheologickd rozprdvka v pripade potreby umoznila povolat na scénu
Indianu Jonesa, ktory niekedy odniesol pravitka s ryskou, inokedy
poZical uhlomery atd. Mohli sme tieZ pracovat s mapami puste:
kedze je pustd, vierohodne ju zastupovali cCisté papiere s niekol-
kymi vyznacenymi bodmi.

Ulohy o $tvorci boli v du- " a v
chu rozpravky motivované
patranim po mestach kmena
Kvadronov. Tie mali tvar
Stvorca, v ktorého strede bola B, s &
studna a vo vrcholoch strazne ’ '
veze. Neskor boli archeolégmi
objavené a do uloh zakompo-
nované aj brany v stredoch 5
stran a nakoniec aj sochy v, v

2

(Atény, Jupitera, Dia ...) na [ubovolnom mieste hradieb, ktoré
sa ale vzdy stavali v stredovo simernych dvojiciach. Délezité pre
pracu deti boli aj cesticky vychodené od vezi (neskor aj od bran)
ku studni. Pre Ziakov sme pripravili postupnost tloh, v ktorych
bolo vZdy potrebné na zaklade niekolkych vykopanych objektov
zrekon$truovat povodny tvar mesta, teda objavit zvysné, zatial
nevyhrabané objekty (hlavne veZe) a na zaver zakreslit pédorys
mesta. Tri skupiny tloh (veZe, bréany, veZe aj brany aj sochy) vi-
dime na obrazkoch. Deti zadania dostavali v podobe pracovnych
listov, t.j. ¢istych papierov formatu A4 alebo A3, na ktorych boli
zakreslené polohy ,,vykopanych“ bodov a na ktorych pokracovali
vo vlastnej praci.

Sada tloh o Stvorcoch mala byt népliiou prvého, hodinového
stretnutia. V skuto¢nosti nam zabrala hodiny takmer tri. Na tak-
uto zmenu ¢asového planu sme ale zvycajne pripraveni a zvyknuti
a v podmienkach mimoskolskej matematiky nie je problém prispo-
sobit sa tempu deti. Na téme navysSe pracovali zhodou okolnosti
iba ziaci 7. ro¢nika, ktori si na sistredeni najmladSou a teda aj
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matematicky najmenej skisenou skupinou.

Omnoho zasadnejSie a klicové boli zmeny v predpokladanom
priebehu a sposobe prace deti. Kaskada tloh bola pripravena tak,
ze kazda vyuzivala znalosti ziskané z rieSenia predchadzajacich
uloh. Ocakavali sme, Ze v principe Ziaci po objaveni urcitého kon-
Struk¢éného postupu budt tento vediet pouzit a pouzivat v nasle-
dujucich tulohach. Inak povedané, po zvladnuti novej ,komplika-
cie“ v zadani prevedi ilohu na niektort z predchadzajucich situa-
cii a rieSenie fahko dokonéia uz objavenym sposobom. To, ako pre-
bieha samotné objavovanie, nas zaujimalo najviac a pozorovanie
tohto procesu malo byt hlavnym prinosom experimentu. Predpo-
kladali sme, Ze vzhladom na jednoduchost prvych tloh a ich dobru
nadviznost v kaskadach budi Ziaci jednotlivé konstrukcie hlavne
,vymyslat®, pripadne si ich ur¢itym neformalnym spdsobom za-
pisovat alebo inak evidovat. KedZe vo vybave stistredeni mame aj
rysovacie pomocky, chceli sme v primeranej miere pri niektorych
tlohéach objavené konstrukéné postupy aj redlne vykonat.

Skuto¢ny priebeh prace bol Gplne odlisny. Uz pri rieSeni pr-
vej tlohy deti okamzite zacdali pracovat s rysovacimi pomockami.
K faze ,vymyslania“ a pripadného ,zapisovania postupu“ nikdy
nedoslo, Ziaci ju nepotrebovali a nedospeli k nej. Naopak mani-
puldcia s nastrojmi sa ukdzala ako Uplne zadsadnd a taziskova.
V prvych okamihoch sme sa potesili, Ze sa nAm pomocou nej vi-
zualizuje inak skryty proces a postup myslenia deti. Velmi rychlo
sa ale ukazalo, Ze tato manipulacia nie je akymsi vonkaj$im preja-
vom dusevnych pohybov, ale skuto¢nou podstatou a jadrom obja-
vitelského postupu. Napady deti sa nerodili primérne v ich hlave,
ale v podstate metéddou pokus - omyl vznikali z manipulacie s ryso-
vacimi pomdockami. Ruky deti striedavo brali a odkladali ceruzku,
pravitko, kruzidlo, prikladali a zameriavali ich na r6zne dvojice bo-
dov, postupne a vytrvalo skiimali a zamietali r6zne mozné cesty
rieSenia ulohy. Tak isto v manipulativnej podobe prebiehali aj ob-
nom ,prilozeni“ pomdcok sa tapavé pokusy zmenili na razantné
vykreslenie Ciary, obliku alebo prieseéniku. Tento postup viedol
tiez k tomu, Ze po skonceni prace a nakresleni poslednej ciary
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podorysu bolo jasné, ze uloha je vyriesend, a to spravne. Splnili
sme poziadavku archeolégov a nikto necitil potrebu vracat sa ku
konstrukcii, dokazovat jej spravnost alebo si zapisovat jej postup.
Myslime si, Ze sme tu na vlastné oci videli ilustraciu standardného
tvrdenia, Ze historicky geometria vznikla zo zememeracstva.

Ale videli sme omnoho viac. Nepotvrdil sa napriklad nas pred-
poklad spésobu rieSenia nadvizujacich tloh. Ocakavali sme, Ze
uz objavené postupy (napr. zostrojenie stredu usecky, osi usecky,
trochu zlozitejSia a tiez Casto sa opakujica konstrukcia polohy
veze pomocou zadanych dvoch s fou susednych bran) budu deti
pri dalsich Glohach bez problémov pouZivat, v pripade potreby
schopné popisat a mozno ako ,zname“ aj preskakovat pri rozbore
rieSenia zlozitejSich tloh. V skutoc¢nosti (podla [1]): Pri prvych
opakovaniach bol celyj postup objavovanyy nanovo. Pri dalich bolo
mozné postupne pozorovat najskor ndrast odhodlania, potom do-
very a napokon istoty dietata vo vlastni schopnost zopakovat tento
objav. Priebeh konstrukcie pritom stdle zostdval na objavitelskej
urovni, mierne sa len zniZoval pocet ,testovanych“ nespravnych
krokov. AZ po tomto Stddiu bolo mozZné€ pozorovat, Ze v uréitych
okamzikoch dieta namiesto objavovania spomina a niektoré casti
konstrukcie (nie celi) vykondva na zdklade urcitého pamdtového
zaznamu. Aj po mnohych opakovaniach a takmer istom zvladnuti
konstrukcie bola tato vzdy a precizne vykonand znovu.

Pre skiimanie sposobov prvotného ukladania objavenych kon-
strukcii do vedomia Ziakov a zrejme aj stimulaciu tejto schop-
nosti je dolezity aj dalsi postreh. Vo viacerych pripadoch sme
do kaskady zaradili skupinu loh, postupne sa liSiacich vzdy len
pridanim jedného ,novo vyhrabaného“ bodu. Ocakavali sme, zZe
deti pri rieSeni nadvéazujicich tloh zopakuji postup riesenia pred-
chadzajicej, pricom vo vhodnom okamihu vyuzija novy bod pre
zjednodusenie a skratenie svojho postupu. Opét citujeme [1]: Pri
prvych tlohdch deti doplneny bod ignorovali a sustredili sa na zno-
vuobjavenie pévodnej konstrukcie. V dalSom $tddiu chvilami pre-
ruSovali hladanie konstrukcie a venovali novému bodu krdtky po-
hlad, zdalo sa ale, Ze ich skor vyrusuje a prekdZa im pri praci. Po
niekolkych ilohdch doslo k dalsiemu posunu, stratila sa negativna
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emadcia a bodu boli venované krdtke chvile premyslania. Zrejme na
ich zdklade nakoniec doslo k ocakdvanému vyuZivaniu bodov pre
zjednodusenie konstrukcii. Zda sa nam, Ze takéto dopliianie zadani
umozni na zéklade reakcie dietata diagnostikovat mieru osvojenia
si povodnej konstrukcie. Druhym efektom je najskor odvadzanim
pozornosti a neskor zvazovanim moznosti vyuzitia tejto informéa-
cie, podporovat pamétovy a konceptudlny zaznam priebehu kon-

Strukcie.
(Dokonéent v dalsim cisle)
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ABSTRACT

The article is a continuation from the previous issue. It focuses
on activities which aim at building new mathematical knowledge
via manipulation and experimenting. One activity is a Logo con-
struction set which can be used for developing spatial imagery.
The main part of the article aims at geometric constructions with
constructing tools — it consists of stories which motivate pupils
to construct shapes using the knowledge of some of their pro-
perties. It is shown that the stage of constructing the shape is
indispensable and that the constructing itself is a part of the dis-
covery process. It is documented that in the teaching process, the
phase of experimenting and making hypotheses is underestimated
and unnecessarily accelerated. The third part of the article con-
cerns university students. It is shown how land surveying can be
used for motivating them for mathematics and developing their
geometric knowledge. The authors support the constructivist ap-
proaches to the teaching of mathematics.



