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DUKLADNE POROZUMENI
POJMU EKVIVALENCE

VLASTIMIL DLAB

Co v matematice znamena, ze jsou dvé tvrzeni ekvivalentni?
Zda se to byt velmi jednoduché: prvni tvrzeni plyne (logickymi
kroky) z druhého a druhé z prvniho. Presto vSak maji mnozi stu-
denti s touto ,dvojstrannou implikaci* potize. Jednou z pricin
mize byt to, ze dvé tvrzeni, z nichz prvni je ocividné obecnéjsi
nez druhé, mohou byt ekvivalentni. Tento jev je rovnéz castym
tématem diskusi mezi uciteli.

K dikladnému porozuméni vyse zminénému jevu nam mohou
pomoci tfi znadmé poznatky elementarni matematiky. Vsimnéme
si nasledujicich tfi tvrzeni, ktera oznacime T1, T2, T3.

TVRZENI T1 (Pythagorova véta). V pravouhlém trojihelniku
ABC, kde 4BCA =90°, AB=c¢, BC =a, CA=0, je

c? :a2+b2,

tj. ctverec nad preponou je souctem ctvercu nad odvésnami (viz
obr. 1).

A
{

Obr. 1
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TVRZENI T2 (Kosinovd véta). V obecném trojihelniku ABC,
kde BCA =+v, AB=c, BC =a, CA =0, je (viz obr. 2)

2 = a? + b? — 2abcos~.

Obr. 2

TVRZENI T3 (Véta o uhlopiickach rovnobézniku). V' rovno-
beézniku ADBC, kde BC = AD = g, CA = DB = b, BA = ¢
a CD =d, je (viz obr. 3)

¢ + d?® = 2(a® + b°),

tj. soucet ctvercu nad stranami rovnobézniku je roven souctu ctverci
nad jeho thloprickami (viz obr. 3).

Obr. 3
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Velmi snadno dokazeme, Ze t¥i vySe uvedena tvrzeni jsou
ekvivalentni. Ukazeme, Ze z prvniho tvrzeni vyplyva tvrzeni
druhé, z druhého tvrzeni tvrzeni tfeti a z tf¥etiho tvrzeni tvrzeni
prvni, tj. provérime sled implikaci T1 = T2 = T3 = T1.
Dukaz.

1. Druhé tvrzeni plyne z prvniho, tj. T1 = T2.

Tuto skutecnost snadno dokazeme pomoci nasledujiciho ob-
razku, kde thel ¢ BX A = 90° a kde oznac¢ime CX =z a AX =y.

A

Obr. 4

Podle tvrzeni T1, je y? = b? — z? a rovnéz y? = ¢? — (a + x)?,

a tedy ¢? = a? + b? + 2az. Ale £ = bcos(m — 7), a tedy c? = a? +
+b? —2ab cosy. Poznamenejme, Ze se ditkaz provede obdobné, je-li
thel v ostry.

2. Stejné tak snadno plyne treti tvrzeni z druhého, tj. T2 = T'3.

Ze tfetiho obrazku za pomoci druhého tvrzeni (pro trojihel-
niky ABC a DBC') dostavame vztahy

c? = a’+b*—2abcos I BCA a d* = a®+b*—2abcos A DBC.

Jelikoz ¢ BCA = 7 — < DBC, obdrzime se¢tenim piedeslych rov-
nosti vztah ¢ + d? = 2(a? + b?).
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3. Prvni tvrzeni je specidlnim pripadem tretiho, kdyz je rovno-
béznik BC AD obdélnikem o stranach a, b. Tedy T3 = T'1.

Ekvivalence tvrzeni T'1, T2, T3 je dokazana.
Poznamenejme jesté, ze tedy vSechna t¥i tvrzeni plynou z nej-

Castéji uzivaného diikazu Pythagorovy véty, ktery je zachycen na
obrazku 5.

Zatimco Pythagorova véta, resp. kosinova véta jsou obsazeny
v ucivu zakladni, resp. stfedni skoly, véta o rovnobézniku je zcela
opomijena. Je to $koda, nebot pro zaky zakladni skoly by toto tvr-
zeni mohlo byt zajimavé a motivujici. Jednak proto, ze je jakousi
modifikaci Pythagorovy véty, jednak proto, ze je s ni ekvivalentni.
Jeji formulace pritom nevyzaduje pojem thlu ani goniometrické
funkce. Viele proto doporucuji, aby byla zaktim na zakladni skole
véta o rovnobézniku v souvislosti s Pythagorovou vétou uvadéna
(formou cviceni), a to alespon jako jeji disledek, kdyz uz ne jako
ekvivalentni tvrzeni.

Na stfedni skole by méla byt kosinova véta chapana jako zo-
becnéni véty Pythagorovy; pro studenty by mélo byt motivujicim
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zjisténim, zZe jsou tyto dvé véty pritom ekvivalentni. Pravé tako-
vato, na prvni pohled prekvapiva zjisténi, vedou k dikladnemu
porozuméni elementarni matematice.
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