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GEOMETRIE A POCITAC (3)
aneb
NEBOJTE SE CABRI

LENKA CECHOVA

V minulém ¢isle jsme zminili nastroje, pomoci kterych je moZno
v Cabri Géometre (déle jen Cabri)! efektivné generovat mnoZiny
bodi danych vlastnosti. V tomto &isle se témto nastrojim budeme
vénovat podrobnéji. UkaZeme si, Ze s jejich pomoci l1ze generovat
nejen mnoziny bodi, ale i mnoZiny jinych geometrickych objekti.

Cast 3. MnoZiny geometrickjch objektt

3.1. MnozZiny bodi danych vlastnosti

Radu geometrickjch objektd lze vytvofit jako mnoZinu bodi ur-
¢itych vlastnosti. Asi nejjednodus$im pfipadem je kruZnice k se
stfedem S a polomérem r — mnoZina vSech bodl v roviné ma-
jicich od pevného bodu S konstantni vzdalenost . K vytvofeni
této mnoZiny bodl standardné pouZivime v geometrii kruZzitko.
V této Casti ukdzeme, jak pomoci Cabri konstruovat nékteré slo-
Zit€j$i mnoZiny bod.

Piiklad 7: Je dana kruZnice k se stfedem S a vné této
kruznice bod B. Sestrojte mnozinu viech stfedu O tsedek
AB, jejichz krajni bod A lezi na kruZnici k.

Nechte nejdfive studenty udélat naértek na papir a odhadnout,
co bude tvofit mnoZina vSech stiedi usedek AB. Potom teprve
pouzijte Cabri.

Informace o tomto vyukovém programu v&etné odkazu na volné ifitelnou
demoverzi lze najit napf. na
http://www.math.muni.cz/ mlc/geom/cabri.html
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Pomoci ikony KruZnice B3 sestrojte kruznici k se stfedem S a
vné této kruznice bod B. Aktivujte ikonu Usecka B2 a sestrojte
GseCku AB s krajnim bodem A na kruZnici k a krajnim bodem B
v daném bodé B. Zvolte nastroj Stred isecky C1 a kliknéte mysi na
usecku AB. Stfed uselky oznacte O. Vygenerujte mnoZinu vsech
takovych stfedi O: zvolte MnoZina objektu C1, kliknéte nejdfive
na bod O, potom na bod A. pokud jste postupovali spravné, vy-
tvorila se kruznice prochazejici bodem O. Oznacdte ji m. Nyni mi-
zete pohybovat bodem B po kreslici ploSe, popf. ménit polomér
kruZnice k a sledovat, jak se bude ménit vygenerovana mnoZina
bod.

Vykreslovani vSech stfedli Useek AB lze provést také po-
stupné. Smazte vygenerovanou kruznici m. Aktivujte ikonu Stopa
ano/ne E1 a kliknéte mysi na bod O. Zvolte Pohyb objektu E1,
stisknéte my$ u bodu A a se stla¢enou mysi natdhnéte u bodu A
malou pruzinu (viz pfiklad 6). Pohyb lze zastavit kldvesou Esc.
(Poznamka: Na rozdil mnoziny bodi vykreslené pomoci ikony
MnoZina objekti C1 se takto vykreslend mnoZina bodid nezachova
pri uloZeni a opétovném otevieni souboru ani pfi pohybech s kres-
lici plochou apod.)

Priklad 8: Je dana kruZnice h se stfedem H a uvnitf této
kruZnice bod F (F & H). Sestrojte mnoZinu stfedu vSech
kruznic, které se dotykaji kruZznice h a prochazeji bodem
F.

Sestrojte kruZnici h se stfedem H a uvnitf této kruznice bod F.
Sestrojte stfed jedné kruZnici k, kterad prochazi bodem F a dotyka
se kruZnice h v libovolném bodé€ T'. Zvolte bod T na kruZnici A.
Stfed S hledané kruZnice k bude leZet na tUseéce HT a na ose
Gse¢ky FT. Aktivujte ikonu Usecka B2 a sestrojte tsecky HT,
FT'. Zvolte nastroj Stred usecky C1 a kliknéte mysi na tsecku FT'.
Sestrojte prisecik osy useCky FT s tseCkou HT (napf. pomoci
ikony Priuseciky B1) a oznaéte ho S. Sestrojte kruZnici k se stfe-
dem S a polomérem ST. Vygenerujte mnoZinu vSech takovych
stfedd S: zvolte MnoZina objekti C1, kliknéte nejdfive na bod S,
potom na bod T'. Pokud jste postupovali spravné, byla vytvofena
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Obrézek 3.1 Obrazek 3.2

elipsa s ohnisky v bodech H a F (viz obréazek 3.1). Pomoci né-
stroje MnoZina objekti C1 lze do obrazku dokreslit také mnoZinu
kruznic k — nejdfive kliknéte mysi na kruznici, potom na bod T
(viz obrazek 3.2). Obdobné jako v pfedchozim pfikladé lze vykres-
lovéani vSech stfedl S i kruZnic k provést také postupné.

Zadani Glohy lze pozménit tak, Ze misto bodu F bude déna
kruznice f leZici uvnitf kruznice h a budete hledat mnozZinu vsech
stfedl kruznic k dotykajicich se kruznic h a f.

Poznamka: Pocet objektii, které se vykresli pfi pouZiti nastroje
MnoZina objekti, miZete nastavit. V dialogovém okné Nastavit /
Nastavit prostredi zvolte MnoZiny a nastavte vasi volbu.

3.2. Obalky rovinnych kiivek

Budeme uvaZovat jedno parametrickou soustavu kfivek v roviné
a studovat jeji obalku. Pfedpokladejme, Ze kazda kfivka v roviné
je pro dany parametr ¢ € R zadana rovnici

F(x,y,t) =0, (1)

kde ka?d4 funkce F(z,y,t) je definovand pro viechna (z,y) € R?
at € R aje tfidy C" pro dostateéné velké r (tj. existuje prvni aZ
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r-t4 derivace, kde 7 je dostateéné velké). K¥ivku K, kterd se dotyka

vSech kfivek soustavy (1), nazyvame obdlkou soustavy kiivek (1).
Napf¥. kruznice h na obréazku 3.2 je obalkou vSech kruznic k,

které maji stfed na elipse. Zformulujme nyni definici preciznéji:

Kvivku K s parametrickym vyjddienim f(t), nazyvdme obdlkou
soustavy ktivek (1), jestlize md v bodé f(to) styk 1. 7ddu s kFivkou
F(z,y,to) pro vdechna to € I.

To znamenad, Ze pokud vyloudenim parametru t ze soustavy
oF
F(.’II,’y,t) =0, E(xay,t) =0 (2)

obdrZime rovnici

G(z,y) =0, (3)

kterd je implicitnim vyjddfenim néjaké kfivky X, pak je tato
kfivka hledanou obalkou.?

Vyzkousejte: Zobrazte osy — Zobrazit osy (E2). Aktivujte ikonu
KruZnice B3 a sestrojte kruZnici k se stfedem S na ose z a libo-
volnym polomérem r. Nyni vygenerujte mnoZinu vSech takovych
kruZnic o poloméru r, které maji stfed na ose z. Zvolte nastroj
MmnoZina objektd C1, kliknéte mySi nejdfive na kruZnici a potom
na jeji stied.

Snadno vypocdteme obalku soustavy kruZnic konstantniho po-
loméru r, které maji stfed na ose z.. Vyjadiime soustavu (1).
V8echny kruZnice se stfedem na ose z, tj. S = [t,0], a polomérem
r budou vyjaddieny soustavou rovnic

(x—t)2+y*-r?=0. (4)
Uréime aa—f(x, y,t) = 0, tj. derivaci (4) podle ¢t obdrZime

2(z —t) = 0. (5)

2Podrobnéjsi teoreticky vyklad k pojmu obdlka soustavy k¥ivek viz napf.
Doupovec, Miroslav, Diferencidini geometrie a tenzorovy poéet, PC-DIR Real,
Brno, 1999 (skriptum VUT Brno).
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Z rovnic (4), (5) snadno vylou¢ime parametr ¢t a dostdvame dvé
pfimky
y = *xr.

Nyni tuto obalku vytvofime pomoci nastroji Cabri. Zobrazte
osy — Zobrazit osy (E2). Aktivujte ikonu Kruznice B3 a se-

strojte kruznici k se stfedem 1

S na ose z (nikoliv ovSem
v pocétku!) a libovolnym po-
lomérem 7. Nyni vygenerujte ‘e 'A""“ eeee‘,"
mnoZinu v8ech takovych kruz- *
nic o poloméru r, které maji <> V‘YQYQ'QVQ“" 2628 ""‘
stfed na ose x. Zvolte néstroj |

MnoZina objekti C1, kliknéte ’

mys$i nejdfive na kruZnici a potom na jeji stfed (viz obréazek 3.3).
(Cast4 chyba: Pokud jste pfi zad4dvani poloméru r kruznice k zvo-
lili jako koncovy bod poloméru ten bod kruZnice, ktery leZi na ose
z, bude vygenerovana jind mnoZina kruZnic, neZz je poZadovano
v zadani. Jaka?)

5 ' 2o "" ''''

Poznamka: Z rovnic (2) ale nelze eliminovat parametr ¢ ve vSech
pripadech. Nap¥. rovnice z2 + y?2 —t = 0, kde ¢t > 0, predsta-
vuji jedno parametrickou soustavu soustfednych kruznic, které
evidentné nemaji obalku. Skuteéné také pfislusnd soustava (2)
nema3 feSeni.

Piiklad 9: Je ddna kruZnice h se stfedem H = [0,0] a
polomérem s. Uréete obalku soustavy vsSech kruznic k,
které maji stfed S na kruZnici h a konstantni polomér

r <s.

Zobrazte kruznici h se stfedem H = [0, 0] a polomérem s. Sestrojte
jednu kruZnici k se stfedem S a polomérem r. Nyni vygenerujte
mnozinu vSech takovych kruznic o poloméru r, které maji stfed na
ose x. Zvolte nastroj MnoZina objektu C1, kliknéte mysi nejdrive
na kruznici a potom na jeji stied. (viz obrézek 3.4)
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Ve vysledném obrazku ménte polomér kruznice k£ a sledujte
obalku.

Obélku kruZnic k mizZete také vyjadrit rovnicemi. UkaZeme
jeden z moznych postupi feseni.

Snadno lze vyjadfit soustavu (1). Necht mé kruZnice h para-
metrické vyjadieni

x =scost, y=ssint.

Potom vSechny kruzZnice se stfedem na kruznici h a polomérem r
budou vyjadieny soustavou rovnic

(z — scost)? + (y — ssint)? —r?2 =0, (6)
coz lze upravit na tvar
z? +y? — 2s(zcost + ysint)? + s —r? = 0. (7)
Derivaci (7) podle ¢t dostaneme
2s(xsint — ycost) = 0. (8)
Upravou a umocné&nim rovnic (7), (8) obdrzime soustavu

(22 + y? + s% — 12)?
452

= (zcost + ysint)?, 9)
0 = (zsint — ysint)?. (10)

Po umocnéni levych stran a selteni rovnic (9), (10) vyloudime
parametr t a dostavame

(2% + y? + 5% — r?)? = 4s%(2® + ?). (11)

Zavedenim substituce 22 +y? = z prevedeme (11) na kvadratickou
rovnici
22 —2(s2 +1r%)z+ (s —r?)? =0.

Jejim FeSenim obdrZime z; o = s? + r? & 2rs.
Po dosazeni z; 2 = 22 + y? je zfejmé, Ze se jedna o rovnice dvou
kruznic z obrazku 3.5

ki: 22 +y =(s+7)% ky: 22 +9y2 =(s—1)%
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Obrazek 3.4 Obrazek 3.5

Poznamka: Na obrazku 3.5 byl pfed vygenerovanim kruZnic na-
staven pocet objekt v dialogovém okné Nastavit / Nastavit pro-
stredi / MnoZiny z pivodnich padesati na dvacet (viz poznamka
za prikladem 8). KruZnice k1, k2 tvofici obalku byly sestrojeny
pomoci nastroji Vzddlenost a délka D2, Vypoéty D2 (vypocet po-
lomérd s + r, s — r), Nanést délku a délku C1 a Kruznice B3.

Piiklad 10: Je dana kruZnice h se stfedem H = [0,0] a
polomérem s. Urcdete obalku soustavy kruzZnic k, které
maji stfed S na kruZnici h a prochazeji bodem O = [s, 0].

Zobrazte osy a kruZnici h se sttedem H = [0,0] a polomérem
s. Aktivujte ikonu Pruseciky Bl a sestrojte priseciky kruznice h
s osou z. Pomoci nastroje Ndzvy E1 oznalte priselik o soufad-
nicich [s, 0] jako bod O. Sestrojte jednu kruZnici k se stfedem S
na kruznici h prochéazeji bodem O. Obdobné jako v predeslém
piikladé nyni pomoci nastroje MnozZina objektd C1 vygenerujte
mnozZinu v8ech takovych kruZnic k (viz obréazek 3.6). Srovnej s pfe-
deslym prikladem.

Na rozdil od pfikladu 9 jsou kruZnice k ,uvazany“ do pevného
bodu O, tj. polomér r kruznice k se méni v zavislosti na pohybu
jejiho stfedu. Analogicky jako v pfedchozim pfikladé uvaZujme
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Obrazek 3.6 Obrazek 3.7

parametrické vyjadfeni kruznice h ve tvaru.
Tz =scost, y=ssint.

Potom pomoci kosinovy véty pro trojihelnik HOS vyjadfime po-
lomér r jako funkci ¢

r? = 25%(1 — cost)

a vSechny kruZnice se stfedem na kruznici h prochazejici bodem
O budou vyjadfeny soustavou rovnic

(x — scost)? + (y — ssint)? —r? = 25%(1 —cost) =0. (12)
Obdobnym postupem jako v prikladé 9 lze obdrzet rovnici

(x? +y? — 5%)? — 4s%[(z — 5)® +y?] = 0. (13)

Kfivka K o rovnici (13), které byla vytvofena jako obalka kruz-
nic k se nazyva kardioda. Kardioda patfi mezi tzv. cyklické krivky,
specialné epicykloidy. Epicykloidy jsou kfivky, které opisuje bod
pevné spjaty s kruzZnici, kterd se kotali po vnéjsim obvodu jiné
kruznice. Aby vznikla specidlné kardioda, musi mit obé kruzZnice
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— pevné i kotélejici se — stejny polomér (viz obrazek 3.7). Cyklic-
kym kfivkdm se budeme vénovat v pfistim disle.

Mgr. Lenka Cechovd

Katedra matematiky PrF MU
Janackovo nam. 2a, 662 95 Brno
e-mail: mlc@math.muni.cz

Binomicka véta
EMiIL CALDA

Setkal jsem se jednou vecer
pred domem

se svym starym dobrym znamym
binomem.

Prohodili jsme spolu par
binomickych vét,

jak se ndm od doby mladi
znac¢né zménil svét,

7e uz dneska Zensky nejsou,
co bejvaly dfiv,

a ze bude nejlip zajit

nékam na par piv.

Na ten veer vzpomindm pln
dojeti,

jak jsme se tam umocnili

na tfeti!



