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75 — ALEBO HRY S CISLAMI!

JAROSLAVA BRINCKOVA

Uvod

Podla stcasne platnych uéebnych osnov ZS na Slovensku sa uz
ziaci 1. stupnia ZS oboznamia s rozvinutym zapisom ¢isla v desiat-
kovej Ciselnej sustave. Iné Ciselné sustavy sa len motivacne spo-
menu v piatom ro¢niku pri preberani Operdcit s uhlami. V Siestom
ro¢niku v ramci tematického celku Delitelnost prirodzenych c¢isel
vedieme Ziakov k hlbSiemu pohladu do $truktiry desiatkovej ¢isel-
nej sustavy. S informéciou o existencii dvojkovej ¢iselnej sustavy
sa stretavaju pri oboznamovani sa s vyuzitiin vypoctovej tech-
niky [2]. V ramci volitelnych tematickych celkov na osemro¢nom
gymnaziu sa mozu ziaci kvarty stretnit aj s operaciami v dvojko-
vej a trojkovej Ciselnej sustave. [3] Tato téma poskytuje cely rad
velmi peknych motivaénych tiloh, ktoré wmoziuji zvysit zaujem
o $tudium matematiky.

Motivacia v priprave uditelov na pracu s talen-
tami na ZS

Ako je z dejin aritmetiky zndme, poskytovali sa Ziakom pre
obd¢erstvenie ducha zabavné priklady, v ktorych bud rieSenie svo-
jim ostrovtipom alebo vysledok svojim peknym stvarnenim cel-
kom prekvapoval. Zo starSich zdznamov je znamy komentar Al-
Kalasadiho k aritmetickému spisu ,,Talkhys“ od marokanskeho
matematika Ibn Albana z prvej polovice XIII. storocia [1]. Uvadza
sa v nom:

1 x1 = 1
11 x11 = 121
111 x111 = 12321
1111 x1111 = 1234321
11111 x11111=123454321

!Prace je vénovana prof. Milanu Komanovi k 75. narozeninam
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Podobne moZno napisat

11x11 = 1 2 2 1
111x111 = 12 3 3 3 21
1111 x1111 = 1234 4 4 4321

11111 x111111111=12345 5 5 5 54321

Tiez nasobenie deviatkou pontka zaujimavé vysledky. Napri-
klad:

9 x 0 +1 =1
9 x 1 +2 =11
9x12 +3 =111
9x123 +4 =1111
9x1234 +5 =11111
9x12345 +6 =111111
9%x123456 +7 =1111111
9%x1234567 +8 =11111111
9x12345678 +9 =111111111
9%x123456789 +10=1111111111
Alebo podobny pripad:

9x9 +7=88

9%x 98 +6 =8 88

9x 987 +5=8888

9x 9876 +4=88888

9x 98765 +3 =888888

9x 987654 +2=8888888

9x9876543 +1=88888888

O9%x 98765432 +0=888888888

Dalsi zaujimavy ndmet pre osmicku:
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8 x 1 +1=9

8§ x 12 +2=98

8 x123 +3 =987

8 x1234 +4=9876

8 x12345 +5=987635
8x123456 +6 =987654

8 x1234567 +7=9876543
8x12345678 +8=98765432
8x12345678 9 +9=987654321

O mmnoho zaujimavejsie st potom podobné vlastnosti, ak neza-
visia na urcitej ¢iselnej ststave. Pravom preto patria do pripravy
ucitelov matematiky ako motivacia pre vyklad tedrie ¢isel. Pre de-
kadick ststavu vyslovil E. Lucas v spise Théorie des nombres [1]
nasledujicu vetu:

Ak obsahuje n ¢islicova stustava n ¢islic
C0yCly C2 €3y Cly v+ » 5 C—=95Cri—1 4
tak, ze ak pouzijeme nase Cislice, tu plati
co = (),C]_ = 1,C‘2 = 2,(_23 =3,
potom pri nasobeni vSeobecne plati
(7’1. — 2) X (Cl GO - s Ck-,) + L = Cp-1Cn—2Cn—3 ...CL+1Ck
Z predchadzajuceho je zrejmé, ze tato veta v desiatkovej stistave,

teda pre n = 10 plati.
Pre dvojkovi ststavu z nej potom vyplyva

0 x1 +1 =1

pre trogjkovu stustavu podobne

1 x1 +1 =2
1 x12 +2 =

I
[\]
-t
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pre Stvorkovi sustavu

2 x 1 +1 =3
2x12 +2 =3 2

v pitkovej (pentadickej) sustave plati

Ix1 +1=4
3x12 +2=43
3x123 +3=432
3x123 4 +4=4321

pre hexadickid (8estkovil) stistavu bude platit
4 x1 +1 =35
4 x12 +2 =54
4 x123 +3 =543
4 x1234 +4 =543 2
4 x12345 +5=54321

V s$trndstéiselnej sustave, obsahujtcej éislice 0,1,2,3,4,5,6,
9,4, B,C, D by teda platilo
Bx12345 +45=DCBAY
Bx123456+7=DC B A987 atd.

7,8

Pozrime sa na vlastnosti ¢isel v ststave, ktord ma parny pocet
¢islic. Mozeme ju vyjadrit nasledovne: ¢g, ¢y, ¢, ¢3,Cqy ..., Con—2,
Con—-1, kdecg=0,¢c1=1,c0=2, ....

Ak od cisla zapisancho zostupne ¢islicami ¢on—1,C21—2, - - - 5 C4,
c3, Co, c1 okrem cislice ¢q, odcéitame cislo ¢y, ¢o, ¢3, C4, ..., Con—_2,
Con—1 Mapisané v opacnom poradi, teda vzostupne, rozdielom bude
¢islo, v ktorom sa nachadzaji opdt vsetky cislice, ale v inom poradi

Con-1C2n-2,...,04,€3,C2,C1

- C1,C2,C3,C4y...,C20p—-2,C2n—1

Con—2,Con—4y+-+,C4,C1,C2n—1,C2n—3,C2n—5,...,C3,C2

Na zaklade uvedeného plati:
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Stvorkova Sestkova osmickova desiatkova

321 54321 7654321 987654321

—123 —12345 —1234567] —123456789

132 41532 6417532 864197532

V desiatkovej suistave kazdy lahko poznd priamo

987654321
— 123456789
864197532

Ak vyjadrime prislusné c¢isla algebraicky, lahko méZeme odo-
vodnit tito vlastnost rozdielu.

Praca so ziakmi osemro¢ného gymnazia

Osemroéné gymnazium v Zitné ulici v Prahe malo uz v roku
1896 v u¢ebnom plane piateho ro¢nika In€ c¢iselné sustavy, pricom
vzdelavaci obsah bol porovnatelny s pripravou uéitelov matema-
tiky pre 1. stupen ZS. K podnetnym matematickym cvic¢eniam
mysle Studentov gymnadzia patrila aj nasledujica uloha:

Uloha ¢. 1
Kolkokrit mozno vyjadrit saéin

((1,2+b2)'((}2+d2+82)'(f2+f]2+/l2+k2)

ako stcet Styroch §tvorcov A% + B% + C? + D??
RieSenie ulohy vychadza z nasledujicej uvahy:

(a® +b%) - (¢* + d*) = (ac + bd)? + (ad — bc)?
ale aj
(a®* +b%) - (*+d°) = (ac — bd)? + (ad + be)?
V désledku uvedeného mozeme stcin (a2 + b2) . (c2 +d? + 62)
previest Sestkrat na stdet $tyroch Stvorcov a? + % + 72 + 82

Suéin (o + 02 + 72 + 62)-(f* + g% + h? + k?) mozeme deviitkrat
previest na sicet Styroch Stvorcov.
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Preto stéin (a? +b2) - (2 +d? + €2) - (f* + ¢* + h? + k) mo-
zeme previest na stucet Styroch stvorcov A%+ B?%+4C? + D? najviac
54 krat.

Pri zvlastnych hodnotach veda niektoré rozklady k totoZnym
vysledkom. Napriklad pre suc¢in

(12+2%) - (32 +4°+5%) - (6°+7° + 82 +9?)

mozeme napisat 44 réznych vysledkov. Dvadsat z nich uvadzame:

1802 + 1102 + 1062 + 422 1552 4+ 1352 + 1052 + 652
1752 + 1052 + 912 + 872 1502 + 1502 + 1102 + 202
1732 4 1292 4 972 + 872 1502 + 1502 + 1002 + 502
1712 + 1252 4 1032 4 452 1502 + 1302 + 100% + 902
1712 + 1232 4 832 + 792 1482 + 1342 4 1262 + 42°
1652 + 1352 + 952 + 552 1452 + 1352 + 1052 + 852
1652 + 1252 4 952 + 752 1432 4+ 1412 4 1292 + 232
1642 + 110?% + 1022 + 907 1432 + 1312 4 1232 + 692
1572 + 1412 4 1072 + 392 1422 + 1382 4 1242 + 542
1562 + 1382 4 862 + 822 1412 4 1412 4- 1332 + 72

Pre st¢in (12 + 22 + 32 + 42) - (52 + 62 + 72) - (82 + 9?) je zna-
mych 36 sticétov Stvoric stvorcov. Napriklad:

3912 + 3132 + 4072 + 2492 52 + 852 + 3752 + 5752
2002 + 2702 + 3402 + 5002 1002 + 2002 4 210% + 6202
1492 4 1512 4 2132 4+ 6237 1352 + 2352 + 4452 + 4552

Overte svoj ostrovtip pri hladani ostatnych rieseni. Uvedena
tiloha ndm pomohla preklenit bariéru niektorych posluchacok, ab-
solventiek dievéenskych odbornych $kol, v priprave uéitelov ma-
tematiky pre 2. stupeti ZS hlavne pri precvi¢ovani operécii s alge-
braickymi vyrazini.

Zaver

Ulohy matematickej olympiady poskytuji $tudentom v 3. rod-
niku §tudia ucitelstva matematiky pre ZS priestor pre hladanie
a prezentaciu rieSeni adiénych a multiplikaénych Gloh, v ktorych
vysledok alebo postup je Ziakov ZS prekvapivy. Tym obohacujt
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didaktické vedomosti budicich ucitelov matematiky. Spojenie po-
znatkov z psycholégie, pedagogiky a matematiky dava priestor
pre vznik netradi¢nych tloh v ktorych sa rozvija poznanie ucitela.
Napriklad v ¢iselnych rodinkach s ktorymi jubilant pracoval pri
tvorbe uéebnych materidlov pre ZS. Pretransformovali sme jeho
namety do vyucCovania takto:

Uloha ¢&. 2: Vyjadrite 75 ako siudet dvoch (troch, styroch, ... )
roznych prvocisel a charakterizujte zaujmy osobnosti podla veku
priradeného s¢itancami. Dopliite chybajuce rieSenia a charakteris-
tiky.

5 =p+n=2+73...pravnuk a pradedo

D=p+p+n=2+2+4+T1... dvaja pravnuci a pradedo
S=n+n+n=13+19+43... ucitel a dvaja gymnazisti
W=p+n+n+n=24+3+54+67=24+7+13+53=...

B=p+n+n+n=2+3423+47 = ... babitka + dcéra a jej
dve deti ...

HB=p+n+n+n=24+134+194+41=2+194+23+31=2+...
B=p+p+p+p+n=2+24+2+24+67=
H=p+p+n+n+n=24+2+17+23+31 =
=n+n+n+n+n=5+11+13+17+29

Myslienka motivovania ku skimaniu v matematike pomocou
prvociselnych rodin a skupin priatelov sa v préaci $tudentov aj
pocas ich stvislej praxe osved¢ila. Zelame preto prof. Milanovi

Komanovi, aby ho vela prvoéiselnych skupin priatelov nasledovalo
v skiimani v matematike.
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