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PŘíMKA, KTEROU I-ILEDÁTE (3)

LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

V předchozím článku [2, Věta 1] jsme ukázali, že přímka o rov
nici y == kx + q je minimální přímkou bodů

právě když k a q jsou řešením soustavy

Ak+nq = B

Ck+Aq = D ,

kde

A := al + a2 + + a n , B :== bl + b2 + ... + bn ,

C :== ai + a~ + + a;, D :== alb l + a2b2 + ... + anbn ,

Tento výsledek jsme vyvodili za předpokladu, že

(1)

n > 2 (2)

a že
alespoň dvě z čísel al, a2,' .. , an se sobě nerovnají. (3)
Právě uvedený poznatek nyní doplníme.

Věta 1. Při předpokladech (2) a (3) má soustava (1) právě jedno
řešení

k = nD - AB & q = BC - AD .
nC - A2 ne - A2

(4)

Důkaz: První rovnici soustavy (1) vynásobme číslem - A , druhou
číslem n a oba vztahy sečtěme. Potom první rovnici vynásobme
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číslem G a druhou číslem - A a získané sečtěme. Pro pohodlí čte

náře uveďme obvyklý odpovídající zápis těchto úprav:

Ak +nq = B

Gk+Aq = D

Získáváme tak nejprve

I· (-A)

I·n
I·G
I · (-A)

k(nG - A 2
) = nD - AB

a pak také
q(nG - A2

) = BG - AD.

Vzhledem k tomu, že nG - A2 i- O podle [1, Věta 1], dost áváme
pro k a q udané výrazy. Dosazením se snadno přesvědčíme, že
splňují soustavu (1). O

Právě uvedený poznatek nyní doplníme.

Věta 2. Při předpokladech (2) a (3) pro libovolně zadané body
[al, bl], [a2, b2], ... , ran, bn] existuje právě jedna jejich minimální
přímka.

Důkaz: Platnost výroku věty 2 je bezprostřednímdůsledkem [1,
Věta 1] a věty 1. O

Burke a Hodgson [3, str. 103] nazývají centroidem bodů [al , bl],
[a2' b2], ... , ran, bn ] bod [a, bl, kde

Ci := al + a2 + ... + an = A & b:= bl + b2 + ...+ bn = B.
n n n n

Ve zmíněném článku ukazují , že centroid leží na minimální přímce.

Pro tento výsledek uvedeme velmi krátký alternativní důkaz.

Nadto přirozeným způsobem zavedeme tzv. přidružený centroid
[a, bl, a to takto: Je-li A = O, definujeme

G - B D
a:=-,b:=-+-.

n n n

Je-li A i- O, definujeme

G - D
a:= A,b:= A'
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Věta 3. Při předpokladech (2) a (3) leží centroid i přidružený

centroid na minimální přímce bodů [al' bll, [a2' b2l, . o. , ran, bn].

Důkaz: Podle (1) je ~ = k~ +q, což říká, že centroid [~, ~] leží
na minimální přímce Pmino

Je-li A -# O, plyne z (1), že ~ = k~ + q, odkud vidíme že
řd v, t od [c D] 1 ",pr ruzeny cen roi A' A ezi na Prnin o

Je-liA=O,jedle(l)q= ~ ak= g.Toříká,žey=gx+~
je rovnicí minimální přímky. Přitom

D C B B D-0-+-=-+-
Cnn n n

ukazuje, že přidružený centroid [C, B + D] leží na Pmin o D
n n n

Věta 4. Při předpokladech (2) a (3) jsou při zadaných bodech
[al' bll, [a2' b2], . o. , ran, bn] centroid a přidružený centroid dva
různé body určující jednoznačně minimální přímku.,

Důkaz: Je-li A = 0, je centroidem bod [0,b] a přidruženým cent
roidem bod [~, ~ + ~] a podle [2, (5)] je C -# o.

Předpokládejme nyní, že A -# o. Kdyby [Ci, b] = [li, bl, bylo by

A _ _ C
--a-a-
TL - - - A

a měli bychom A 2 = nC, což je spor s [1, Věta 1]. o
Věta 5. Při předpokladech (2) a (3) pro řešení k a q soustavy (1)
platí

a

k

n
L: bi(ai - li)
i=l

n

L:(ai - li)
i=l

(5)

(6)
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Důkaz: Uvažme, že

n n n n

L(ai - a)2 = La; - 2aL á, + a2L l =
i =l i = l i = l i = l

A2 A2 A2
= C - 2- + - .n = C - -

n n 2 n

a že

Vzorec (5) nyní plyne z toho, že podle (4)

D - AB
k - n

- 2 •
C-A-

n
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Podobně usoudíme, že pravá strana vzorce (6) se podle (4) rovná

BC- AD BC -AD
n n _ _ q
C - A2 - nC - A2 - .

n

D
Poznámka. Protože minimální přímka Prnin prochází podle věty 3
centroidem [a, bl, lze její rovnici s užitím vzorce (5) psát ve tvaru

n

L:: b·i(ai - a)
y -b=k(x -a) =i=n1 (x -a),

L:: (ai- a)2
i= l

což se shoduje se vzorcem Burkeho a Dodgsona [3, s. 107].

Doplňme na závěr numerický příklad z úvodu článku [1] . Ve
zmíněném příkladu je

A = 25 B = 19 C = 109 D = 71 a n = 7., , ,

Pro cent ro id proto nacházíme

_ - A B 25 19 .
A := [a, b] = [-, -] = [-, -7 ] = [3,57; 2, 71]

n n 7
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a pro přidružený centroid dostáváme

- - C D 109 71
A := [a,b] = [A' A] = [25' 25] . [4,36;2,84].

Minimální přímku Pmin Z [1, obr. 2] bychom tedy mohli určit

jako spojnici centroidu A s přidruženým centroidem .tl s kontrol
ním bodem Q := [O, q] . [O; 2,14] (srovn. připojený obr. 1).

4 • •
Pmin

1 •

1 2 3

Obr. 1

4 5 6

Poznamenejme, že k vyhledávání minimální přímky lze s vý
hodou užít pomoci tzv. vědeckých kalkulaček.
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