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VYUZITI PROGRAMU QEPCAD PRI
RESENI STREDOSKOLSKYCH ULOH
OBSAHUJICICH PARAMETRY

JAROSLAV HORA, PAVEL PECH

Cilem tohoto textu je predlozit zcela netradi¢ni pohled na fe-
Seni jednodus$ich rovnic a nerovnic s parametry ¢i jejich soustav.
V dnesni poditacové éfe nepiekvapi, Ze pfi feSeni téchto problémi
miizeme mit vykonného radce ¢i kontrolora nasich vysledkl. Lze
jej ziskat zdarma z Internetu a v daném pfipadé mame na mysli
poditacovy program QEPCAD. Nas pfistup bude zcela prakti-
cistni: poskytneme informace o instalaci programu a ukazky vy-
sledkt jeho prace. Tim se zdjemclim usnadni moZnost pro expe-
rimentovani s timto programem. Teoretické otazky typu ,Jak to
funguje? Jaky algoritmus to vyuziva?“ nebudeme na tomto misté
resit — jde o zalezitosti, které by si vyZadaly samostatny text.

Program QEPCAD byl vytvofen Hoon Hongem, ale k jeho zdo-
konaleni pfispélo i nékolik dalSich badateli véetné doc. R. Lisky
z FJFI CVUT Praha. Zasluhou prof. Christophera W. Browna na-
lezne zajemce bohatou dokumentaci o tomto programu na adrese
http://www. cs.usna.edu/~qepcad/B/QEPCAD.html.

QEPCAD bude snadno dostupny tém, ktefi pracuji s operac-
nim systémem Linux. I tento operac¢ni systém lze ziskat zdarma
z Internetu a je velice stabilni a spolehlivy. Nicméné vétsi cast
pfipadnych zajemci o QEPCAD zfejmé pracuje pod Windows.
V tomto pfipadé lze vyhradit ¢ast prostoru na pevném disku va-
seho poditace pro Linux a ziskat tak moZnost pracovat s obéma
operac¢nimi systémy. Takovéto nainstalovani Linuxu je ovéem kom-
plikovana prace, se kterou by mél pomoci nékdo zkuseny.

Na internetovské strance nazvané Downloading and Installing
QEPCAD ziskdame navod, jak udinit zminény program ,,provozu-
schopnym“ pod Linuxem. Pak jiz miZeme zalit s testovanim.
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Program QEPCAD umoziiuje najit k dané formuli obsahujici
kvantifikatory ekvivalentni otevienou formuli. MiiZeme tedy kupf.
ziskat ,pocitacovy“ diikaz nasledujici velice dobfe znamé véty.

Véta: Normovana kvadraticka rovnice z2 + pr + ¢ = 0 ma
realny kofen pravé tehdy, kdyz p? — 4q > 0.

Tedy formalné zapsano:

(3z) [:z:2+pa:}+q=0] =S p2—4q20.

O programu QEPCAD miiZeme ziskat mnoho dalsich infor-
maci, kupf. o zaddvani formuli z webovské strainky QEPCAD -
Entering Formulas. Snad ale budou k uzitku i nasledujici komen-
tare.

Bézi-li nam jiz QEPCAD, je dobré nejprve napsat do lomenych
zavorek nazev feSeného problému, kupf. [kvadr. rovnice| odesleme
klavesou Enter. Pak jsme vyzvani k zapsani seznamu proménnych,
které se v ndmi zadané formuli budou vyskytovat. Pfitom se do
kulatych zavorek nejprve zapisi vSechny volné proménné:

(p, ¢, )

Dale zadame pocet volnych proménnych. Ve formuli, kterou se
chystame zapsat, jsou jimi p, ¢, tedy dvé proménné.

2
Zadame prislusnou kvantifikatory obsahujici formuli:
(Ez)[z® + pr + q¢=0].

(Povsimnéme si, Ze existenéni kvantifikitor se v QEPCADu za-
pisuje pismenem F, Ze kvantifikdtory neobsahujici podformule je
zapsana v lomenych zavorkach a Ze na konci zadani je nutno na-
psat tecku. Opét, jako vzdy, vSe odesleme kldvesou Enter.)

Pro jednoduchost na dalsi tfi poZzadované adaje reagujeme jen
zapisem go opét nasledovanym klavesou Enter.

Na Before solution ; vSak dopliime solution-extension T. Po
stisku Enter uvidime nésledujici vystup:
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Quantifier Elimination
in
Elementary Algebra and Geometry
by
Partial Cylindrical Algebraic Decomposition

Version B.1.8, 14 Jan 2003

by
Hoon Hong
(hhong@math.ncsu. edu)

With contributions by: Christopher W. Brown, George E.
Collins, Mark J. Encarnacion, Jeremy R. Johnson
Werner Krandick, Richard Liska, Scott McCallum,
Nicolas Robidoux, and Stanly Steinberg

Enter an informal description between ’[’ and ’]’:
[kvadr.rovnice]
Enter a variable list:

(p,q,x)
Enter the number of free variables:
2

Enter a prenex formula:
(Ex) [x"2 + px +q = 0].

Before Normalization >

go

Before Projection >

go

Before Choice >

go

Before Solution >

solution-extension T

An equivalent quantifier-free formula:
4 q-p’2<=0
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Nedostali jsme nami oéekdvanou otevienou formuli p?—4q > 0,
ale jinou rozumnou odpovéd. MiZeme se zamyslet i nad tim, Ze
nékteré stiedoskolské odpovédi maji ,zvykovy“ charakter.

Priklad 1 (viz [1])
Urcete vSechny hodnoty parametru p € R, pro néz ma rovnice

?+2(p—4)z+p*+6p=0 (1)
a) alespori jeden reé,ln)"‘koi"en,
b) dva reidlné kofeny, které jsou oba kladné,
c) dva realné kofeny, které jsou oba zdporné,
d) dva redlné kofeny, z nichZ jeden je kladny a jeden zdporny.

Vyfresit tento priklad ,klasickymi skolnimi* metodami je uzi-
teénym cvi¢enim. Sbirka [1] obsahuje rovnéz ,klasické” feSeni to-
hoto pfikladu. V kaZdém pripadé zjistime, Ze

a) dand rovnice mé alespori jeden redlny kofen pro p < z—;,

b) dva kladné redlné kofeny mé rovnice (1) pro
8
pE (—00, _6) U (0’ ';_7')’

c) rovnice (1) nem4 dva zaporné realné kofeny pro zadné p € R,

d) rovnice (1) mé jeden kladny a jeden zaporny kofen pro
viechna p € (—6,0).

VyfeSme nyni dkoly a) — d) pomoci programu QEPCAD.
a) Zadejme formuli
(3z) [z% +2(p — 4)z + p*® + 6p = 0.

Jak je patrné z pfipojeného protokolu, obdrZime ekvivalentni
otevienou formuli 7p — 8 < 0, tj. vskutku p < .5;,.
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Enter an informal description between ’[’ and ’]’:
[pokus]

Enter a variable list:

(p,x)

Enter the number of free variables:

1

Enter a prenex formula:

(Ex) [x2+2 (p-4) x+p"2+6p=0].

Before Normalization >

go

Before Projection (x) >

go

Before Choice >

go

Before Solution >

solution-extension T

An equivalent quantifier-free formula:
7p-8<=0

b) Nyni zadejme formuli ,
(3a) (3b) [a® +2(p —4)a +p*> +6p=0 A
Ab2+2p—4)b+p*+6p=0 A
A a#b A a>0 A b>0].
V QEPCADu zapiSeme

(Ea) (Eb) [a"2 +2 (p-4) a+p"2+6p=0/\Db"2+

2(p-4) b+ p2+6p=0/\a/=>b/\ a>0 /\ b>0].
Obdr#ime

An equivalent quantifier-free formula:

7Tp-8<0/\p+6/=0/\p/=0/\[p>0\/p+
6 <=0 ]
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Zjistit, Ze tato formule plati pravé tehdy, kdyz
p e (—-OO, _6) U (0) %)v
je jiz snadné.
c¢) Ted zadejme formuli
(3a) (3b) [a® +2(p —4)a+p* +6p=0 A
Ab24+2(p—4)b+p’>+6p=0 A
AN a#b A a<0 Ab<O|.
\% QEPCADu piSme

(Ea)(Eb) [a~2 + 2(p - 4) a+p 2+ 6p=0/\ b2+
2 (p-4)b+p2+6p=0/\a/=b/\ a<0 /\ b<0O].

Dostaneme

An equivalent quantifier-free formula:
FALSE

Tato odpovéd znamend, Ze pro Zadnou hodnotu parametru p
nemé rovnice (1) dva zaporné kofeny.

d) Nyni zapiSme formuli

(3a) (3b) [a®+2(p—4)a+p*+6p=0 A
AV +2(p—4)b+p’+6p=0 A a-b<0].

V QEPCADu obdrzime (zkriceno):

(Ea)(Eb) [2"2 + 2 (p - 4) a+p2+6p=0/\Db"2+
2(p-4)b+p2+6p=0/\ab<o].

An equivalent quantifier-free formula:
p+6>0 /\ p<©oO

Vidime, Ze rovnice (1) mé jeden kladny a jeden zaporny kofen
pravé tehdy, kdyZ pro parametr p plati p € (—6,0).
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Priklad 2
Urdete, pro které redlné hodnoty parametru a ma v R? soustava
rovnic

ar — 2y =3
3x+ay =4

obor pravdivosti P = {[z,y], kdez >0 A y > 0}.

Enter a prenex formula:
(Ex)(Ey) [a x-2y=3 /\ 3 x+tay=4/\x>0/\y>0].

Before Normalization >

go

Before Projection (y) >

go

Before Choice >

go

Before Solution >

solution-extension T

An equivalent quantifier-free formula:
4 a-9>0

Vidime, Ze zadana soustava ma obor pravdivosti
P = {[z,y], kdez >0 A y >0}

pravé tehdy, kdyz a € (3, 00).

Zaveérem upozornéme na to, Ze existuje souvislost mezi elimi-
naci kvantifikatora a starsi teorii eliminace v klasické algebfe, nyni
ozivenou studiem Grobnerovych bazi. O téchto zaleZitostech vice
ve [3].
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