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INCIDENCNI MATICE USPORADANI
MA DETERMINANT ROVNY JEDNE

LADISLAV BERAN, PETR KOVAR, RADKO POSCHL

Tento ¢lanek mé byt mj. pfispévkem ke stale trvajici diskusi,
zda lze matematiku poditat mezi experimentélni védy. Zakladem
¢lanku je vysledek, ktery je motivovan diskusemi, které vedl prvni
z autord se svymi studenty pfi cvienich na matematicko-fyzikalni
fakulté UK.

Pfipomerime nejprve tyto zndmé pojmy: Relace § na mnoziné
M # 0 se nazyva reflexivni, jestlize pro kazdé a € M je (a,a) € 6;
nazyva se symetrickd, jestlize ze vztahu (a,b) € 8 plyne (b,a) € 6
pro kazdé a,b € M; fikdme, Ze je antisymetrickd, jestlize z toho,
ze (a,b) € 6 a (b,a) € 6 plyne pro kazdé a,b € M, Ze a = b. Relace
0 je tranzitivni, jestlize

Va,b,ce M [(a,b) €8 & (b,c)€ b = (a,c)€b

Relace 0 se nazyva relace ekvivalence na M, je-li na M reflexivni,
symetricka a tranzitivni; nazyva se relace usporddani na M, je-li
reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Treti z autori pro kolektiv pripravil tabulkové zpracovani pie-
hledu platnosti vySe zminénych vlastnosti pro vSechny relace na
dvouprvkové mnoziné {a, b} (srovnej s tabulkou).

VSichni ze studijni skupiny méli tak tento prehled pfed o¢ima a
byli dotazani, jaké hypotézy (i tzv. ,$ilené“) by z tohoto materidlu
mohli utvofit. Tak pfisla na svét tato domnénka:

Hypotéza A. Incidenéni matice relace # na mnoZiné M je inci-
denéni matici uspofddani pravé tehdy, kdyz mé determinant rovny
jedné.
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relace inc. mat. graf | ref. | sym. | antis. | tr. | ekv. | usp.
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610 = {(b,a), (b,8)} a gyl of of 1|1 of o
0 = {(a.a), (a,b), (6,2)} a=bsl of 1| oo of o
b1z = {(a,a), (a, B}, (5, B)} a—tl 1 o 11| of 1
613 = {(a,a), (b,a), (5, 1)} ‘l’) a—8| 1] of 1{1] of 1
Bre = {(a, ), (b, a). (&, b)} }) e =gl o 1| ofo| of o
615 = {(a,a),(a,8),(b,a), (6,0)} D g=bl 1 1 of 1| 1| o

Druhy z autort podal promptné protipiriklad, Ze pro tfiprvko-
vou mnozinu existuje inciden¢ni matice s determinantem rovnym
jedné, ale neni to inciden¢ni matice relace usporadani: Vskutku,
matice
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je incidenéni matici relace § = {(a,a), (b,b), (b,c), (c,a),(c,c)} a
mé determinant rovny jedné. Relace § nicméné nespliiuje pozada-
vek tranzitivity: plati (b,c) € 0 a (c,a) € 0, ale (b,a) ¢ 6. Tato
relace proto neni relaci uspofddani na mnoziné M = {a, b, c}.

To vedlo k nové formulaci:

Hypotéza B. Je-li A incidenéni matici usporadani na mnoziné
M, pak detA = 1.

Dospéli jsme tak ke klasické situaci (citujeme [2, IV.7]): ...
Co jsme ziskali? ... pouhy opis faktd v ramci naSeho experimen-
talniho materidlu a nadéji, Ze popsané lze aplikovat i nad ramec
experimentalniho materialu.

Jak jsme ziskali nasi domnénku? V podstaté shodné jako zis-
kavaji domnénky obydcejni lidé nebo védci pracujici v né€jaké ne-
matematické oblasti. Shromazdili jsme pozorovani vztahujici se
k vySetfované otdzce, prozkoumali jsme je a porovnali je; zazna-
menali jsme uryvkovité zdkonitosti, byli jsme na pochybéch, klo-
pytali jsme, ale v zavéru se nam podarilo spojit jednotlivé detaily
v jediny vyznacny celek. Zcela obdobné archeolog z nékolika oddé-
lenych pismen na setfelém kameni miZe zrekonstruovat cely napis
nebo paleontolog miiZze z né€kolika zkamenélych kosti vymielého Zi-
vocicha zrekonstruovat jeho hlavni rysy ....

Prvni z autort prevedl po Gvaze hypotézu B v matematickou
vétu a podal jeji dikaz:

Véta. Necht M je libovolnd koneénd mnoZina o n prucich.
Je-li ,<“ relace uspordddni na M a znaci-li A € R™*™ incidencni
matici relace ,<%, je det A = 1.

D1ikaz. Postupujme indukci podle n.

Pruni krok: n = 1. S ohledem na to, Ze det(1) = 1, je patrné,
Ze v tomto pfipadé vyrok véty plati.

Druhy krok: Predpokladejme, Zze n > 2, a Ze vyrok véty plati
pro determinanty vSech incidenénich matic zachycujicich relaci
usporadéani na mnoziné majici méné nez n prvki.

Pripomenme, Ze prvek m néjaké uspofddané mnoziny (P, <)
se nazyva mazimadlni, jestliZze pro kazdé h € P plati implikace

m<h = h=n.
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Kazda konecné uspofadand mnozZina ma alespori jeden maxi-
malni prvek.

VyuzZijme tuto poznamku pro naSe Ucely a predpokladejme

nejprve, ze M = {aj,a2,...,an}, kde a; necht zna¢i maximalni
prvek uspofddané mnozZiny (M, <).
Pak
1 0 0 0
¥ by b23 ban
A =|x%x bz b33 b3n
* bn2 bn.3 bnn
Necht
ba2  bas ban
B b3z b3z - ban c R(—Dx(n—1).
bn2 bn3 bnn

Vidime, Ze B je inciden¢ni matici uspofadané mnoziny
({az2,...,an}, <), kde < znali uspofadani mnoziny {az,...,an}
indukované uspofdddnim < na celé mnoziné {a;, as, .. .,an}. Podle
indukéniho pfedpokladu je proto det B = 1. UZijeme-li pro vypo-
¢et determinantu matice A vétu o rozvoji podle prvniho fadku,
vidime, Ze det A=1-det B = 1.

Pfejdéme nyni k obecné situaci, kdy prvky a, az, ..., a, mame
preskupeny do permutace a;, ,ai,, ..., a;,. Zbyva dokazat, Ze de-
terminant inciden¢ni matice se rovna 1 i pfi tomto pfeskupeni.

Vyjdéme z nasledujici interpretace: Matici A miZeme chapat
jako matici endomorfismu f vektorového prostoru R™ vzhledem
k (uspofddané) bazi (a1, az,...,an) vektorového prostoru R™. In-
ciden¢ni matice C pro relaci < pfi preskupeni a;,ai,,...,a;,
prvkid z M je pak matici téhoZ endomorfismu f vzhledem k bézi
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(ai,, ai,, - - ., ai, ) vektorového prostoru R™. Podle znamé véty plati
C = P~ 1AP, kde P znadi matici pfechodu od baze (a1, az, . . ., an)
k bézi (ai,, ai,, - - ., ai, ). Podle véty o determinantu soucinu ¢tver-
covych matic a s uZitim toho, Ze det A = 1 je proto

det C = det(P 'AP) =det P! -det A-det P =det P™' - det P =
=det(P~! . P) =detE,

a protoze determinant jednotkové matice F je 1, plyne odtud, zZe
detC = 1.

V nasSem c¢lanku jsme se mimodék dotkli problematiky experi-
mentt v matematice. Ctenafe zajimajictho se o podobné otazky
upozoriiujeme na velmi hezky napsany ¢lanek [1, zejména str. 898|,
kde 1ze nalézt i odkazy na internetové stranky vénované piibuz-
nym namétim.
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