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GEOMETRICKA ZOBRAZENI
A JEJICH INVARIANTY

FRANTISEK KURINA

V tomto prispévku bych chtél pfipomenout nékteré geometrické
souvislosti, kterymi miZeme za priznivych okolnosti obohatit
ucivo o geometrickych zobrazenich na stfedni $kole.

Nézev zobrazeni napovidd, Ze problematika souvisi (aspon
historicky) se zobrazovanim napf. prostorovych utvard do roviny.
Pro jednoduchost budeme uvazovat o zobrazeni roviny p do roviny
o. Pripomenme si prislusné pojmy.

Jsou dény rovnobézné riizné (riznobézné) roviny p a o a primka
s, které je s obéma rovinami riaznobézna.

Zobrazeni, v némz je libovolnému bodu X € p prifazen bod
X' € o tak, ze pfimka X X' je rovnobéznd s pfimkou s, se nazyva
rovnobézné promitdni roviny p do roviny o ve sméru s (obr. 1 a 3).

Obr. 1

Tento ¢&lanek je prvni ze zamySlené tématické rady o geometrickych
transformacich.




GEOMETRICKA ZOBRAZENf A JEJICH INVARIANTY 7

Stredové promitani miZeme definovat takto:

Jsou dany rovnobézné rizné (riznobézné) roviny p,o a bod S,
ktery nelezi v zadné z nich.

Zobrazeni, v némz je libovolnému bodu X € p prirazen bod
X' € o tak, ze pfimka X X' prochézi bodem S, se nazyva stredové
promitdni roviny p do roviny o se stredem S (obr. 2 a 4).

S

~

Obr. 2 Obr. 4

Vsimnéme si nékterych vlastnosti téchto zobrazeni.

Z obr. 1 je zfejmé, ze Ctyruhelnik XYY'X' je rovnobéznik a
libovolné tsecka XY roviny p je shodna a rovnobézna se svym
prumétem X'Y’. RovnobéZné promitani roviny p do roviny o s ni
rovnobézné je prikladem shodného zobrazeni.

V pripadé stfedového promitani roviny p do roviny o s ni
rovnobézné je podle obr. 2 zfejmé, Ze trojuhelniky SXY,SX'Y”’
jsou podobné. Sestrojime-li bodem S primku p kolmou k obéma
rovindm, dostaneme v oznaceni podle obr. 5

| X'Y'|  |X'S| |SP|

XY] ~ |X5] - 5P| (1)
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Pro danou vzajemnou polohu rovin p a o a bodu S je tento pomér
konstantni a je roven kladnému ¢islu k:
| XY’

/’ 1/ Y /)
/
] pl G
]
) Y! . /]
Obr. 5

Rikadme, ze pomér velikosti vzoru a obrazu je invariantem
sttedového promitidni roviny p do roviny o s ni rovnobézné.
Stredové promitani roviny p do roviny s ni rovnobézné je podobné
zobrazeni.

Rovnobézné promitani roviny p do roviny o s ni riznobézné
pomér velikosti vzoru a obrazu nezachova (obr. 6). Napf. pro
usecky Y X a XU v oznaceni podle obr. 6 dostavame

|X’U’| 4 IX,YI| 1 ¢1
XUl 7 XyY| '

Co je invariantem rovnobézného promitani roviny p do roviny

o s ni riznobézné?
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Obr. 6

Libovolné tfi kolinearni body X, Y, Z roviny p se promitnou do
t¥i kolinearnich bodid X', Y’, Z’ roviny o, pfi¢emz plati v oznaceni
podle obr. 7:

| XZ| | X'Z'| (3)
Yz|  |Y'Z|
V tomto smyslu rikdme, Ze rovnobézné promitani zachovavé délici
pomer, ktery je definovan takto:
Jsou-li X,Y, Z jsou tri riizné kolinearni body, rozumime délicim
pomérem bodu Z vzhledem k bodim X,Y realné ¢islo (XY Z),
pro jehoz absolutni hodnotu plati

| X Z|

YZ|’

pficemz (XY Z) > 0, lezi-li bod Z vné usetky XY, a (XY Z) <0,
je-li bod Z vnitinim bodem usecky XY.

(XY Z)| =
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Stfedové promitani nezachovava délici pomér. O tom se mu-
zeme presvédcéit takto.

S

XaX! z' v

le YI
Obr. 7 Obr. 8

Promitnéme tseCku XY se stfedem Z z bodu S do usecky
X'Y', kde X' = X (obr. 8). Kdyby platilo

(XYZ)=(X'Y'Z",

byla by tsectka ZZ' stfedni prickou trojuihelniku XYY’ a musela
by byt rovnobézna s primkou SY. Podle definice déliciho poméru
je

(XYZ)=-1, (X'Y'Z") # —1.

UkéZeme, Ze invariantem stfedového promiténi je tzv. dvojpo-
meér, ktery zavedeme takto:

Jsou-li V, XY, Z ¢tyri rizné kolinearni body, rozumime dvoj-
pomérem (VXY Z) pomér délicich pomért

(VXY)
VXZ)

(VXYZ) = (4)

Tvrzeni, ze dvojpomér se stfedovym promitanim neméni, mizeme
ukézat pro situaci nakreslenou na obr. 9 takto:
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Obr. 9

Vzhledem k tomu, Ze usporddani boda V, X, Y, Z na primce p
je stejné jako usporadani jejich praméta V', X', Y', Z' na pfimce
p', stadi uvaZovat pouze o poméru velikosti prislunych tusecek,
bez ohledu na znaménka délicich poméra (VXY) ,(VXZ).

Mame tedy ovérit, zda plati

\vy| [Vvz] _[V'Y'| |[V'Z] (5)
| XY| | XzZ| |X'Y'||X'Z'|
Vzhledem k tomu, Ze pro obsahy S, S2,S3,.S4 trojuhelniki
SYV,SYX,SZV,SZX plati v oznaceni podle obr. 9:

1 1
o= 5V VY| = §|SV| -|SY] - sina,

1
S = zv - |XY]| = -;—ISX| .|SY]| - sin B,

1 1
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1
S, = %v X 2| = 5|5X]-182] - sins,

miizeme levou stranu rovnosti (5) pfepsat na tvar

VY| |[VZ| _|VY|-[XZ] _

| XY| | XZ| XY |VZ] N
_|SV|-|SY|sina|SX|-|SZ|-sind _ sinasind
"~ |SX|-|SY | -sinB|SV|-|SZ|-siny  sinBsiny’

Levd strana rovnosti (5) zéavisi tedy jen na velikostech uhli
a, 3,7,d, které hraji stejnou roli pro analogické vyjadreni jeji
pravé strany (obsahy trojihelnika SY'V’, SY'X’,-..). Plati tedy
rovnost (5).

Uvahy o charakteru zobrazeni, které vytvaii rovnobéiné a
stfedové promitdni roviny do roviny s ni riznobézné, za¢neme
konstrukénimi dlohami, jejichZz podrobné feSeni si ¢tenar podle
obréazku jisté sam snadno provede.

Priklad 1. Je dan trojboky hranol XY ZX1Y1Z, podle obr. 10
a rovina p = oX' tak, Ze primka o je édsti roviny o = XY Z a
bod X' lezi na hrané X X, daného hranolu. Sestrojte ez hranolu
TOVINOU p.

Interpretujme tu ¢ast obr. 10, ktera je prekreslena na obr. 11
jako zobrazeni roviny, které bodim X,Y,Z, ... prirazuje body
X' Y', Z' tak, ze plati

piimky X X' YY', ZZ',--- jsou spolu rovnobézné,

XY, X'Y'

pfimky X Z,X'Z' se protinaji v bodech p¥imky o.

zZY,Y'Z'

Takovéto zobrazeni se nazyva osovad afinita s osou o a smérem
afinity s = X X'.

Je to priklad afinni transformace roviny, které si viimneme
podrobnéji dale.
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Jaké podnéty ndm muze dat tloha o rovinném fezu na jehlanu?

Priklad 2. Je dan trojboky jehlan XY ZS podle obr. 12 a
rovina p = oX', kde o je pFimka roviny 0 = XYZ a bod X'
lezi na hrané X S tohoto jehlanu. Sestrojte Tez jehlanu rovinou p.

Interpretujme opét tu Cast obr. 12, kterd je prekreslena na
obr. 13 jako zobrazeni roviny s témito vlastnostmi.

Bodim X,Y,Z,--- jsou prifazeny body X', Y', Z' --- tak, ze

plati
primky X X' YY' ZZ', --- prochéazeji bodem S,
XY, XY’
piimky X Z, X'Z' se protinaji v bodech pfimky o.
zX,7'X'

Takovéto zobrazeni se nazyva osovd kolineace s osou o a
stfedem S. Stru¢né budeme toto zobrazeni nazyvat kolineaci.

Kolineace je prikladem tzv. projektivni transformace, ktera
vSak, nemé-li vést k rozporiim, vyzaduje zménu pohledu na
charakter roviny. Pokusme se to dale ponékud osvétlit.

Priklad 3. Je dan ctyrboky jehlan se ctvercovou podstavou
XYV Z a hlavnim vrcholem S. Sestrojte jeho Tez rovinou o =
= 0 X', kde o je pFimka roviny jeho podstavy a X' je bod hrany
XS.

Na obr. 14 je naznaceno reSeni po odejmuti odriznuté casti
jehlanu.

Interpretujeme-li opét obrazek planimetricky (obr. 15), dosta-
neme kolineaci se stfedem S a osou o,v niZ je obrazem Ctverce
XYV Z ¢étytahelnik X'Y'V'Z'.

V tomto zobrazeni nemé prusecik U’ pfimek Z'V' a X'Y" vzor.
Kdybychom povazovali body X', Y”,--- za vzory a body X,Y,---
za obrazy, dostali bychom kolineaci inverzni, v niZ bod U’ neméa
obraz. Abychom odstranili tyto nepfijemnosti, rozsifime chapani
pojmu rovina touto umluvou:

Libovolnym dvéma rovnobéZnym primkim pfifadme tzv. ne-
vlastni bod (na obr. 15 oznaéeny U*°). Na kazdé pfimce lezi oviem
jen jeden nevlastni bod a mnozinu nevlastnich bodi roviny spolu
s takto zavedenymi nevlastnimi elementy budeme nazyvat projek-
tivni rozsireni roviny nebo strucné projektivni rovina.
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Obr. 19
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Je-li Z°° nevlastni bod primky V X, definujeme dvojpomér
(V XY Z*°) jako délici pomér (VXY):

(VXY Z®) = (VXY).

Je to v souladu s predstavou, Ze plati (VXZ*) = 1.

Kolineace, tak jak jsme ji zavedli, je prosté zobrazeni projek-
tivni roviny na projektivni rovinu.

Ptredchozi avahy ndm dovoluji vymezit aspon trochu presnéji
hlavni predmét naseho ¢lanku, totizZ pojem geometrické transfor-
mace. :

Transformaci roviny p rozumime prosté zobrazeni roviny p na
rovinu p.

Dulezité priklady transformaci roviny.

Zobrazeni roviny p na rovinu p se nazyva shodnou transformaci
roviny p neboli shodnosti roviny p, pravé kdyz pro libovolné rizné
body X,Y roviny p a jejich obrazy X', Y’ plati

| X'Y’|
=1 6
| XY| ’ (6)
neboli
| X'Y] = | XY]|.

Zobrazeni roviny p na rovinu p se nazyva podobnou transfor-
maci roviny p neboli podobnosti roviny p, pravé kdyz existuje
kladné ¢islo k£ tak, ze pro libovolné dva rizné body X,Y € p
a jejich obrazy X', Y’ plati

| X'Y'| B
neboli
|1 X'Y'| = k| XY].

Cislo k se nazyva pomér podobnosti.
Zobrazeni roviny p na rovinu p se nazyva afinni transformaci
roviny p neboli afinitou p, pravé kdyz jsou obrazy X',Y', Z'
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libovolnych tii kolinedrnich bodi X,Y, Z rovnéz koline4rni a pro
jejich délici poméry plati

(XYZ) = (X'Y'Z").

Zobrazeni projektivni roviny p na projektivni rovinu 7 se na-
zyva projektivni transformaci roviny p neboli kolineact, pravé kdyz
jsou obrazy V', X' )Y’ Z' libovolnych &tyf rdznych kolinedrnich
bodl V, X, Y, Z rovnéz kolinedrni a pro dvojpoméry plati

(VXY Z)=(V'X'Y'Z).

Vlastnosti uvedenych transformaci roviny mtZeme shrnout do
tabulky, v niZ + znamena zobrazeni zachovava a — znamen4, Ze
zobrazeni nezachovavé vlastnost uvedenou v zéhlavi tabulky.

Vlastnosti geometrickych atvart, které uréité zobrazeni zacho-
Vava, jsou invarianty tohoto zobrazeni.

Kolinearita | Shodnost Pgmér . Dt . | Dvojpomér
bodd isetek | velkosth | pomertfi | kg
usecek bodl
Shodnost + + + + +
Podobnost + - + + +
Afinita + - - + +
Kolineace + - = = £
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