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CISLO e A JEHO VLASTNOSTI (3)

RENATA SIKOROVA

V tomto ¢lanku chceme C¢tenare blize seznamit s Eulerovym
¢islem e a jeho vlastnostmi. Kdo pozorné cetl ¢lanky [S1] a [S2],
mél moznost sledovat, jaké souvislosti vedly k objeveni éisla e.
Resili jsme dva zcela odli$né problémy, prvni z nich se tykal
finan¢éni matematiky, druhy byl problémem geometrickym. Nasim
dalsim tukolem bude ukazat, jak se pristupuje k ¢islu e dnes.

V [S1] jsme dospéli k vyrazu (1 + 1/n)™ a predeslali jsme, Ze
tento vyraz ma limitu pro n — oo. Tato limita je v matematice
oznacovana e. Je to jedna z moznych definic ¢isla e. Z matema-
tického hlediska by bylo spravné ukézat existenci vySe uvedené
limity. Proto se na chvili u tohoto problému zastavime. Vyuzi-
jeme nékteré znadmé poznatky z matematické analyzy. Jednd se
predevsim o chovani monoténni omezené posloupnosti:

Véta 1. Necht je dana neklesajici posloupnost {a,}5;, kde je
n € N, a, € R. Je-li tato posloupnost shora omezena, existuje
a € R tak, ze

lim a, =a .
n—o00

Budeme téz potrebovat klasickou nerovnost mezi aritmetickym
prumeérem n nezapornych ¢isel (z1+x2+- - -+, )/n ajejich geome-
trickym prumérem (z1z, .. .a:n)l/ ™. Nerovnost zapiSeme v méné
obvyklém, av8ak z matematického hlediska jednodu$sim tvaru bez
n-té odmocniny:

Lemma (AG-nerovnost). Necht je n € N a necht jsou zy, kde

k=1,2,...,n, nezaporna realna cCisla. Potom plati :
T+ T2+ + T\
$1$2---$ns< 2 2 n) ) (1)
n
pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz ©; = x4 = -+ = .

Dikazy obou tvrzeni naleznete napr. ve [Ve].
Nyni jiz madme potfebny matematicky aparat, abychom mohli
vyslovit nésledujici tvrzeni:
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Véta 2. Polozme:

1 n 1 n+1
an:(1+_) ) bn=(1+_> n:1,2,-.. .
n n

Pak je posloupnost {a,}3%, rostouci a posloupnost {b,}5>;
klesajici.

Reseni. Diikaz Posloupnost {a,}22; je podle definice rostouci
pravé tehdy, kdyz pro kazdé n je a, < any1. Dikaz provedeme
pomoci AG-nerovnosti, kterou pouzijeme na soucin n Cinitell
(1+1/n) a 1. Budeme mit

1\ "
T1T2...Tpy1 = (1+ ;;)

a dale

$1+"‘+.'17n+1 TL(1+%)+1 1
n+1 n+1 n+1

Na zakladé AG-nerovnosti plati (1+1/n)" < (14 1/(n+ 1))"*1,
pricemz podminka pro rovnost neni splnéna. Odtud pro kazdé
n € N dostavame:

1 n 1 n+1
n = 1 e 1 = an 5
a ( +TI.> <( +TL+1> an+1

Tedy {an}52, je rostouci posloupnost.

Nyni polozime z; = z2-- =2, =14+1/(n+ 1), zp41 = (1 +
+1/(n + 1))2. Potom
1 n+2
T1X2...Tpy1 = (1+n+1> (2)
a

2
n+2 n+2
Ty + 4 Tpp1  Untl + (n+1)

n+1 N n+1

o= n+1 .
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Po jednoduché tpravé dostaneme:

n+12+n+1)2+Mn+1)+1

Mpy = =
el (n+1)3
1 1 %
=1 < 3
+[n+1+(n+1)2+(n+1)3]_ &
3L | [ ENTONNE ST SN SR P
> n+1 (n+1)2 (n+1)3 (n+1)k e | =
geometricka fadavs kvocientem ;1—}7_—1-
1
n

Ze vztaht (2), (3) a AG-nerovnosti vyplyva 1+ 1/(n + 1))"+? <
< (1+ 1/n)™*!, podminka rovnosti opét neni splnéna. Pro kazdé
n € N dostavame:

1 n+2 1 n+1
b1 = (1 14— = by .
n=(teg) <(+3) -

Tedy {bn}52; je klesajici posloupnost. Timto je diikaz véty hotov.

Z¥ejmé pro kazdén € Njea, = (1+1/n)" < (1+1/n)"*1 = b,,
a proto pro kazdé n € N plati a, < b, < by = 4. Posloupnost
{an}S>, je tedy shora omezend a podle predchozi véty také
rostouci. Uz vime, Ze posloupnost s takovymi vlastnostmi ma
konecnou limitu

1 n
lim a, = lim (1 + —) s
n—oo n—>000 n

kterou jsme jiz drive oznadili e. Déle si vS§imnéme, Ze pro b,
muzeme psat

1 1 T
lim b, = lim (1 + —) - lim (1 + —) = lim a, .
n—00 n—00 n n—o00 n n—00

'1 Gn
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1 n 1 n+1
e = lim <1+—> = lim (1+—) :
n— o0 n n—oo n

a vzhledem k tomu, ze {a,}32; ({bn}S%,) je rostouci (klesajici)
posloupnost, pro kazdé n € N plati:

1 n 1 n+1
an=(1+g) <e<(1+;) = By, - (4)

Nerovnosti (4) poskytuji moznost uréit priblizné hodnotu ¢isla
e, napt. pro n = 1 dostaneme 2 < e < 4, pro n = 2 podobné
9/4 < < e < 27/8 atd. Nyni je$té zodpovime otdzku, s jakou
presnosti lze pomoci tohoto postupu spocditat hodnotu disla e.
Odpovéd dava:

Tedy

e—an<bn—an=g'l<-lzl—=4/n.
n n

Snadno se lze presvédcit, Ze uréovani hodnoty e timto zptisobem
je velmi pomalé. (Pokuste se napf. uréit e s pfesnosti na 1/1000.
Jak velké n budete k tomuto Géelu potfebovat?) Proto si nyni
ukdzeme jiny zpusob vyjadireni tohoto ¢isla.

Budeme uvazovat vyraz (1 + 1/n)™. Umocnime jej pomoci
binomické formule: '

() e (2) 2 (1Y
n'(n—13)!-(n—2)_(%)3+W+Z_:.<%>n_

Po jednoduchych Gpravach dostaneme

1\® 1-1 1-Y)y.1-2 1
(1+—) =1+1+( = +( ) |( ")+---+—<
n : nm
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takze pii oznaleni e := limp (1 + 1/n)" z uvedeného plyne
nerovnost e < Y p- (1/k!). DokdZeme je§té obrécenou nerovnost
a tim ziskdme vyjadreni e pomoci fady. Necht m,n € N, m < n
a plati:

-3 L 0-Y..a-m)

1\" .
1+ — >1+1+
n 2! m!

Limitnim prechodem pro n — oo dostavame pro kazdé m € N

: 1\" 1 1
lim (1+ — >14+14+—=4+-+ —
n—oo n 21 m)

a déle pro m — oo dostaneme e > Y oo, (1/k!). Plati tedy

=
CZZE

n=0

Nyni si ukdzeme, v ¢em tkvi vyhoda pocitani e timto zpisobem.
K tomuto ucelu ozna¢me

1 1 1
sw=14 T4+ oot = (5)

Snadno nahlédneme, Ze pro n > k je s, > s, mizeme tedy psat
Spn = Sk + Tk,n, (6)

kde

1 1 1
T’“’""E_!((k+1) TR

n ! ) |
k+1)(k+2)...(n—1)n

Nyni rx , odhadneme shora, a to tak, Ze vSechny vyrazy v za-
vorkach nahradime k + 1, je totiz 1/(k + 2) < 1/(k + 1), atd.
Dostaneme

=
< — —_—

m=
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Na pravé strané dostavame ¢leny geometrické rady, takze

n—k
1
J11 1—(—k+1) _ 1
T RE+1 1 kk!'

Tk 1

E+1
Podle (6) je proto s, < sx+1/(k.k!). Vtip je v tom, Ze pro vSechna
¢isla s, od (k + 1)-vého podinaje, tj. Pro Sk+1,Sk+2;Sk+3,-- -,
dostdvame tutéz nerovnost, nebot pravd strana nezavisi na n.
A proto také e < si + 1/(k.k!). Pro kazdé celé k& > 3 je tedy

Sk S € S Sk + ﬁ,
tj.
0<e— (1+l+l+...+i) <L_
- 1! 2! k') — k.k!
Protoze pro rostouci k£ hodnota # velmi rychle konverguje k nule,
lze takto ¢islo e velmi pohodlné poditat. Napr. 1—0—_11—5 < %g; odtud
vypoéteme e s chybou mensi nez 10~7. Pro k = 14 dostdvame
¢islo e s chybou mensi nez 10~!2; piibliznd hodnota e bude
2.71828182845. ..
Dokonceni v pristim cisle

LITERATURA

[S1] Renata Sikorova, Od trokového poétu k éislu e, Utitel matematiky 8
(1999), 136-141.

[S2] Renata Sikorova, Cislo e a hyperbola, Utitel matematiky 8 (1999),
193-202.

[Ve] Jifi Vesely, Matematickd analyjza pro ucitele, Prvni dil, Matfyzpress,
Praha, 1997.

Mgr. Renata Sikorovd
doktorandka Katedry matematické analyzy MFF UK
Sokolovskd 83, 186 75 Praha 8

email: sikorova@karlin.mff.cuni.cz



