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TRI NEROVNOSTI S DVOJFAKTORIALEM
aneb

Jak je uziteéné obdas si na néco vzpomenout

EMiIL CALDA

Podnétem k napsani tohoto ¢lanku byl dopis od stfedoskolského
kolegy, v némz mé zadal o vysvétleni pojmu dvojfaktoridl, se kte-
rym se setkal v doméaci Gloze vypracované otcem jednoho z jeho
zakl; nebyl si pfitom jist, zda se nejednd o vyndlez patamate-
maticky. Vzhledem k tomu, Ze tento pojem se ve stfedoSkolské
matematice vskutku neobjevuje, bude asi — fekl jsem si — tako-
vychto kolegii vice a nebude snad na §kodu, kdyz se o ném v tomto
chvalné znamém periodiku néco doctou.

Dvojfaktoridl ¢isla n — piSeme n!! — se definuje pro kazdé
prirozené ¢islo n v zavislosti na tom, zda je sudé nebo liché:

n'=2-4-6-...-(n—2)-n - pron sudé,
n!'=1-3-5-...-(n—2)-n - pron liché.
Symbol n!! neznamena tedy totéz co symbol (n!)! — C¢isla

n!! a (n!)! jsou rizné pro vSechna pfirozend &isla n > 3.

V nésledujicich fadcich dokdZeme tfi nerovnosti, v nichz dvoj-
faktorial vystupuje. Pfi diitkazu prvnich dvou pouzijeme zndmou
AG nerovnost, tj. nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
primérem:

Aritmeticky prumer libovolnyjch nezdpornych cisela;,asq,...,an
je vétsi nebo roven jejich priméru geometrickému:

1
h—-(al +as+--+ap) > Yaaz-... a, .

Prvni nerovnosti, kterou se budeme zabyvat, je nerovnost

)< (n+1)",
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o které dokdzeme, Ze plati pro vSechna prirozena ¢isla n.
Jeji dikaz je velmi snadny, uvédomime-li si, ze podle AG

nerovnosti pro n nezdpornych cisel 2, 4, 6, ... , 2n plati
n 1
V2-4-6-...-2n< ~ 24446+ +2n).

Protoze vsak

1
~ (244464 +2n) =

S|
oS

2n+2)=n+1,

dostaneme odtud

V2-4-6-...-2n<n+1,
coz po umocnéni da dokazovanou nerovnost

@) < (n+ 1) .

UkéZeme nyni, Ze podobny odhad mé i ¢islo (2n — 1)!!, nebot
pro vSechna prirozend ¢isla n plati

2n — 1) < n™ .

Analogicky s predchazejicim vyjdeme z AG nerovnosti pro n
nezapornych ¢isel 1, 3, 5, ..., 2n — 1, tj. z nerovnosti

{/1-3-5-...-(211—1)5%-(1+3+5+---+(2n—1))

neboli z nerovnosti

Y1-3-5-...-(2n—-1) <

2n=n,

S|
NS

odkud dostaneme dokazovanou nerovnost umocnénim:

2n -1 <n™.
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Posledni vztah pro dvojfaktoridly, ktery dokdZeme, je pozoru-
hodné nerovnost

(2n — 1! & 1
2n)! =~ \Bn+1’

kterd — stejné jako nerovnosti predchézejici — plati pro vSechna
prirozend Cisla n. Dokazeme ji matematickou indukci.

Vzhledem k tomu, Ze pro n = 1 tato nerovnost plati, staci
dokézat, ze z predpokladu

(2n — 1N p 1
2n)!! T Bn+1

vyplyva platnost nerovnosti

(2n + 1N 2 1

Cn+2)!!' = /3n+4
Plati-li tedy (1), je také

(2n—1}!! 2n4+1 (2n+ 1)l 1 2n+1
2n)!!  2n+2 (2n+2)!' T VBn+1 2n+2°

Dokazeme-li nyni, Ze plati nerovnost

1 2n +1 < 1

V3n+1 2n+2 = /3n+4’

budeme hotovi. To vSak je pomérné jednoduché, nebot tato
posledni nerovnost je ekvivalentni s nerovnostmi

2n+1)-V3n+4< (2n+2)-vV3n+1
2n+1)2-3n+4) < (2n+2)2-3n+1)
12n3 + 28n% + 19n + 4 < 12n% + 28n%2 + 20n + 4

(1)

pfiemz posledni z nich plati, nebot &islo n je kladné. Tim je
dokazano, ze pro vSechna prirozend ¢isla n plati nerovnost

2n — 1! 1

@n-1)1 _

2n)!!' ~ V3n+1’
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kterou miuzeme psat ve tvaru
1 3 56 7 2n — 1 e 1
2 4 6 8  2n ~ {Bn+1

Na tuto nerovnost jsem si po fadé marnych pokusi vzpomnél,
kdyz jsem od studenti ,dostal za domaci ikol“ dokdazat, Ze pro
vSechna prirozena Cisla n plati

(2:)-\/3_n<4".

Na mySlenku ji pouzit mé pfivedla podobnost vyrazi +/3n a
v3n + 1, které se v téchto nerovnostech vyskytuji. Pomérné
jednoduchymi upravami, které mohu na pozadani i predvést, se

d4 kombinatni &slo (**) prevést na tvar

4™ . (2n — 1!
(2n)!! ’
odkud s pouzitim nerovnosti dokdzané vyse plyne
4m . (2n — ! 4n

el S Barl

Je tedy
<2n) p 4n
n) =~ V3n+1’
odkud uz snadno dostaneme, ze plati

(?)-\/ﬁ<4n.

Neni zkratka nad to, kdyz si ¢lovék na to, co nékdy vidél, dokéze
1 vzpomenout. S postupujicimi 1éty je to ovSem ¢im dal tim tézsi.
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