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AFINNI TRANSFORMACE ROVINY

FRANTISEK KURINA

Pojem afinni transformace roviny g neboli afinitu roviny g jsme
zavedli v ¢lanku [1] jako prosté zobrazeni roviny g na rovinu p,
které zachovava délici pomér, tj. libovolné tfi kolinedrni body
X,Y, Z ptevadi do tii kolinearnich bodd X', Y’ Z’ tak, ze plati

(XYZ) = (X'Y'Z"). (1)

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat nékterymi vlastnostmi
afinnich transformaci roviny.

Ackoliv se zd4, ze pozadavek obrazy tii kolinearnich bodu jsou
kolinedrnt body je ekvivalentni s tvrzenim, Ze obrazem primky
v takovém zobrazeni je primka, neni tomu tak. Snadno sestrojime
priklad zobrazeni, které prevadi libovolné tri kolineadrni body
v kolinedrni body, ale obrazem pfimky v tomto zobrazeni neni
primka.

Oznaéme pismenem c zobrazeni dané v kartézské soustavé
souradnic predpisem

y = [z],

kde [z] je celd Cast redlného Cisla z, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi
nebo rovné z. Obrazem osy z v zobrazeni c¢ je nespojita schodovita
Cara nakreslena na obr. 1. Oznaéme dale pismenem d promitani
roviny ve sméru osy = do osy y. Ve slozeném zobrazeni

z=doc

nebude obrazem osy z osa y, ale mnozina jejich izolovanych bodi.

Tento vysledek muZeme podrobnéji sledovat podle schématu
na obr. 2. Pfipomenme, Ze pojem slozeného zobrazeni je zaveden
napt. v ucebnici [3].

Clanek byl vypracovan s &aste€nou podporou grantu GACR 406/99/1996.
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V druhém dobre zndmém prikladu ukadzeme, Ze obrazem primky
v zobrazeni, které prevadi tfi kolinearni body do tfi kolinearnich
bodi, mize byt Gsecka.
p X'y 2 S e

Obr. 3

Ozna¢me symbolem ¢ promitani pfimky z ze stiedu S do polo-
kruznice k (obr. 3), pismenem d pravoihlé promitani polokruznice
k do prfimky y rovnobézné s pfimkou z. V zobrazeni

z=doc

jsou obrazy libovolnych tfi kolineadrnich bodti X, Y, Z primky z tti
kolinedrni body X',Y’, Z' pfimky y, ale obrazem pfimky z neni
pfimka y, ale pouze vnitfek jeji usecky PQ.

Je tedy ziejmé, Zze ma smysl otdzka, zda je obrazem pifimky
v afinité primka.
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Oznaéme X, Y libovolné dva rizné body pfimky z, X', Y jejich
obrazy v afinité f. Body X',Y’ jsou rizné a urCuji pfimku y.
Libovolny bod Z pfimky z bude mit svij obraz v uréitém bodé
Z' pfimky y, je v8ak t¥eba zjistit, zda libovolny bod L’ primky y
je obrazem néjakého bodu L primky z. Takovy bod ovSem snadno
uréime, nebot podle definice afinity musi platit (obr. 4)

(X'Y'L') = (XYL).

Obrazem libovolné primky v afinité je tedy primka.

S
| :
X /Y
Z
L X /X
X
_—-o-—/éi——_o—_——‘o——
7 Y’ Xl JV 1
Y 4 - z
y F y [Z'
Obr. 4 Obr. 5

Skutecnost, Ze rovnobézné promitani zachovava délici pomér,
tj. Zze v oznaleni podle obr. 5 plati (1), ma fadu zajimavych
disledki. Zde pripomenme aspon jeden, ktery byva oznacovan
jako Menelaova véta.

Je-li ABC libovolnyj trojihelnik, A', B',C' po tadé body primek
BC, AC, AB rizné od vrcholi A, B,C, pak plati: body A’',B',C’
jsou kolinedrni, pravé tehdy, kdyz

(ABC') - (BCA') - (CAB') = 1. 2)

DokaZzme nejdiive: Lezi-li body A', B’,C" v pfimce (ozname ji
napf. s), pak plati (2).

Promitnéme body A’, B’, C' a vrcholy trojihelniku ABC do
pfimky y ve sméru s. Protoze rovnobézné promitani zachovava
délici pomeér, plati v oznacéeni podle obr. 6:
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k prvnim dvéma, je P = C'. Body A’, B’, C' jsou tedy kolinearni.
Tim je Menelaova véta dokazana.

Obr. 7

Protoze shodna a podobné zobrazeni zachovavaji délici pomér,
muzeme je povazovat za afinity. Tato skuteCnost bude pro nas
inspiraci k poznani nékterych dalSich vlastnosti afinit.

Shodné zobrazeni je jednozna¢né urceno libovolnym trojihel-
nikem XY Z a trojuhelnikem X'Y'Z’, ktery je s trojihelnikem
XY Z shodny. Ukdzeme, Ze afinita je urena dvéma zcela libovol-
nymi trojuhelniky XY Z a X'Y'Z’.

V roviné jsou dany nekolinedrni body X, Y, Z a nekolinearni
body X',Y’, Z'. Uvazujme afinni zobrazeni f, které prevadi body
X,Y, Z po fadé do bodt X',Y”’, Z’'. Ukazme, Ze touto podminkou
je jednoznac¢né urcen obraz libovolného bodu L v afinité f.

Spojime-li bod L napf. s bodem X (obr. 8), pak plati pro body
X, L a prusefik M primky ZY s prfimkou XL a obrazy téchto
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bodt v afinité f: (ZYM) = (Z'Y'M"),(XML) = (X'M'L’).

V afinité f, kterd prevadi nekolinedrni body X, Y, Z do
nekolinedrnich bodi X', Y’', Z’, je tedy jednozna¢né urcen obraz
L' libovolného bodu L roviny.

Z X'
L A\
Ml
M
v Y/
!
X Y

Obr. 8

Priklady shodnosti napovidaji, Ze afinita nemusi mit zZadny sa-
modruzny bod (takovou afinitou je napf. translace), mize mit
jediny samodruzny bod (rotace), ale mize mit pfimku samodruz-
nych bodi (osovd soumérnost). Osové soumérnosti hraji v mno-
ziné vSech shodnosti roviny mimoradnou roli: KaZdou shodnost,
ktera meni osovou soumérnosti, mizZeme rozloZit na dvé nebo tri
0SOVE SOUMErnosti.

Osovd afinita je afinita, jejiz mnozinou samodruznych bodi je
primka. Tato pfimka se nazyva osa osové afinity.

Afinita, kterd ma tfi nekolinedrni samodruzné body, je identita.
To snadno nahlédneme podle obr. 8, predstavime-li si, Ze plati
X=X Y=¥Y.2 =2

Véta. Je-li dina primka o a rizné body X,X', které na ni
nelezi, je touto trojici jednoznacné urcena osovd afinita s osou o,
v niZ je obrazem bodu X bod X'.

Tato véta je disledkem véty o urcenosti afinity. Volime-li totiZ
libovolné dva body Y, Z osy afinity, je Y/ =Y, Z' = Z a afinita je
urlena trojicemi bodi X, Y, Z a X', Y', Z’', tedy vlastné osou a
dvojici bodi X, X' (obr. 9).

Osovou afinitu f s osou o, v niz je obrazem bodu X bod X',
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budeme znadit
f=(0,X,X").
Nebude-li nebezpe¢i omylu, budeme tuto afinitu znacit i symbo-

lem o.
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Obr. 10b

Obr. 10a

Konstruktivné dilezity je tento poznatek:
V osové afinité f = (0, X, X') plati pro libovolny bod Y, ktery

nelezi na ose, a jeho obraz V' : X X'||Y'Y'.
Tvrzeni je bezprostfednim disledkem véty o zachovani déliciho
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poméru. RozliSujeme dva pripady.
a) Pifimka XY protind osu o v bodé P = P’ (obr. 10a).
Protoze plati (PXY) = (P'X'Y"), je XX'||YY".
b) Je-li pfimka XY s osou o rovnobéznd, sestrojime obraz
Z' takového bodu Z, aby pfimka ZY osu o protinala,
napf. v bodé Q. Protoze f = (0, X, X') = (0,2,2'), je
XX'\ZzZ'|YY'.
Smér primky X X' se nazyva smér afinity.
Afinita, jejiZ smér je rovnobézny s osou, se nazyva elace.
Konstrukce obrazu Y’ bodu Y v elaci e = (0, X, X') je patrné
z obr. 11.

Obr. 11

Pro konstrukci obrazu primky, bodu, usecky, mnohouhelniku,
... v afinité f = (o0, X,X') postaci aplikace téchto jejich vlast-
nosti:

a) Je-li pFfimka p rovnobéind s osou afinity, je s osou afinity
rovnobézny i jeji obraz p'. Protind-li primka p osu afinity, prochdzi
timto priusecikem 1 jeji obraz p'.

b) Spojnice sobé odpovidajicich bodu X, X";Y,Y’;... jsou na-
vzdjem rovnobézné (ndlezi sméru afinity).

Uloha 1 Sestrojte obraz pravidelného Sestitihelniku ABCDEF
v afinité f = (0,X,X'). Reste pro pripad, kdy primka X X' osu
afinity protind, i pro pripad elace.

Vysledky jsou nakresleny na obr. 12 a 13.
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Obr. 13
Obrazem Sestitthelniku ABCDEF se stfedem S je Sestithelnik
A'B'C'D'E'F' se stiedem S’, nebot z rovnosti (ADS) = —1

plyne rovnost (A'D'S') = —1. To oviem znamend, Ze obrazy
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rovnobéZnych primek v osové afinité jsou rovnobézné primky.
Dokazme, Ze tuto vlastnost mé libovolné afinita.

Obr. 14

Jsou dany rovnobézné primky p = M N,q = UV a jejich obrazy
v afinité f, pfimky p’ = M'N’,q¢' = U'V’'. Kdyby se primky p', ¢’
protinaly v bodé P’, muselo by platit (obr. 14):

(M'N'P'"y = (MNP), (U'V'P')=(UVP).

Existoval by tedy bod P, ktery by lezel na rovnobéznych primkéach
p, q. Obrazem rovnobéznych pfimek jsou tedy rovnobézné primky.

Ziejmé tedy plati: Obrazem rovnobézniku (étverce, obdélniku,
...) v afinité je rovnobézinik.

Ukazme, Ze pro afinity plati analogie véty o rozkladu shodnosti
na osové soumeérnosti.

Véta. KaZdou afinitu, kterd neni osovou afinitou, mizeme
rozlozit na dvé nebo tii osoveé afinity.

Studovanou afinitu ozna¢me nap¥. f a uréeme obrazy X',Y’, Z'
libovolnych tii nekolinedrnich bodi X,Y, Z v této afinité.

Jisté je mozné sestrojit osovou afinitu o,, kterd prevadi bod
X do bodu X'. Je-li X = X', volime osu o; tak, aby prochézela
pfimo bodem X'. Je-li X # X', volime osu o; tak, aby Zadnym
z bodid X, X' neprochdzela. Osou o0; a body X, X’ je tato afinita
urcena. Sestrojme obrazy Y;,Z; bodu Y,Z v této afinité. Je-li
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Y1 =Y' 2, =7, je podle véty o uréenosti afinity

f201.

Je-li napf. Y] # Y, volime osu 0; bodem X' tak, aby neprochazela
zaddnym z bodi Y7, Y. Afinita uréend osou oy a dvojici bodu Y3, Y’
prevadi bod Z; do jistého bodu Z,. Je-li Zo = Z', je

f =02 ©0;.
Je-li Zy # Z', pak v afinité s osou 03 = X'Y’, kterd prevadi bod Z,
do bodu Z’, pfejde trojihelnik X'Y'Z; do trojihelniku X'Y'Z’.

Plati tedy (obr. 15)
f = 030092 00.

AxyZ =~ AxYyz,

Obr. 15

Ukazme dale: Libovolnou afinitu, kterd meni podobnosti, mi-
Zeme rozlozit na podobnost a osovou afinitu.
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Ozna¢me obraz libovolného trojihelniku XY Z v afinité f
X'Y'Z'. Sestrojime-li obraz X'Y'Z trojihelniku XY Z v podob-

nosti p (obr. 16) mohou nastat dvé moznosti. Je-li Z = Z’, je
f=p.

AXZ —E— A xyz
\>\\ %
AXYZ

Obr. 16

_Je-li Z # 7', existuje osova afinita s osou o, ktera prevadi bod
Z do bodu Z'. Pak je oviem

f=oop.

Libovolnou osovou afinitu f = (o, X, X’), kterd neni elaci,
muzeme urcit smérem a tzv. charakteristikou ¢, definovanou
v oznaceni podle obr. 17 takto:

c= (X,XX())
Tato definice mé smysl, nebot pro libovolny bod Y # X plati

(Y'YY()) == (X’XXO) = C.
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Obr. 17
Osova soumérnost je tedy pravouhla afinita (jeji smér je kolmy
k ose) s charakteristikou (X'X Xy) = —1 (obr. 18).

Osova afinita s charakteristikou —1, kterd neni pravouhla, se
nazyva kosd soumérnost (obr. 19).

>

O === Q= = ===0

Obr. 18 Obr. 19

Shodné zobrazeni zachovavaji obsah Gtvaru: Je-li M mnoho-
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thelnik, M’ jeho obraz ve shodnosti, pak plati pro jejich obrazy
S(M)=S(M".

Je-li M’ obraz mnohotihelniku v podobnosti s pomérem k, pak
plati (obr. 20)
S(M') = k? - (S(M)).

Ovéreni tohoto tvrzeni znamého ze Skoly prenechdvam ctenéri.

c

Obr. 20

Jak se zméni obsah utvaru M, zobrazime-li ho v osové afinité
s charakteristikou c?

Z obr. 21 vidime, Ze pro obsah trojuhelniku X'Y'Z’, ktera je
obrazem trojuhelniku XY Z v afinité s charakteristikou ¢ plati

S(X'Y'Z") = |c|- S (XY 2Z), (3)

nebot
_ |X ’X0| . ’U'
= X% =

Prenechavam Ctenari, aby podle obr. 22 odvodil, Ze vztah (3)
plati pro libovolny trojahelnik XY Z a jeho obraz X'Y'Z' v osové
afinité s charakteristikou c.

Protoze libovolny mnohothelnik miizeme rozlozit na neprekry-
vajici se trojihelniky, plati pro libovolny mnohothelnik M a jeho
obraz M' v osové afinité s charakteristikou ¢

S(M') = || - S(M).
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Obr. 22

Na zéavér uvedme tii tlohy.

Uloha 2 Ukaste, Ze existuje osovd afinita, kterd pievddi libo-
volny trojuhelnik do trojuhelniku rovnostranného.

Predpokladejme, Ze tloha ma feSeni. Pak v oznacCeni podle
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obr. 23, kde S je stfed strany X Z, plati

IXPY'Q| =60°, |{PY'R|=30°. (4)

Y

Obr. 23

K danému trojaihelniku XY Z a zvolené ose o mtzeme vzdy
rovnostranny trojihelnik na zdkladé podminek (4) sestrojit. Bod
Y’ nélezi jednak mnoZiné m bodd, z nichZz je vidét tsecka PQ
pod thlem 60°, jednak mnoziné n bodi, z nichz je vidét asecku
PR pod thlem 30°. Protoze v jedné poloroviné se kruznicové
oblouky m, n protinaji, miZzeme sestrojit podle obr. 23 trojihelnik
X'Y'Z'. Ze je tento trojuhelnik rovnostranny vyplyva z toho, Ze
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jen v rovnostranném trojihelniku je téZnice osou uhlu, z néhoz
vychézi. Podrobnéjsi zdivodnéni prenechavam ¢tenari.

Uloha 3 Danému trojihelniku vepiste obdélnik, ktery md
thlopricku dané délky.

Ulohu se ndm patrné zpo&atku nedaii vyfesit (obr. 24). Volime-
li napf. polohu bodu Y a sestrojime bod V, nebude ¢tyriahelnik
XYUV obdélnikem.

Pokusme se tedy vyre$it dlohu ve specidlnim pripadé, napf.
je-1i trojuhelnik ABC pravouhly. V tomto pfipadé je reSeni zfejmé
podle obr. 25.

¢ c
Y U Vv 0
U v
4 X ¥ B X B-y

A X Y B

Obr. 26

Na3i Glohu mizeme prevést na zminénou specidlni ilohu vhod-
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nou elaci s osou o, v niz bodu C odpovida bod C’ podle obr. 26,
nebot ze stejnolehlosti h(C', k), h'(C, k) vyplyva,

VU] = VU

Nakonec uvedme velmi zndmou tGlohu, ktera nékolikrat obletéla
didakticky svét, mam vSak dojem, Ze u nés se jiz delsi dobu
neobjevila.

Uloha 4 V libovolném trojihelniku ABC jsou ddny body
A',B',C' tak, Ze plati

(ABC') = (BCA') = (CAB') = -2.

Jakou cdst obsahu trojuhelniku ABC' zaujima vysrafovany troji-
helnik XY Z na obr. 277 ’

C C

Obr. 27 Obr. 28

Vzhledem k tomu, Ze libovolny trojuhelnik mizeme prevést oso-
vou afinitou v trojihelnik rovnostranny a pro obsah trojihelniku
v osové afinité plati vztah (3), miZeme fe$it Glohu pro rovno-
stranny trojahelnik.

V rovnostranném trojihelniku ABC jsou trojahelniky AB'X,
BC'Y, CA'Z shodné a obsah kazdého z nich je roven tietiné ob-
sahu trojihelniku XY Z. To si uvédomime napft. takto. Obsah kaz-
dého z trojuhelniki ABB’, BCC', CAA’' je tfetinou obsahu troj-
uhelniku ABC. Budeme-li pokryvat trojihelnik ABC postupné
témito trojihelniky, bude kazdy z trojahelniki AB'X, BC'Y,
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CA'Z pokryt dvakrat, zatimco trojihelnik XY Z zistava nepo-
kryt (obr. 28). Oznadime-li obsah kazdého z trojihelniki AB'X,
BC'Y, CA'Z pismenem S (v obr. 29 kreslime misto S tecku), je
obsah trojuhelniku XY Z roven 35.

C

A C’ B

Obr. 29

Z konstrukce je dale zfejmé, Ze trojuhelniky AY C', BZA',
CXB' maji obsah 2S. Zbyva tedy uréit obsahy trojuhelniki
AYX,BZY,CXZ.

Vzhledem k tomu, Ze vySka ke strané ZY v trojihelniku
AY Z je dvojnasobkem vysky ke strané ZY v trojuhelniku ZY B
(to plyne z toho, ze C'C’ je téZnice), plati pro obsahy téchto
trojuhelniki

S(AYZ)=2-S(ZYB),
S(XYZ)+ S(AXY) =2 -S(AXY),
nebot trojihelniky ZY B a Y X A jsou shodné.

Je tedy

S(AXY)=S5(XYZ) = 3S.
Pro obsah trojahelniku ABC' tedy plati
S(ABC)=35+3-25+4-35 =21S.
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Obsah trojiahelniku XY Z je sedminou obsahu trojihelniku ABC.
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