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UKAZKA VYUZITI POCITACU PRI VYUCE
PRAVDEPODOBNOSTI NA GYMNAZIU (1)

MicHAL CIHAK

Nutkdni hrdt hazardni hry je tak neodbytné
a samotna hra je tak prijemnd,
Ze pripoustim, Ze to musi byt zlo.
Heywood Brown
1. Uvod

S ndhodnymi jevy se lidé setkavali od nepaméti, avSak teprve stou-
pajici obliba hazardnich her v 17. stoleti zptisobila, Ze zacaly byt
intenzivnéji studovany. Mnozi hraci travili celé dny experimento-
vanim s mincemi, kostkami, nebo ruletou ve snaze nalézt herni
strategie, které by jim umaznily ziskat vyhodu nad soupeii. Casto
se jim podarilo objevit zajimavé zakonitosti, vysvétlit je vsak bylo
nad jejich sily. Pozadali tedy o pomoc vyzna¢né matematiky. Tak
z popudu hazardnich hraéi postupné vznikala teorie pravdépo-
dobnosti, jejiz uziteénost se ukazala i v mnoha dalSich oblastech
lidského Zivota.

P1i vyuce matematiky se vzdy snazime uréitym zptisobem zo-
pakovat v mySlenkach zak cestu historického vyvoje jejich jednot-
livych odvétvi. Prof. Hejny v [Hejn] tuto dilezitou zdsadu nazyva
metodou genetické paralely. V piipadé teorie pravdépodobnosti
se jevi jako velmi vhodné zah4jit vyuku nejriznéjsim experimen-
tovanim s ndhodnymi modely. Cas, ktery ,ztratime“ experimen-
tovanim, se ndm mnohonasobné vrati ve formé mnohem lepsiho
pochopeni teorie, nebot studenti se budou moci ve svych predsta-
vach oprit o praktické zkuSenosti. Jejich poznatky budou nefor-
malni a budou je schopni 1épe aplikovat i pfi feSeni netradi¢nich
uloh.

Tato préce vznikla s podporou grantu MSM 113200008 (CEZ: J13/98:
113200008)
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BohuZel pres veskerou snahu je v béznych hodindch matema-
tiky na gymnéziu na podobné experimentovani jen velmi maélo
¢asu. Osnovy jsou netuprosné a hodinovy pridél nizky. Jistou Sanci
skytaji matematické seminére nebo krouzky, které funguji zvlasté
ve t¥idach se zaméfenim na matematiku. Jejich naplni byva ob-
vykle feSeni obtizné&jsich tloh a priprava studentt k dalSimu studiu
matematiky na vysokych Skolach. Ani zde v8ak ucitel nemize na-
tolik plytvat ¢asem, aby nechal studenty provadét stovky pokust
s kostkami a mincemi. Na§tésti jsme dnes proti nasim predkim ve
vyhodé. VSechny experimenty lze totiz simulovat na pocitaci a pii-
tom muzeme provadét tisice opakovani béhem nékolika sekund.
Studenti si navic na zajimavych ulohach procvi¢i i své algorit-
mické mySleni a programatorské uméni pri tvorbé pocitacovych
programu simulujicich experimenty.

Zasadni vSak je otazka, v jakém programovém prostiedi experi-
menty provadét. Domnivam se, Ze jednou z velmi vhodnych moz-
nosti je pouziti matematického systému Famulus (bliZe viz [Fam])
a to hned z nékolika diivodi. Famulus je pfimo urc¢en pro nejriz-
néjsi matematické a fyzikalni simulace. Zahrnuje v sobé kvalitni
programovaci jazyk syntakticky velmi blizky Pascalu, ale 1épe pfri-
zpusobeny pro numerické vypocty. Navic obsahuje fadu jiz hoto-
vych knihoven funkci, napriklad pro grafické znazornéni vysledki
formou grafti, histogrami, tabulek atd. Studenti se tedy nemusi
zdrzovat programovanim vstupl a vystupti a mohou se lépe sou-
stfedit na vlastni problém. Vlastni zdpis algoritmu je pomérné
kratky a prehledny a d& se snadno modifikovat. Famulus je navic
dobre dostupny, velké mnozstvi stfednich $kol ho vlastni a zkuSe-
nosti s nim jsou velmi dobré.

V dalsi ¢asti ¢lanku bych chtél na jedné zajimavé a pro studenty
stfednich 8kol pomérné obtizné tloze demonstrovat, jak muze
pocita¢i podporovanad vyuka pravdépodobnosti probihat. Jsou
pfitom sledovany t¥i hlavni cile:

Motivace: ReSeni tlohy simulaci na poéita¢i ma vyvolat zajem
o teoretické zdivodnéni experimentdlné dosazenych vysledki.
Déale se domnivam, zZe i dloha sama je dostatecné atraktivni
a dokaze zaky zaujmout.
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Sirsi nadhled: ReSeni jediné tlohy nékolika réiznymi pfi-
stupy umoznuje pochopit souvislosti mezi jednotlivymi prav-
dépodobnostnimi a kombinatorickymi pojmy. Pri studiu ukézko-
vych feSeni se navic mohou naudit mnohym typickym obratim
pouzivanym pri feSeni pravdépodobnostnich Gloh.

Programovani: Snahou je také kultivovat algoritmické mys-
leni pri tvorbé simula¢nich programi.

2. Problém pomichanych kloboukt

V hledisti fotbalového stadiénu stoji skupinka n fanouskt. Ve
chvili, kdy jejich muzstvo vstieli gél, panové radosti vyhodi své
klobouky do vzduchu. Klobouky se ve vétru pomichaji a protoze
jsou si podobné, lehce se stane, ze nékteri z pant zachyti cizi
klobouk misto svého. Urcéete pravdépodobnost p, jevu, Ze zadny
z fanouski nebude mit sviij klobouk.

2.1. ReSeni simulaci na poéitaéi. ReSeni tlohy zah4jime dis-
kusi. Vyzveme studenty, aby se pokusili sami navrhnout experi-
ment jednodus$eji proveditelny nez ,,vyhazovani klobouki“, avSak
stejny z hlediska realizace ndhody. Dame studentiim c¢as na roz-
mySlenou a potom jednotlivé navrhy spoleéné zhodnotime. Je
mozné, ze néktery ze studentl prijde napriklad s timto reSenim:
Provedeme experiment pro pripad m = 10. Na stil si do
rady rozlozime napt. 10 karet, které odpovidaji deseti kloboukim
a oCislujeme je ¢isly 1,2,3,...,10. Potom karty srovname do ba-
licku rubem nahoru, peclivé zamichame a polozime bali¢ek na stiil.
Postupné snimame karty svrchu balicku a pokladame je do rady.
Po vylozeni v8ech karet spolitame pocet téch karet, u kterych se
shoduje jejich pozice v rfadé s ¢islem, které je na nich napsano.
Uvédomme si analogii s na$i ptivodni tlohou. Pocet karet, jejichz
pozice v fadé se shoduje s ¢islem na nich napsanym, odpovida po-
¢tu panu, kteri zachytili sviij klobouk. V pripadé, Ze je tento pocet
nulovy, dostali jsme jev vyhovujici zadani nasi Glohy a zazname-
name si tedy ¢arku. Po provedeni urcitého po¢tu pokusii (feknéme
100) spoéitdme pocet Carek a vydélime ho poétem opakovani ex-
perimentu. Ziskdme tak relativni ¢etnost hledaného jevu v prove-
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deném experimentu. Ta je odhadem skute¢né pravdépodobnosti
hledaného jevu. ZkuSenost nidm pritom napovida, Ze tento odhad
by mél byt tim presnéjsi, ¢im vice provedeme pokust.

Nyni pokracujeme diskusi o vyhodéach a nevyhodach uvedeného
experimentu. Zrejmou nevyhodou je nutnost mnohokrat provadét
¢asové naro¢né michani a snimani karet. Vyzveme tedy studenty,
aby se pokusili stejny experiment nasimulovat na pocita¢i v sys-
tému Famulus. Pfedpokladem je, Ze studenti jiz znaji (alespon ¢as-
te¢né) ovladani systému Famulus a jsou sezndmeni se zakladnimi
programovymi konstrukcemi (ptfikazy IF, FOR, WHILE) a pouzi-
vanim proménnych a poli.

Pro pouziti v nasi tloze je vhodné nejprve vytvorit proceduru
Zamichej (vektor[1 TO n]), kterd generuje ndhodnou permu-
taci prvka 1,2,3,... ,n ulozenych v poli vektor[1 TO n] uvede-
ném v argumentu. Studenti jisté naleznou nékolik riznych algo-
ritmi, kterymi je mozné generovani ndhodné permutace provést.

Je-li procedura Zamichej () pripravena, miiZeme jiz pristoupit
k tvorbé hlavniho programu. Zapis algoritmu naseho experimentu
v jazyku systému Famulus by mohl vypadat naptiklad takto:

Program 1.

------ promé&nné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

n=10; (* délka permutace *)
poc_exp:=10000; (* celkovy polet provaddnjch experimentd *)
INT poc_hledanych; (* udava polet permutaci bez pevného bodu *)
INT carka; (* prom&nna uriujici vysledek experimentu *)
INT vektor[1 TO n]; (* vektor pro ndhodné permutace *)
INT i, j;
REAL rel_cetnost; (* relat. cetnost permutaci bez pevného bodux*)
PROCEDURE Vloz (VAR INTEGER vektor[i:= min TO max])

(* procedura uloZi do pole &isla min, min+1,..., max *)

BEGIN

FOR i:= min TO max DO
vektor[i] :=i;
END;
END;
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PROCEDURE Zamichej (VAR INTEGER vektor[i:=min TO max])
(* ukdzka jednoho z"moZnjch algoritmd - procedura zpermutuje
obsah vektoru tak, Ze nejprve ndhodn& vybere libovolny prvek
vektoru, ten vymé&ni s“poslednim prvkem, dale nadhodn& vybere
jiny libovolny prvek, ale jiZ jen od prvniho do pfedposledniho
prvku a vyméni ho s”pfedposlednim prvkem atd., dokud neprojde
cely vektor x*)

INT i, x, pom; (* deklarace lokdlnich prom&nnjch *)
BEGIN
FOR i:=max DOWNTO min+1 DO (* prochazi odzadu cely vektor *)
x:= 1+trunc(rnd()*(i)); (* pozice nahodn& vybraného prvku *)
pom:=vektor[i]; (* vyména prvkd *)
vektor[i] :=vektor[x];
vektor [x] :=pom;

END;
END;
----------- potatelni hodnoty =— — = == = = = = = = =
pocet_hledanych:=0;
Vloz (vektor[1 TO n]); (* do vektoru vloZzi &isla 1,2,..,n *)
-------------- model = = = == == = « = = = = = =

FOR i:=1 TO poc_exp DO
Zamichej (vektor[1 TO n]); (* nah. permutace pole [1,2,..,n] *)
carka:=1;
j:=1;
WHILE carka=1 AND j<=n DO (* prochazi vygener. permutaci *)
IF vektor[jl=j THEN carka:=0;
END; (* najde-li shodu, neni bez pevného bodu => carka:=0 *)
ji=j+1;
END;
poc_hledanych:=poc_hledanych+carka; (*x pri¥te O nebo 1 *)
rel_cetnost:=poc_hledanych/i; (* d&li poltem provedenjch exp. *)
DISP; (* zobrazi tab. a graf relat. Zetnosti *)
END;

Program si na ukizku okomentujeme obdobné, jako bychom
hodnotili programy studentti. Algoritmus, jimZ je realizovana
procedura Zamichej(), spliiuje podminku, Ze vS8echny mozné
nédhodné permutace maji stejnou Sanci nastat. Jednd se vlastné
o jisty druh realizace ndhodného vybéru bez vraceni, pri¢emz
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kazdy prvek mé v dané chvili stejnou Sanci byt vybran a tedy i
jednotlivé vybéry jsou stejné pravdépodobné. Z hlediska rychlosti
mé algoritmus linedrni Casovou slozitost, nebot prochdzi celé
vstupni pole délky n a konstantni pamétovou slozitost, nebot
pouZziva konstantni pocet lokdlnich proménnych (tfi). Z hlediska
stylu programovani studenty upozornime na mozné pouziti lokalni
proménné i v procedure, ktera zastini globalni proménnou téhoz
nazvu v hlavnim programu. Déle je zde demonstrovano casto
uzivané rizeni prichodu polem prikazem FOR. V naSem pripadé
bylo vyhodné pouzit variantu FOR cyklu se sestupnym krokem a
to kvili jednodussi indexaci.

Hlavni program (ve Famulu je ozna¢ovan ndzvem model) v sobé
obsahuje vnéjsi cyklus realizovany také prikazem FOR. Pocet pri-
chodt timto vnéjsim cyklem odpovida pocétu provedenych experi-
menti, pritom uvnitf cyklu pokazdé prochazime pole délky n. Cel-
kem ma tedy program kvadratickou Casovou slozitost. Pamétova
slozitost programu je linearni, nebot pouzivame jedno pole délky n
a navic jiz jen konstantni pocet proménnych. Za zminku stoji jesté
pouziti prikazu WHILE. Obvykle byva prochazeni pole realizoviano
prikazem FOR, v tomto pripadé je vSak vyhodné prichod polem
ukonc¢it pokud nalezneme prvni shodu, coz lze vyhodné realizovat
pravé WHILE cyklem.

Dodejme jiz jen, Ze po spusténi programu nas systém Famu-
lus vyzve k zadani nazvi proménnych, jejichz hodnoty chceme
vypsat do tabulky a zobrazit v grafu. My zaddme proménné i
a rel_cetnost. Program pfi kazdém prichodu vnéjsim cyklem
FOR vypiSe procedurou DISP dosud provedeny pocet experi-
mentl a jemu odpovidajici relativni ¢etnost experimenti, pii kte-
rych zadny z pani nezachytil sviij klobouk.

Experimentovani s uvedenym programem muze byt pro stu-
denty velmi zajimavé, nebot mohou libovolné ménit podminky
experimentu (délku permutaci a pocet experimenti) a pfitom do-
stanou velmi rychle vysledky i pfi zna¢né vysokém poctu opako-
vani experimentu.

Nyni vyzveme studenty, aby vypocitali odhady pravdépodob-
nosti pro rizné délky permutaci. Vysledkem prace studenti mize
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byt napriklad tabulka 1.

n 2 3 4 )
Pn 0.4938 0.3343 0.3748 0.3651

n 6 7 8 9
Pn 0.3687 0.3663 0.3679 0.3642
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TAB. 1. Pravdépodobnost p,, uréend pocitatovou simulaci.

Nyni si jiz studenti jisté vytvorili dobrou predstavu o povaze
problému, ktery maji feSit a znaji jiz i priblizné vysledky. Je proto
vhodné, aby se pokusili tlohu vyfesit vypocétem. Velkou vyhodou
naSeho postupu je pritom moznost pribézné kontroly spravnosti
reSeni. Vysledky, které studenti ziskaji vypoctem, by se mély,
alespon priblizné, shodovat s experimentem.

2.2. Tvorba matematického modelu. Prvnim tkolem je vy-
tvofeni vhodného matematického modelu dané situace. V této
Casti reSeni je uziteCné vyzvat studenty, aby se pokusili sami
navrhnout, jak tlohu matematicky popsat. Pri nasledné diskusi
zhodnotime jednotlivé navrhy. Urcité néktery ze studentid pri-
jde s ndpadem ocislovat pany i klobouky ¢éisly 1,2,3,... ,n. Mél
by se také pokusit zdivodnit vyhody takového oznaceni. Je totiz
velmi prehledné popsat pocatecni rozmisténi kloboukt usporada-
nou n-tici (vektorem) (1,2,3,...,n) a rozmisténi kloboukid po
promichani popsat néjakou jeji permutaci, pricemz na i-té pozici
vektoru bude ¢islo klobouku, ktery pripadl i-tému panovi.

Napriklad v pfipadé péti pant (n = 5) je poCatetni rozmisténi
klobouki zapsano vektorem (1,2,3,4,5) a po promichdni mizeme
obdrzet tfeba vektor (3,2,5,1,4), ktery znamend, Ze napiiklad
pén ¢islo 1 (prvni pozice ve vektoru) zachytil klobouk ¢islo 3 atd.
Ihned také vidime, Ze pouze péan ¢islo 2 zachytil sviij klobouk,
nebot na druhé pozici vektoru zistalo ¢islo 2. Ostatni panové maji
klobouky cizi.
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Nyni lehce uréime pocéet v8ech moznych rozmisténi klobouki
mezi pany, které mohly vzniknout po promichéni. Ten je roven
poltu vSech permutaci z n prvki, kterych je n!. Ozna¢me déle
rn, polet vSech permutaci z n prvki, ve kterych zadny z prvki
nezistane na své ptivodni pozici, coZ odpovidé naSemu pozadavku,
ze zadny z pani nebude mit po promichéni sviij klobouk. Takovym
permutacim se nékdy rikd permutace bez pevného bodu. Nyni
muzeme hledanou pravdépodobnost vyjadrit vztahem

Tn

Dn = (1)

n!

Aby si studenti vytvorili predstavu o souvislosti mezi po-
¢tem vSech permutaci a poétem permutaci bez pevného bodu,
doporuc¢ime jim, aby zkusili vypsat pro malé hodnoty d¢isla n
(napf. n = 1,2, 3,4) vSechny moZné permutace a mezi nimi vyzna-
¢ili ty, které nemaji Zaddny pevny bod. Zjisténé hodnoty studenti
zapisi do tabulky 2.

Nyni jiz studenti jisté projevi zdjem objevit obecny vztah pro
hodnotu r,. MliZzeme pouzit minimalné ¢tyri rizné postupy pro
uréeni 7,:

vyjadreni rekurentni rovnici

uziti podminéné pravdépodobnosti
pouziti principu inkluze a exkluze
reSeni simulaci na pocitaci

n 1 . > 4
T 0 1 2 9
n! 1 2 6 24
Pn 0 3 3 5

TAB. 2. Poéty permutaci a hodnota hledané pravdépodobnosti p,
uréend na zadkladé vypsani v§ech moznosti
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2.3. ReSeni vedouci k vyjadfeni r, rekurentni rovnici.

Toto feSeni bude patrné studentiim nejblizsi. Nékteri z nich
se urcité zamysli nad posloupnosti ry,72,73,74 s cilem zjistit,
zda mezi jejimi ¢leny neplati néjaké vztahy. Mohli by se pokusit
vyjadrit napriklad ¢len r4 této posloupnosti pomoci predchozich
¢lent a tim nalézt rekurentni vztah.

Ukazme, jaké ivahy nas mohou k reSeni privést. Velmi vhodné
je se v této chvili vratit k redlné situaci. Zajima nas pocet zpisob1i,
jakym si skupina ¢tyf pani muize zamichat klobouky tak, aby
zéddny z pand nemél sviij klobouk. Uvazujme jednu osobu, které
ddme jméno Adam. Adam dorazi se svym kloboukem ke skupince
tfi jinych pant. Nyni mohou nastat dvé moznosti:

a) Kazdy ze tfi pani ma jiny klobouk neZ sviij, viz obrazek 1.
Adam si tedy miiZze vybrat kteréhokoliv z pand a s nim si svij
klobouk vyménit. Tim vznikne skupinka étyr pand, z nichz Zadny
nebude mit svij klobouk. Pritom pocet zpisobt, jimiz si tri
panové mohou zamichat své klobouky, aniZ by kterykoliv mél
svij vlastni, je roven r3. Ten potom nasobime poftem moznosti,
které mél Adam na vybér. Celkem tedy pfipadu a) odpovida 3r3
moznosti.

g::’-—f:_"\)\>\>

OBRAZEK 1. MoZnosti, jak si Adam miize vyménit klobouk
s nékterym ze tfi pant, jestlize kazdy z nich ma cizi klobouk.

b) Jeden ze tfi pant ma svij klobouk a zbyvajici dva maji
jiné klobouky nez svoje (obrdzek 2). Tato situace miiZe nastat
pravé 3r, zpusoby. Potom si Adam musi vymeénit klobouk s tim
panem, ktery ma sviij klobouk. Jediné tak budou mit vSichni étyfti
panové jiné klobouky nez svoje. JelikozZ Adam ma v tomto pripadé
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foORAR

OBRAZEK 2. Jedind moZnost, jak si Adam miZe vyménit klobouk
s nékterym ze tfi pani, jestlize jeden z nich ma svij klobouk
a zbyvajici dva maji cizi klobouky.

pouze jedinou mozZnost vybéru odpovida pripadu b) celkem 37
moznosti.

Jiné mozZnosti nastat nemohou, nebot jinak nemuze vzniknout
skupina ¢tyr pant splhujici podminku, Ze kazdy z nich méa jiny
klobouk nez sviij. Celkem tak dostaneme

r4 = 3r3 + 372

Podobnou tivahu mizeme provést i v obecném pripadé n pani.
Dostaneme rekurentni vztah

rn = (n = 1)ra_y + (n = L)ra_s. 2)

Jestlize (2) vydélime n!, obdrZime

rm n-—1 n-—1 n—1 rp_1 1 r,_9

_— = 1+ ——T,_0 =
n! nl "1 nl "2 n (n—-1)! n((n-2)

Y

¢imz dostavame rekurentni vztah pro hledanou pravdépodobnost

n—1 1
Pn—-1+ —Pn—2, n > 3. (3)

Dn =

n

Daéle je zfejmé, Zze p; = 0 a p2 = 1/2. Na zdkladé znalosti.

pravdépodobnosti p; a p; mizeme pomoci vztahu (3) postupné
pocitat p, pro hodnoty n = 3,4,....

Na tomto misté se objevuje velmi vhodnd pfilezitost dat

studentim moznost znovu uplatnit své znalosti programovani.
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Ulohou je napsat kratky program, ktery na zékladé pocate&nich
hodnot p; = 0,p; = % uzitim rekurentniho vztahu (3) vypiSe
podobnou tabulku jako je napf. tabulka 3.

n 3 4 5 6
Dn 0.33333 0.37500 0.36667 0.36 806
n 7 8 9 10
Pn 0.36 785 0.36 788 0.36 788 0.36 788

TAB. 3. Pravdépodobnost p,, vypoéitané z rovnice (3).

Zajimavé je porovnani tabulky 3 s tabulkou 1, kterou jsme zis-
kali simulaci. Studenti si tak mohou udélat predstavu o presnosti
simulace.

Pohled na tabulku 3 by mél navic studentiim napovédét, jaké by
mohly byt hodnoty pravdépodobnosti pro dal§i mozna n. Vidime,
ze pravdépodobnosti stridavé rostou a zase klesaji, pricemz se zd4,
ze maji tendenci blizit se k néjaké limitni hodnoté. Pokusme se
tuto hodnotu najit.

Z rovnice (3) vidime, Ze plati

1

(pn _pn—l) = ﬁ(pn—2 ‘_pn—l)-

Jestlize oznac¢ime
Un = Pn — Pn—1,
dostavame

1

Vime, ze v = ps — p1 = % Z rovnice (4) dostaneme

Vg = —— ceey vp = (—1)"—-

1 1 1
4.3.2° n!
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Nyni vyuzijeme néasledujici vztah
Pn = (pn "pn—l) + (Pn—1 —Pn—z) S TP (pz - p1) +p1.

Protoze p; = 0, miZeme psat

1 1 1 1
pn=U2+...+'Un‘—‘5!'—-3—!4-5—...-{*(—1)”‘—" (5)
Studenti stfedni Skoly bohuzel jesté neznaji Taylorovy rozvoje
funkci. Pfesto jim miZeme prozradit, ze hodnota vyrazu (5) se
pro n — oo blizi k e™! = 0.3678794.

2.4. ReSeni uZitim podminéné pravdépodobnosti.

Je zajimavé, Ze rekurentni rovnici (3) muizZeme ziskat i jinou
uvahou. Uvazujme skupinu n pani a ozna¢me A,, ndhodny jev, Ze
zéddny z n pani nezachytil sviij klobouk. Déle ozna¢ime R ndhodny
jev, Ze prvni! pan nezachytil sviij klobouk a R’ jev opacny, tj., Ze
prvni pan zachytil sviij klobouk. Potom miizeme pséat

P(A,) =P[A,NQ)=P[A, N (RUR")]
= P[(4n NR)U (An N R')]
=P[A,NR]+ P[A,NR'], (6)
nebot ndhodné jevy R a R’ jsou disjunktni. Tento vyraz je nékdy

formulovan jako tzv. véta o uplné pravdépodobnosti.
Podle definice podminéné pravdépodobnosti miZeme psat

P[A,NR]) = P[4, | RIP(R), P[A.NR']=P[A,|R|P(R).

Pritom P[A, | R] znamené pravdépodobnost jevu, Ze kazdy
z n panl zachyti cizi klobouk za podminky, Ze prvni pan zachytil
cizi klobouk. Podobné P[A,, | R'] zna&i pravdépodobnost jevu, Ze

1Tim myslime pé4na, ktery odpovid4 prvnimu prvku v na¥i ndhodné per-
mutaci.
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kazdy pan zachyti cizi klobouk za podminky, Ze prvni pan zachytil
svij klobouk, coz je v8ak jev nemozny a tedy P[A, | R'] = 0.
Dosadime-li nyni do vztahu (6) dostaneme

P(An) = P[An | R|P(R). (7)
Pritom plati

-1
n

P(R) =2

b

nebot prvni padn muze zachytit jakykoliv z n — 1 cizich klobouk.
Zbyvé vyjadrit pravdépodobnost jevu [A, | R]. Z divodu zjed-
noduseni zapisu ozna¢me tento jev AZ. Piedpokladejme dale bez
1jmy na obecnosti, Ze prvni pan zachytil klobouk napr. j-tého
pana. Oznacme jesté S jev, Ze j-ty pan nezachytil klobouk prvniho
pana a S’ opaény jev, tj. Ze j-ty pan zachytil klobouk prvniho
pana. Podle véty o plné pravdépodobnosti mizeme psat

P(ARY = P[AR N S) + P[AENn 9. (8)

Nejprve uréime P[AR N S]. Predstavme si nasledujici situaci.
Prvni pan ma4 jiz klobouk pridélen a to klobouk j-tého pana. Zbyva
tedy n — 1 panti a n — 1 kloboukt. Pritom j-ty pdn neméa mezi
zbyvajicimi klobouky sviij a souc¢asné klobouk prvniho pana nema
mezi zbyvajicimi pany majitele. Jev [AR N S] nastane prévé tehdy,
kdyz j-ty pan dostane jiny klobouk nez klobouk prvniho péana
a soucCasné kazdy ze zbyvajicich n — 2 pani dostane jiny klobouk
nez svij. Takto popsany jev je totozny s jevem A,_i, Zze zadny
z n — 1 pand nezachytil sviij klobouk. Plati tedy

PlAR NS = P(A.-1).
Nyni uréime P[AR N S']. Z definice podminéné pravdépodob-
nosti dostavame
P[ARN 8" = P[AR | S'|P(S"). (9)

Jev S’, Ze j-ty pan zachytil klobouk prvniho pdna nastane

s pravdépodobnosti —L<, protoZe jeden klobouk je jiz pfidélen
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prvnimu panovi a vybirame tedy jiz jen z n —1 klobouki. Kone¢né
za podminky, Ze nastaly jevy R a S’ zbyva jiz jen n—2 pani an—2
kloboukti, které patfi témto pantim a mohou tedy byt mezi nimi
libovolné promichany. Pravdépodobnost, Ze po tomto promichéani
dostane kazdy z pant cizi klobouk je P(A,_2). Po dosazeni do (9)
dostavame
R ! 1
PlAZ NSl = —7 1P(An_g).
Nyni dosadime do vztahu (8) a obdrzime
1
P(ARY = P(Ap_1) + mP(An_z),
coz dosadime do vztahu (7) a dostaneme

n—1

1
P(A,) = |P(Ap-1) + mP(A"_z) )
takze po upravé

n

P(4) =""1pa, )+ ;lL—P(An_2).

n
Obdrzeli jsme tedy tentyZ rekurentni vztah jako (3).

2.5. ReSeni uZitim principu inkluze a exkluze.

Ukazme nyni studentiim je$té jiny zptisob reSeni tlohy. Nejprve
si v8ak vyslovime jednu v teorii pravdépodobnosti velmi dilezitou
vétu.

Necht A,, A,, ... A, jsou ndhodné jevy? definované na néjakém
pravdépodobnostnim prostoru 2. Potom miZzeme psat

P(OAi> = > P(A)- ) P(AinA4))

1<i<n 1<i<j<n

. Z P(AiﬂAjﬂAk)—...-i—(—l)nJrlP (ﬁ Az) .

1<i<j<k<n i=1 (10)

2N4hodné jevy nemusi byt nutn& disjunktni. Pravé v takové p¥ipadé& je
princip inkluze a exkluze obvykle pouzivin.
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Tento velmi ¢asto pouzivany vztah je nazyvan principem
inkluze a exkluze. Je velmi vhodné si tento vzorec znazornit napr.
pro n = 3 pomoci Vennova diagramu (obrazek 3). Z obréazku
studenti nejlépe pochopi jeho princip a mohou se pokusit dokazat
jej indukei.

OBRAZEK 3. Znézornéni principu inkluze a exkluze ve specidlnim
pripadé n = 3.

Nyni si vysvétlime, jak je mozné vyuzit vzorec (10) pfi reSeni
nasi tlohy. Oznagime A(™ jev, Ze ndhodna permutace n prvki mé
jeden nebo vice pevnych bodl (ma alespon jeden pevny bod). To
je opacény jev k jevu, Ze ndhodnd permutace nemé Zadny pevny
bod. Pro pravdépodobnost opac¢ného jevu plati

pn=1-P(A™M). (11)

Nyni potfebujeme uréit P(A™). Jev A(™ vyjadiime jako
sjednoceni jednodussich jevi A;, Ao, ..., A,

AM = A, UA4,U...UA,,

kde A; je jev: bod 7 je pevnhym bodem ndhodné permutace n
prvki. Tyto jevy nejsou disjunktni a je tedy vhodna chvile pro
pouziti principu inkluze a exluze. Nejprve je vSak nutné vyjadrit
pravdépodobnosti, které ve vztahu (10) vystupuji.
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Plati

_(n-2)
ol

P(A;) pro 1<i<mn, (12)

protoze i-ty prvek musi zistat na svém mistém a permutujeme jiz
jen n — 1 prvki.
Obdobné

(n —2)!

P(A;NAj) = oy

pro 1<i#j<n,

nebot tentokrat i-ty a j-ty prvek musi ziistat na svém misté a tedy
permutujeme jiz jen n — 2 prvkd. Podobné déle, az kone¢né

(]

nebot vSechny prvky musi zistat na svém misté. Nyni jiz dosadime
do (10) a dostavame

P(A™)=1- (") (=2, (”) =3 _ 4 (—1)n+1i'.

2 n!

Po jednoduché upravé obdrzime

1 1 1
M)y —1- — + — _ —1)(n+1)
P(A"™) =1 2!+3! o (=D 5
a konec¢né z (11)
1 1 1 1

coz je vysledek shodujici se s (1).
(Dokonéeni v pFistim cisle.)
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