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NEJEN O VETE LASKERA —
NOETHEROVE O ROZKLADU IDEALU

JAROSLAV HORA

Emanuel Lasker, 1890
Bily: Kc8, Vh7, pc7, erny Ka5, Vc2, ph2. Bily na tahu vyhraje.

Vyhoda bilého tkvi v tom, Ze jeho kral podporuje pésce, ktery
se po ivodnim tahu 1. Kb7 hrozi proménit v ddmu. Proto ¢erny
hraje 1. ... Vb24 2. Ka7 Vc2. Nyni m4 bily prilezitost vytésnit
cerného krale na ¢tvrtou fadu tahy 3. Vh5+4+ Ka4 a po 4. Kb7
Vb2+ 5. Ka6 Vc2 dokonce na radu treti 6. Vh4+ Ka3. Po 7.
Kb6 jiz bily hrozi tahem Vxh2, proto ¢erny opét musi Sachovat
7. ... Vb2+ 8. Kab5 Vc2. Néasleduje odtésnéni ¢erného krale na
druhou fadu 9. Vh3+4 Ka2. Tahem 10. Vxh2! se ukazuje smysl
celého postupu, nebot po 10. ... Vxh2 11. ¢8D prechazi bily
do technicky vyhrané koncovky, v niZ ma rozhodujici materialni
vyhodu.

,Vystup po Laskerovych schodech“ se stal standardnim tech-
nickym prostfedkem mezi hra¢i vy$si Grovné. Nejde tedy o vy-
umeélkovanou zalezitost. Ve studentskych letech jsem mél vice ¢asu
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na prehravani partii, a tak si vzpomindm na dvé partie, kde zna-
lost této studie pomohla Ceskym velmistrim k vitézstvi (partie
V. Jansa — J. Geller, Budapest 1970 a V. Tukmakov — J. Smejkal,
Leningrad 1973).

Autorem studie nebyl nikdo mensi nez nejdéle kralujici mistr
svéta v Sachu, Emanuel Lasker. Narodil se 24. 12. 1868 v Berlin-
chenu, tehdy asi sedmitisicovém méstecku s némeckym, polskym
i zidovskym obyvatelstvem (dnes leZi v Polsku) v chudé zZidovské
rodiné. Traduje se, Ze jiz jako osmilety umél ndsobit dvoumistna
¢isla. Sachy se naucil od starsiho bratra. Stiedni §kolu absolvoval
v Berliné (8lo o redlné gymnézium se zdkladnimi pfedméty mate-
matikou a anglickym a francouzskym jazykem). Reditelem $koly
byl prof. Kewitz, shodou okolnosti i prezident mistniho Sachového
klubu. Diky jemu se zachovalo i zadani pisemnych praci z mate-
matiky, které museli vypracovat abiturienti gymnézia v roce 1888
a tedy i E. Lasker (prelozeno ze [13]):

1. Naleznéte nejvétsi kuZel, vepsany do kulové plochy, a nejmensi
kuZel, opsany kulové plose.

2. Naleznéte spolecné tecny elipsy a koncentrickeé hyperboly se
stegnou délkou os.

3. Sestrojte a trigonometricky vyreste trojihelnik se zdkladnou
¢ = 273 a vyskou h = 156, je-li rozdil zbyvajicich stran a —b =
= Y1.

4. Rozlozte nasledujici vyrazy na parcialni zlomky:

Tx? + Tx — 88 )5:z:3~11:1:2+5:v+4
z3 — 922 + 6z + 56 (x —1)4

A)

Podle Kewitzova svédectvi potiebovali Zaci k vypracovani této
prace asi 5 hodin, zatimco Lasker 2 hodiny. Pak Lasker svého
profesora pozadal o priklad navic (ten se tykal Dioklovy kisoidy),
ktery vyreSil také.

Je tu vS8ak jedna nejasnost. Lasker byl prijat do Skoly o dva
roky vySe neZ jeho vrstevnici, ale gymnazium dokoncil témér ve
dvaceti, zatimco vék ostatnich abiturientid byl 16 — 17 let. Zda
se tedy, ze 3 — 4 roky zfejmé vénoval Sachové hie v berlinskych
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kavarnach. Sachy mu poskytovaly vydélek. Laskertiv $achovy vze-
stup v dalsich letech byl prudky: od prvnich turnajovych vystou-
peni v r. 1889 pres radu vitéznych zapast s prednimi némeckymi
a anglickymi mistry az po vyzvu k zdpasu o mistrovstvi svéta
Wilhelmu Steinitzovi koncem srpna 1893. Pak nésledovala delsi
jednani o podminkich zapasu. Ten zacal v breznu 1894 v New
Yorku, pokrafoval ve Philadelphii a skon¢il 26. 5. v Montrealu.
Lasker v ném zvitézil 12 : 7 a stal se mistrem svéta. Titul pak udr-
zel i v odvetném zéapase, kdy starnouciho Steinitze porazil 12 : 4.
Poté nasledovala pro Laskera doba ,velkych turnaji“, kdy znovu
potvrdil pred Sachovym svétem své kvality. Ziskal materidlni za-
jisténi a — vratil se na univerzitu v Erlangenu, kde v lednu 1902
obh4jil doktorskou disertaci (prace nesla nizev Uber Reihen auf
der Konvergenzgrenze).

Lasker zrejmé mohl volit kariéru mate-
matika, prednasel v r. 1893 na Tulane Uni-
verzity v New Orleans, v r. 1901 na Vic-
toria University v Manchesteru ve Velké
Britanii, ale cely zivot byl profesionalnim
Sachistou. V pomérné dlouhych obdobich,
kdy se nezucastnoval turnaji, se i na-
dale vénoval matematice a filozofii. Nékteré
Laskerovy prace by patrily do matematické
discipliny zvané dnes teorie her, vénoval se rovnéZz matematickému
studiu karetnich her, ale témito zalezitostmi se v8ak nebudeme za-
byvat. Cldnek motivovany jednou z Laskerem studovanych karet-
nich her lze nalézt v [2]. V r. 1902 pak Lasker pfesidlil do USA a
do Némecka se vratil az r. 1907. V r. 1905 vychézi v Math. Anna-
len ¢lanek Zur Theorie der Moduln und Ideale, k jehoZ vyznamu
se jeSté vratime a pokusime se tento Laskeriv prispévek zaradit
do 8irSiho kontextu vyvoje moderni algebry.

Po roce 1907 nastala pro Laskera éra velkych zdpasi, kdy ob-
hajoval titul mistra svéta v Sachu. Své uméni velkého Sachového
psychologa vyuzil snad nejvice v tézkém zapase s Dr. Siegbertem
Tarraschem v r. 1908. Existuje zajimava Ceskd kniha vénované
psychologickym aspektiim Sachové partie [15], v niZ ¢tenaf na-
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lezne podrobnéjsi informace. Zestruénime-li dal$i vyvoj, mizZeme
konstatovat, Zze opravdu vazny soupef vyrostl Laskerovi teprve
v J. R. Capablankovi. Jednédni o zipase s nim prerusila v r. 1914
valka, kterd obecné znamenala velmi téZzké obdobi pro profesi-
onélni Sachisty, a tak k zdpasu mezi témito klasiky Sachové hry
doslo teprve v r. 1921. Lasker ztratil titul mistra svéta, ktery drzel
27 let, kdyZz zapas vzdal za stavu 0 : 4 pfi deseti remizach. AvSak i
poté zistal velice silnym turnajovym hrac¢em a Capablanku doka-
zal pfedstihnout na turnajich v New Yorku 1924 ¢i v Moskvé 1925.
Prisly v8ak i rany osudu, kdy nacisticky rezim zabavil berlinsky
byt rodiny Laskerovych, jejich farmu v Thyrowé a Zivotni Gspory.
Nastala 1éta bez vlasti a Zivotnich jistot. Bez prohry absolvoval
Lasker dokonce je$té i turnaj v Moskvé v r. 1935. Po dal$im turnaji
v Moskvé 1936 byl Laskerovi nabidnut pobyt v Moskvé a ¢lenstvi
v Akademii véd. Lasker tuto nabidku pfijal. Béhem navstévy USA
v r. 1937 onemocnéla Marta Laskerova a nemohla cestovat, takze
oba uz ztstali ve Spojenych statech. Lasker zemrel v New Yorku
v roce 1941.

Jesté dvé zminky o Laskerové vSestrannosti. Spolu s brat-
rem Bertholdem byl autorem divadelni hry Vom Menschen die
Geschichte. Telegram se zpravou od Zeny, kterd mu sdélovala, Ze
tato hra bude brzy uvedena na scéné, obdrzel pry Lasker v pri-
béhu partie s Mexi¢anem Torrem v Moskvé 1925. Tato radostna
zprava vyvedla jindy plné koncentrovaného Laskera natolik z rov-
novahy, ze dobfe stojici partii je$té prohral. Celou kombinaci,
tzv. ,mlynek®, lze najit na Sachové strance ¢asopisu Kvant, 1999,
¢. 2.

Druhé zminka se tyka Laskerova pratelstvi s A. Einsteinem.
Kniha [5] obsahuje Einsteinovu pfedmluvu. Ten v jejim zavéru
dékuje tomu neunavnému, nezavislému a skromnému clovéku za
besedy, kterymi mne obdaroval a zminuje se zaroven o jednom té-
matu vztahujicimu se k teorii relativity, které doklada $iri Laske-
rovych zajmt. Lasker konstatuje, Ze nikdo nema bezprostredni
informaci o rychlosti svétla v absolutné prazdném prostoru, a
pta se, kdo by mohl popirat, Ze tato rychlost je nekone¢né. V uve-
dené predmluvé Einstein s timto ndzorem polemizuje. Laskerovu
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ideu srovnava s pokusem rozetnout gordicky uzel a piSe (prelozeno
z knihy [13]):

Je naprostd pravda, Ze nikdo nemd bezprostredni experimen-
tdlni zkusenost o tom, jak se $iri svétlo v absolutné prdzdném
prostoru. Ale zdroveri nelze vybudovat rozumnou teorii svétla,
kterd by pripoustéla, Ze vyskyt minimdlniho mnoZstvi hmoty v pro-
storu md néjaky podstatny vliv na rychlost Siteni svétla. Dokud
neni zformulovdna takovdto teorie, kterd by byla v souladu s pozo-
rovdnimi optickijch jevi v témér prdzdném prostoru, Zadny fyzik
nepriyme predklidany mu zpusob rozetnuti gordického uzlu a po-
ckd, dokud nebude nalezen pravdivy zpisob.

Einstein srovnava Laskera s Benediktem Spinozou, ktery si za-
jistoval materidlni nezévislost brousenim optickych ¢ocek. Laske-
riav udél byl podle Einsteina tézsi, nebot hra v Sachy zatézuje
mozek. Sachov4 hra prosla za minula desetileti pozoruhodnym vy-
vojem. V posledni dobé jsou k analyzam uzivany pocitace. Laske-
rova studie konéila v pozici K + D : K + V. Programéator Ken
Thompson podrobil koncem osmdesatych let tyto pozice pocita-
¢ové analyze. Na Sachové olympiddé v Soluni v r. 1988 nedokazali
tuto koncovku proti podita¢i v limitu 50 taht vyhrat J. Speel-
man, B. Spasskij a A. Béljavskij. Poc¢ita¢ se branil perfektné a
bylo nutné nacvicit vitézny manévr. Nyni existuje jako komeréni
produkt hamburské firmy ChessBase tiplna databéze péti (a méné)
kamenovych koncovek — vice o tom ve [14]. Zménily se i zdpasy
o titul Sachového mistra svéta: od ,,boxu intelektu“, zdpast jednot-
livel za Laskerovych dob nastal posun k zapasim prednich hraéi,
podporovanych v zakulisi celymi tymy sekundantii, resp. podita-
c¢ovymi programy a databdzemi. Objevy Kasparova a jeho tymu
v jedné varianté sicilské hry byly srovnany s badanim o lidském
genomu.

Nyni se vSak vratme ke zifejmé hlavnimu Laskerovu matematic-
kému dilu, tj. k praci [10]. Tato préce je pro historii matematiky
zajimava tim, Ze se tu objevuje pojem primdrniho idedlu. Celé ob-
last primarnich rozkladi ideali zaznamenala pozoruhodny vyvoj a

i pro Sirokou matematickou verejnost, nikoli jen pro tuzky okruh
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specialisti. Pokusime se ted tento vyvoj popsat.

Ze $kolnich let si dobfe vzpomindme na hledani prvociselnych
rozkladd v oboru integrity celych &sel, napf. 1000 = 23 -
. 53 atd. Obor integrity celych &isel patii mezi obory integrity
s jednoznaénym rozkladem (dokonce jde o eukleidovsky obor
integrity). BohuZel se ukézalo, Ze ne kazdy obor integrity je
oborem integrity s jednozna¢nym rozkladem. Bylo tedy nutné
hledat ,silnéjsi“, ,obecnéjsi“ alternativu. V oboru integrity celych
Cisel se vSak nejsnaze sezndmime s nékterymi zakladnimi pojmy
a ziskdme predstavu o tom, jak se véci vyvinuly.

Buda € Z,a #0, a # £1. Lze psat

(1) a=j-pi"py° ... Pt

kde 7 je jednotka ve smyslu délitelnosti, p; jsou prvoéisla a n; > 0
celd ¢isla pro vSechna i = 1,2, ..., k. Pfipomenme, Ze podmnoZina
I komutativniho okruhu R se nazyva idedlem, jestlize

(i) o€l

(ii) jestlize 7,5 € I, potom téz i+ j € I

(iii) jestlizei € I, r € R, potom r -4 € I.
Definice: Ideal I komutativniho okruhu R se nazyva prvoidedl,
jestlize za,b€ R,a-be I,a¢ I, plyne b € I.

Definice: Ideal I komutativniho okruhu R se nazyva primdrni,
jestlize z a,b € R, a-b € I, a # I, plyne b™ € I pro néjaké
prirozené ¢islo n.

Priklad: Ideél (7) je prvoidedl v (Z,+,.) a samozfejmé jde téz
o primarni idedl. Idedl (10) neni prvoideél. Ideély (72) & (53) jsou
primérni idedly v (Z, +, .).

V jazyce idedld lze psat

(2) (@)= (") ®3*) ...~ (pk*) = @) N (P5*) N... (k)™

Ve studovaném pripadé se zd4a, Ze kazdy vlastni idedl v Z
je mozné zapsat jakozto prinik koneéného poctu primdarnich
idedl. PovSimnéme si, ze kazdému z téchto primérnich ideald
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(p™) je mozno zfejmym zpusobem prifadit jisty prvoidedl, totiz
(p). Vidime, Ze v oboru integrity celych ¢isel je kazdy primdrni
idedl (p™) mocninou prvoidedlu (p) a také je dobie zndmo, Ze
(Z,+,.) je oborem integrity hlavnich ideali. Bohuzel toto neni
pravda vzdy: ne kazdy obor integrity je oborem integrity hlavnich
idedlti a obecné neni ani kazdy primérni idedl mocninou prvoide-
alu. (Kupf. mnozina v8ech polynomii se sudymi absolutnimi ¢leny
v Z[x] tvori idedl, ktery neni hlavni).

Lasker studoval obory integrity polynomt vice neuréitych,
resp. obory integrity konvergentnich mocninnych fad. Ve své préci
[10] pravé v téchto oborech objevil ideu primarnich rozkladt na-
znacenou ve (2). Laskerovy dikazy jsou ovSem velmi kompliko-
vané a vyuziva se tu teorie eliminace a rezultant k tomu, aby
bylo mozné provést indukci na pocet proménnych. Posléze celou
latku prepsala Emma Noetherova v [11]. Ukézala, Ze celou teorii
primérnich rozkladi 1ze vyvodit z maximalni podminky pro ide-
aly. Naznacime, jaky charakter tim teorie ziskala. Slovem okruh
minime v dal$im okruh s jednotkovym prvkem.

Definice: Komutativni okruh R se nazyva noetherovsky, jestlize
splnuje maximéalni podminku pro idealy.

Byly nalezeny i ekvivalentni charakterizace, napr.: Okruh R je
noetherovsky, prdvé kdyZ kazZdy idedl okruhu R je konecné gene-
rovany. Je rovnéz znamo, Ze pokud je okruh R noetherovsky, je i
kaZdy faktor-okruh R/I noetherovsky. Plati také klasickd Hilber-
tova véta o bazi: Je-li R noetherovsky okruh, pak i okruh poly-
nomu jedné neurcité R[z] je noetherovsky. Odtud ovSem indukeci
obdrzime, ze pro kaZdé prirozené n je i okruh R[z,, 2, ...,Tp] no-
etherovsky. Nakonec uvedme, Ze za danych predpokladi o R je
noetherovsky i R[[z]], tj. okruh formalnich mocninnych fad nad R.

Definice: Idedl A okruhu R se nazyva ireducibilni, jestlize A nelze
vyjadrit ve tvaru A = INJ, kde I, J jsou idealy okruhu R, A C I,
Bcl.A#J,B#J.

Priklad: Ideél (7) v oboru integrity celych ¢&isel Z je ireducibilni,
ale ideél (10) je reducibilni, nebot lze psat (10) = (2) N (5).
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Véta 1: KazZdy idedl komutativniho noetherovského okruhu R je
prunikem konecného poctu ireducibilnich idedli.

Dikaz: Ozna¢me M mnoZinu v8ech idedli komutativniho no-
etherovského okruhu R, které nelze napsat jako prinik kone¢ného
poctu ireducibilnich idedl a predpokladejme, Ze M je neprazdna.
Podle predpokladu M spliiuje maximélni podminku pro ideély,
tj. Ml obsahuje maximalni prvek M. Idedl M neni ireducibilni, tj.
M = AN B, kde A, B jsou idedly okruhu R, M C A, M # A,
M C B, M # B. AvSak A\ B# M, tj. A=A 1NAN...NA,,
B=B NB:N...NB,,kde A;,i=1,...,n, B;,i =1,...,m, jsou
ireducibilni idedly okruhu R. Pak idedl M = ANB = A; N A2N
N...NA,NByNByN...N B, je rozlozitelny na prinik kone¢ného
poctu ireducibilnich idedld, coz je spor.

Vidime, ze klasickd ,noetherovska“ teorie rozkladu ideald ma
neprijemnou vadu — dtikazy nejsou konstruktivni.

Pripomenme, ze idedl I komutativniho okruhu R se nazyva
primarnt, jestlize z a,b € R, a-b € I, a # I, plyne b™ € I pro
néjaké prirozené Cislo n.

Lze dokézat, ze v komutativnim noetherovském okruhu R plati,
ze kazdy ireducibilni idedl tohoto okruhu je primérni.

Véta 2: KazZdy idedl komutativniho noetherovského okruhu R je
prunikem konecného poctu primdrnich idedli.

Véta 3 (Lasker — Noetherova): Bud R komutativni noethe-
rovsky okruh. Pak kaZdy idedl I okruhu R lze vyjadrit jako nezkra-

titelny prunik primdrnich idedli Q1,Q2,...,Qk, priCemz prvoide-
aly Py, Ps, ..., P jsou navzdjem ruzné. Pritom ¢islo k a prvoide-
aly P, Ps, ..., Py jsou idedalem I urceny jednoznacné.

Takto vybudovana teorie je sice elegantni, ale vadou je jeji ne-
konstruktivnost. Jak se ma nalézt napt. rozklad néjakého polyno-
miélniho idedlu? Pocet prikladi uvadénych v rznych ucebnicich
algebry je nevelky a celd zalezitost byla dostupna spiSe jen pro
specialisty v oboru. Zdalo se, Ze ani nastup programi pocitacové
algebry jako je kupf. MATHEMATICA ¢i MAPLE situaci nezménil.
Tyto programy jsou zaméieny obecnéji, obsahuji sice i nékteré
»Pribuzné“ vypocty (Grobnerova béize idedlu), ale nepokryvaji
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tyto specializovanéjsi zalezitosti.

Nyni nékolik dobrych zprav. Byly objeveny algoritmy pro na-
chézeni primarniho rozkladu (vice o nich v [4] ¢&i [12]). Déle, tyto
algoritmy byly implementovany do nékterych specializovanych
programu poc¢itacové algebry. Nakonec, nékteré z téchto programi
jsou volné dostupné (tj. bez poplatku). V zavéru tohoto prispévku
naznacime, jak souvisi problematika primarniho rozkladu s rese-
nim soustav polynomidlnich rovnic. UzZiti pocitacovych programi
¢ini tuto oblast matematiky dostupnéjsi SirSimu okruhu zajemci.
Momentéalné asi nejlep§im programem je némecky Singular. Jeho
vyvoj zacal v r. 1984 na Humboldtové univerzité v Berliné, od za-
c¢atku roku 1990 bylo domovské mésto programu piesunuto do
Kaiserslauternu. Program provadi vypocty s polynomy s dirazem
na potreby komutativni algebry, algebraické geometrie a teorie
singularit. Momentalné je k dispozici verze 1.2 a ta ma dodatec¢né
knihovny napf. pro primdarni rozklad idealu.

Priklad: V soufadnicové roviné zobrazte mnozinu bodi M (z,y),
jejichz souradnice vyhovuji soustavé rovnic

z2 —9y? =0
(z+3y)(z+y—-1)=0

(ptijimaci zkousky na Moskevskou statni univerzitu, 1996, fakulta
technologie a podnikéni).

Reseni: A) ,Lidsky“ pfistup k problému by ziejmé vedl pres
rozloZeni (faktorizaci) polynomu na levé strané prvni rovnice.
Psali bychom tedy (z — 3y)(z + 3y) = 0 a ihned bychom nahlédli,
ze puvodni soustava bude mé pravé ta feSeni [z,y], pro néz

I.z4+3y=0 nebo II.z-3y=0Axz+y—-1=0.

V pripadé I. dostdvdme nekoneéné mnoho FeSeni tvaru [—3t,t],

t € R a pri zndzornéni v soufadnicové roviné dostavidme primku
_ _1

y= —'§$.

V piipad§ II. je feSenim dané soustavy jediny bod [2, 1].
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B) Aplikujme teorii Grobnerovych bazi a k vyreSeni zadané
soustavy rovnic vyuZijme napf. program MAPLE. Po nahréani ,ba-
licku“ (package) grobner nechdme vypocitat pfisluSnou Grébne-
rovu bazi a pak uZijeme povel gsolve, ktery soustavu resi pravé
pomoci Grobnerovy béze:

with(grobner);
gbasis([x"2-9*y/2,(x+3*y)*(x+y-1)],[x,y],plex);

[xz— 9y2, 12y2+4xy—x—3y]
gsolve([x"2-9*y2=0,(x+3*y)* (x+y-1)=0],[x,y]);
[[x+3y][x,ry][4x-34y-1]]

Je vidét, ze reSeni bylo nalezeno ,vcelku“ spravné. Namitky
bychom zfejmé méli jen proti ,neestetickému“ zapisu bodu [0, 0]
dvakrat — jednou lezi na pfimce o rovnici z + 3y = 0, podruhé
je uveden zvlast. I vzhledem k tomu, Ze varieta V(z? — 9y2,
(z 4+ 3y)(z+y—1)) je ,slepena® ze dvou ,jednodussich“ atvard
(pfimka a bod), mohlo by byt likavé vyzkouSet ,laskerovsky“
rozklad idedlu I = (z? — 9y?, (z + 3y)(z + y — 1)). V programu
Singular obdrzime naésledujici:

by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \' October 1998
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> LIB"primdec.lib";
> ring r=0,(x,y),Ip;
> ideal i=x2-9y2,(x+3*y)*(x+y-1);
> primdecGTZ(i);
[17:
[1]:
_[1]=x+3y
12]:
_[1]=x+3y
[2]:
[1]:
~[1]=4y-1
_[2]=4x-3
[2]:
_[1]=4y-1
_[2]=4x-3

S programem Singular ziskdme i elektronicky manudl, ktery
niam pomuze se zapisem. Je patrné, Ze nejprve jsme nahrali
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,knihovnu®“ LIB,primdec.lib“; pro hleddni primarniho rozkladu
idealu (zapsany povel vidy zakonéujeme stfednikem). Program
Singular umi pracovat s riznymi obory integrity. Zapisem ringr =
= 0, (z,y) deklarujeme, %e vypofet ma probihat v Q[z,y] a lp
znadi, Zze k usporadani termi bude uzito lexikografické usporadéni.
Déle je nutné zadat ideal i. Posléze mame na vybér hned ze dvou
implementovanych technik pro hledani primérniho rozkladu. Zapis
primdecGTZ(7) znamend, Ze jsme se rozhodli vyzkouSet postup
navrzeny Giannim, Tragerem a Zachariasem. Druhou moznosti je
primdecSY (i), opirajici se o0 metodu navrzenou Shimoyamou a
Yokoyamou.

Objevi se vysledek, ktery interpretujeme tak, Ze idedl ¢ je
prunikem dvou primérnich idedly, ¢ = (z + 3y) N (dy — 1,4z + 3).
V daném pripadé splyvaji primarni komponenty s asociovanymi
prvoidedly. VSe miiZeme precist tak, Ze je mozné reSit dvé soustavy
rovnic urené prvoidedly, atoI. z + 3y =0 nebo II. 4y — 1 =0 A
A4z —3 = 0. Je patrné, ze bychom dostali stejny zavér jako v ¢asti
A).

Je vhodné si v elektronickém manudlu programu Singular
zvolit menu EXAMPLES a déle primary decomposition, nacez
ziskdme dalsi informace o obou metodach. Volbou SINGULAR
libraries a pak primdec_lib se dostaneme k prehledu dal$ich poveli,
obsazenych ve zvolené knihovné (library).

Reste soustavu rovnic (viz [3]):

y-(z—-y+2z —u -1)=0

zy-(z—z +u —1)=0

gz - (-y+z +u +1)=0
z-(x—y+u)=0.

Reseni: A) ,Lidsky“ zptisob feSeni by asi vedl k rozboru
nékolika pripadi:

Lz=0Ay=0

II.z=0Ay-2+u+1=0

Hl.y=0Az =0Az+u =0
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IV.y=0Az +u +1=0Axz+u =0
V.2 =0A2u+1=0A22-3=0Ay-1=0
Viz-y+2z —u —1=0Az—-2 +u +1=0A
AN—y+z +u +1=0Az-y+u =0

a ziskdme tyto obory pravdivosti:

P; = {[0,0,¢,s]},t,s € C
P = {[0,t —s —1,t,s]},t,s €C
Pip = {[~t,0,0,t]},t € C
Prv = {[-t,0,—t - 1,¢]},t € C,

3 1
PV — {[57 1)0) —5]},

Py = {[2,2,1,0]}.

Vysledny obor pravdivosti soustavy (neboli tzv. varieta ¢ alge-

braickd mnozina) je sjednocenim téchto Sesti mnozin. Asi

se vSak

vnucuje otdzka, zda jsme na néco nezapomnéli. Nyni jiZ méame

moznost ,pocitacové” kontroly:

LIB"primdec.lib";

ring r=0,(x,y,z,u),Ip;

ideal a=y*(x-y+z-u-1),x*y*(x-z+u-1),x*z*(-y+z+u+1),x*(x-y
primdecGTZ(radical(a));

Uvedme zde pro usporu mista jen prehled prvoide
primarnich ideéld), ziskanych v programu Singular:

[1]: [2]: [31:

_[1]=y-z+u+1 _[1]=y
_[2]=x _[21=x
[4]: [5]: [6]:
_[1]=z _[1]=u
_[2]=y _[2]=z-1
_[3]=x+u _[3]=y-2

_[4]=x-2

+u);

sla (=

_[1]=z+u+1

_[2]=y
_[3]=x+u

_[1]=2u+1
_[2]=z
_Bl=y-1
_[4]=2x-3
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Vidime, Ze radikal idedlu, ktery zapisujeme y/a, bylo mozno za-
psat jako prinik Sesti prvoidedli, nebot primarni idedly v tomto
pripadé vesmés splyvaji s prislusnymi prvoidealy. To je ve shodé
s jednou vétou z teorie idealli, kterd rika, ze nad kazdym alge-
braicky uzavienym télesem k lze kazdy radikal zapsat jako prinik
koneéného poétu prvoidedli (viz [1]). Tento prinik je nezkrati-
telny v tomto smyslu: je-li I = Jy;NJoN...NJ,, pak pro viechna
1 # 7,475 =1,2,..,n, je J; ¢ J;. Pro nds mé ziskany rozklad
va=(z,y)N{z,y—2 +u +1)N{y,z +u +L,z+u)N{z+
+u,y,z2)N2z -3,y —1,z,2u+ 1)N{x — 2,y — 2,z — 1L,u)
ten prakticky vyznam, Ze vyreSenim odpovidajicich soustav rov-
nic dostaneme jiz znadmé obory pravdivosti P;,Ps,...Pg a tim i
obor pravdivosti P ptivodni soustavy.

Sachové studie E. Laskera mohou byt uZite¢né i fadovym $a-
chistim. Pomérné novou zpravou vsak je, Ze jim objevena teorie
primérnich rozklad® idedlt mize byt diky dostupnosti pocitaci i
rozvoji teorie algoritmi a systémi pocitatové algebry téz uzite¢na
matematiklim, talentovanym stredoskolskym studentim, reSite-
lim MO atd.
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* *x X
MATEMATIKA NAD ZLATO

MAREK VESELY

Byl jednou jeden kral a ten mél tfi dcery. Jednou takhle po
obédé si je dal zavolat a povida: ,,Chci, abyste kazda rekla, jak
mé mate rdda.“ Nejstarsi se zamyslela a rekla: ,Mam té rada jako
Rolls Royce.“ Prostfedni se také zamyslela a povida: ,Mam té
radda jako Michaela Jacksona.“ ,Dobra,“ rekl krél, ,a co ty, moje
nejmladsi a nejslad$i Marusko?“ Maruska vyhrkla: ,Mam té rdda
jako matematiku.“ I tu se kral prevelice rozhnéval, Marusku dal
ze zamku vyhnat a matematiku a ¢isla v celém Sirém kralovstvi
zakazat. Lidé tak kuprikladu pri ndkupu nesméli Zadného dCisla
pouzit, fikali pouze asi tolik latky a ukazovali pritom rukama.
Kdyz platili, dali penize na ruku a prodavac¢ si sam vzal, kolik
chtél. Pokud jste se zeptali, kolik déti nékdo mé, nejspi§ vadm na
prstech ukazal. Lidé se na krale proto hnévali a z kralovstvi houfné
prchali. Kral véas poznal svou chybu a dal Marusku zavolat zpét.
Ta vSak vzkazala: ,Soucet dvou ¢éisel je tisic, rozdil mezi obéma
Cisly je 666. Az mi, taticku, feknete, kterd jsou to Cisla, vratim
se.“ Kral na to priSel i bez svych radci. A co vy, déti?

(Reseni: Jsou to ¢isla 838 a 167)



