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Ulohy o kloboucich

Matis Proner, Antonin Slavik

Abstrakt. Clanek p¥ingsi vybér nékterych tloh, ve kterych trpaslici hddaji barvy svych klo-
boukt a snazi se za pomoci matematiky najit optiméalni strategii.

V poslednich 20 letech jsou v rekreacni matematice velmi popularni dlohy, ve kte-
rych se jisty pocet osob snazi uhodnout, jaké barvy maji klobouky na jejich hlavéach.
Uloha mé mnoho variant lisicich se nap¥. po¢tem barev a osob, skutecnosti, zda osoby
hédaji najednou nebo postupné, zda se vidi vSichni navzajem a zda maji pripadné
k dispozici nékteré dodatecné informace. Nékdy je nasim tkolem najit strategii, ktera
zarudi, ze aspon jedna osoba uhodne barvu svého klobouku. Jindy usilujeme o ma-
ximalni pocet spravnych tipti nebo se snazime maximalizovat pravdépodobnost, ze
vsichni budou tipovat spravné. Nékteré tlohy vyzaduji jen logické uvazovani, v jinych
pripadech je Teseni zalozeno na vyuziti jednoduchych i pokrocilejsich matematickych
nastroju. V ¢lanku predkldadame vybér nékolika tloh o kloboucich. Jisté neni treba
zduraznovat, ze ¢tenar by se mél nad kazdou tlohou nejprve samostatné zamyslet.

Text je inspirovan diplomovou praci [11], kterou sepsal prvni autor pod vede-
nim druhého autora, uvadime vsak i nékteré novéjsi ulohy a vysledky. Stejné jako
v praci [11] jsou vSechna zadani formulovdna jako tlohy o trpaslicich, kterym carodéj
nahodné pridéluje klobouky. V ceské literature se vyskytuji i dalsi odborna pojednéni
o trpaslicich, viz napf. [3].

Ve vsech ulohach predpokladdme, ze trpaslici se mohou predem dohodnout na
vhodné strategii. Poté, co jim ¢arodéj rozdéli klobouky, uz mezi sebou nesmi nijak ko-
munikovat a smi pouze hadat barvy svych kloboukt. Teprve kdyz vsichni oznami sviij
tip, dozvédi se, kdo z nich hadal spravné. Zajimaji nas jen deterministické strategie,
pro které plati, ze po rozdéleni klobouku trpaslikim strategie jednoznac¢né urcuje, jak
budou trpaslici tipovat — nemohou naptiklad hézet kostkou nebo pouzivat generatory
ndhodnych ¢isel (v literatufe lze ovsem najit i dlohy pfipoustéjici nedeterministické
strategie, viz napf. [13], tloha 78).

1. Trpaslici a modularni aritmetika

Nésledujici problém je patrné nejznaméjsi ilohou o hadani barev kloboukt. Lze jej na-
jit napt. ve zdrojich [8], [14]. V ¢lanku [8] je uvedeno, ze tloha patii k matematickému
folkléru, je pomérné stara a neni snadné vypéatrat, kdo je jejim autorem.

Uloha 1.1. V zéstupu stoji 10 trpaslikil. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu nahodné

vy¢aruje ¢erny nebo bily klobouk. Ukolem kazdého trpaslika je uhodnout, jakou barvu
ma klobouk na jeho hlavé, pricemz se 1idi nésledujicimi pravidly:
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e Vsichni trpaslici se sméji divat pouze doptredu a vidi barvy vsech kloboukt pred
sebou.

e Trpaslici hadaji postupné; zaciné ten, ktery stoji na konci zastupu.

Najdéte strategii, ktera trpaslikiim zaruci maximalni pocet spravnych tipa.

Ocislujme trpasliky ¢isly 1, . . ., 10 tak, jak stoji v zastupu za sebou — trpaslik 1 je
vepredu, jako prvni hada trpaslik 10 stojici vzadu. Z barev kloboukt, které vidi pred
sebou, nedokaze ziskat zadnou informaci o barvé svého klobouku. Pokud bude tipovat
nahodné, uspéje s pravdépodobnosti % Mohlo by se zdat, ze trpaslici 1, ..., 9 jsou ve
zcela stejné situaci. Pokud budou vsichni tipovat ndhodné, pak stfedni hodnota poctu
spravnych tipt bude 5, neni vsak zarucen ani jeden spravny tip.

Ve skutecnosti existuje mnohem vyhodnéjsi strategie. Je zalozena na tom, ze tr-
paslik 10 mtze svij tip vyuzit k tomu, aby svym kolegim poskytl informaci o tom, co
vidi pred sebou. Muze jim napriklad prozradit, zda vidi sudy nebo lichy pocet bilych
kloboukt, a to nasledujicim zpusobem: Pokud vidi sudy pocet bilych klobouku, pak
tipuje ,Cernd“, v opacném pripadé tipuje ,bila*“. Nyni je na fadé trpaslik 9, ktery jiz
mé informaci o parité celkového poctu bilych kloboukt na pozicich 1, ..., 9. Z parity
poctu bilych kloboukt, které vidi pred sebou, pak snadno ur¢i barvu svého klobouku.
Dalsi trpaslici postupuji podobné: Trpaslik na pozici k vidi barvy kloboukt na pozicich
1,...,k—1 a znd barvy kloboukt na pozicich k + 1, . .., 9, slySel totiz tipy kolegu
stojicich za nim a vi, Ze tipovali spravné. Z informace o parité celkového poctu bilych
kloboukt pak sprévné urci barvu svého klobouku.?

Popsana strategie zarucuje trpaslikiim minimalné 9 spravnych tipt. Ukazeme, jak
ji preformulovat mirné odlisnym, ale ekvivalentnim zptsobem, ktery bude vyhodnéjsi
pri Feseni obecnéjsi verze tlohy.

Ztotoznime ¢ernou barvu s ¢islem 0 a bilou barvu s ¢islem 1. Déle necht z; € {0, 1}
znaci barvu i-tého klobouku. Podle vyse popsané strategie pak trpaslik 10 ohlasi barvu

(ZL x) mod 2, kde @ mod b znad zbytek z a pfi dgleni b. Kazdy dali trpaslik, jehoz
¢islo je k € {1, ..., 9}, pak vypocitd barvu xj svého klobouku ze vztahu

9 k—1 9
(Z :cz> mod 2 = Z T; + z + Z T; mod 2.
i=1 i=1

i=k+1

| ——
informace od trpaslika 10 vidi pred sebou slySel za sebou

Uloha 1.2. Modifikujme zadani predchozi tlohy tak, Ze misto ¢ernych a bilych klo-
bouki mame klobouky n barev (pfi¢emz trpaslici védi, o jaké barvy jde). Najdéte
strategii zarucujici maximalni pocet spravnych tipt.

Snadno zobecnime Feseni predchozi ulohy. Ztotoznime barvy s ¢isly 0, ..., n — 1.
Necht z; € {0, ..., n — 1} opét znad¢i barvu i-tého klobouku. Strategie bude nyni

Poznamenejme, ze trpaslik si nemusi pamatovat barvy vsech kloboukii, které se nachézeji za nim.
Staci znat pocet bilych kloboukd, resp. jejich paritu.
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fungovat tak, ze trpaslik 10 ohlési tip (Z?:l :Ci) mod n. Kazdy dalsi trpaslik s ¢islem

ke{l1,...,9} pak vypolitd barvu xj svého klobouku ze vztahu
9 k—1 9
(Z :Bi> mod n = Z T; + x + Z T; mod n.
i=1 =1 i=k+1
—_————— ~—— e
informace od trpaslika 10 vidi pred sebou slysel za sebou

Tato strategie opét zarucuje minimalné 9 spravnych tipa.
Ctenaf si snadno rozmysli, ze pokud bychom méli zastup tvofeny ¢ trpasliky, pak
primocaré zobecnéni popsané strategie zaru¢i minimalné ¢t — 1 spravnych tipu.
Nasledujici 1iloha je odlisna tim, ze vsichni trpaslici museji tipovat soucasné a staci,
kdyz aspon jeden spravné uhodne barvu svého klobouku.

Uloha 1.3. Proti sobé sedi dva trpaslici. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu ndhodné
vycaruje ¢erny nebo bily klobouk. Trpaslici pak soucasné hadaji, jaké barvy maji
klobouky na jejich hlavach. Najdéte strategii, ktera zaruc¢i aspon jeden spravny tip.

Zda se, ze kdyz trpaslici museji hadat soucasné, pak jim nezbyva, nez tipovat na-
hodné. V tom pripadé se snadno muze stat, ze ani jeden neuhodne spravnou barvu.
Staci vsak, kdyz se misto toho dohodnou nésledujicim zptisobem: Trpaslik 1 bude ha-
dat stejnou barvu, jakou vidi u svého kolegy, zatimco trpaslik 2 bude hadat opac¢nou
barvu, nez jakou vidi u svého kolegy. Jak tispésna je tato strategie? Pokud maji klo-
bouky stejné barvy (nezdlezi na tom, zda jsou ¢erné nebo bilé), pak trpaslik 1 spravné
uhodne barvu svého klobouku a trpaslik 2 se zmyli. Pokud maji naopak klobouky roz-
dilné barvy, pak uspéje trpaslik 2. Strategie tedy zarucuje vzdy presné jeden spravny
tip.

Ztotoznime-li opét cernou barvu s ¢islem 0 a bilou barvu s ¢islem 1 a pouzijeme

oznaceni x; € {0, 1} pro barvu i-tého klobouku, pak popsand strategie znamens, Ze
trpaslik 1 sézi na to, ze plati (z1 + x2) mod 2 = 0, zatimco trpaslik 2 predpoklad4, ze
(21 + x2) mod 2 = 1. PTi pouziti této formulace dokazeme snadno vytesit nasledujic
obecnéjsi tlohu.
Uloha 1.4. Kolem kulatého stolu sedi 10 trpasliki. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu
vycaruje klobouk, pficemz ndhodné voli z 10 raznych barev (trpaslici védi, o jaké
barvy jde). Trpaslici pak soucasné hadaji, jaké barvy maji klobouky na jejich hlavach.
Najdéte strategii, kterd zaruci aspon jeden spravny tip.

Jako obvykle ztotoznime barvy s ¢isly 0, ..., 9 a a; € {0, ..., 9} bude znadit
barvu -tého klobouku. Déle ozna¢me s = (Zjﬂl :171> mod 10. Tuto hodnotu trpaslici
neznaji, védi vSak, Ze jde o ¢islo z mnoziny {0, . . ., 9}. Trpaslik s ¢islem ¢ € {1,...,10}

bude predpokladat, ze plati s = i — 1. Z barev, které vidi kolem sebe, a z predpokladané
hodnoty s dopocte barvu svého klobouku x; a ohlési ji jako svij tip. Tento tip bude
spravny, prave kdyz trpaslik pouzil spravnou hodnotu s. K tomu dojde u pravé jednoho
trpaslika, strategie tedy zarucuje vzdy pravé jeden spravny tip.

Uvedme jesté jiné zobecnéni tlohy 1.3, které lze najit v [14].
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Uloha 1.5. Kolem kulatého stolu sedi 2n trpasliki. Kazdému z nich ¢aroddj na
hlavu ndhodné vycaruje ¢erny nebo bily klobouk. Trpaslici pak soucasné hadaji, jaké
barvy maji klobouky na jejich hlavach. Najdéte strategii zarucujici maximalni pocet
spravnych tipt.

Pokud se trpaslici sparuji do dvojic a kazda dvojice pouzije strategii popsanou
v Teseni tlohy 1.3, pak pocet spravnych tipt bude vzdy n. Neexistuje zadnéa determi-
nisticka strategie, kterda by zarucila vyssi pocet spravnych tipt. Pro kazdou strategii
totiz plati, ze pocet konfiguraci (tj. rozdéleni barev), kdy trpaslik tipuje spravné, se
shoduje s po¢tem konfiguraci, kdy tipuje Spatné (trpaslik se ¥id{ jen tim, co vid{ kolem
sebe, a zména barvy jeho klobouku nemd 74dny vliv na jeho tip). Pro kazdou strate-
gii tudiz plati, Ze stfedni hodnota poctu spravnych tipt (pri¢emz pramérujeme pres
vSechny konfigurace) je n. To znamend, ze pokud néjaka strategie davé pro néjakou
konfiguraci vice nez n spravnych tipti, pak pro jinou konfiguraci musi davat méné nez n
spravnych tipt.

2. Trpaslici a permutace

Nésledujici tlohu lze najit napt. ve zdrojich [8], [10], [13]. Jde o variantu tlohy 1.2, ve
které mame zaruceno, ze klobouky maji navzajem ruzné barvy.

Uloha 2.1. 'V zéstupu stoji 10 trpasliki. Carodéj mé pFipraveno 11 klobouki riiz-
nych barev (trpaslici védi, o jaké barvy jde) a kazdému trpaslikovi ndhodné pridéli
jeden z nich. Ukolem kazdého trpaslika je uhodnout, jakou barvu ma klobouk na jeho
hlavé, pricemz se ridi nasledujicimi pravidly:
e Vsichni trpaslici se sméji divat pouze dopredu a vidi barvy vsech klobouku pred
sebou.
e Trpaslici hadaji postupné; zaciné ten, ktery stoji na konci zastupu.

Najdéte strategii, kterda maximalizuje pravdépodobnost, ze vsichni trpaslici uhodnou
barvu svého klobouku.

Pokud vsichni trpaslici uhodnou barvu svého klobouku, budeme zkracené rikat,
ze trpaslici vyhraji. Posledni trpaslik pred sebou vidi 9 ruznych barev a vi, ze jeho
klobouk mé nékterou ze zbyvajicich 2 barev. Neméa vsSak zadnou informaci, ktera by
mu napovédéla, o kterou barvu jde. Je tedy ziejmé, ze zadnd strategie nemutze zarucit
pravdépodobnost vyhry vyssi nez % . Ukazeme, ze existuje strategie s pravdépodobnosti
vyhry %

Tentokréat jednotlivé barvy ztotoZznime s ¢isly 1, ..., 11. Déle si predstavime, ze
Carodéj vezme posledni nevyuzity klobouk a polozi jej za posledniho trpaslika (nenf
podstatné, zda to opravdu udéld — jde jen o myslenkovy experiment). Mame tedy
v fadé za sebou celkem 11 klobouki, které mizeme chapat jako permutaci mnoziny
{1, ..., 11}. Tato permutace je bud sud4, nebo lichd; obé moznosti nastavaji s prav-
dépodobnosti % (pro kazdé n plati, ze sudych permutaci n-prvkové mnoziny je stejné
jako lichych). Trpaslici se dopfedu dohodnou, na kterou z obou moznosti vsadi, a této
dohodé pak prizptisobi své tipovani.

Reknéme, 7e trpaslici vsadi na to, ze permutace bude suda. Posledni trpaslik tedy
pri rozhodovani mezi dvéma permutacemi (které se lisi jen transpozici) vybere tu, kterd
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je suda. Predposledni trpaslik vidi barvy pred sebou a divéruje tomu, ze kolega stojici
za nim spravné tipoval barvu svého klobouku. Opét se tedy rozhoduje mezi dvéma
moznostmi, které odpovidaji sudé, resp. liché permutaci klobouki. Trpaslik vybere
prvni moznost a hadani pokracuje podobnym zpusobem déale. Pokud je permutace
sudd, coz nastava s pravdepodobnostl , pak trpaslici vyhraji, v opa¢ném pripadé
posledni trpaslik tipuje chybné a trpashc1 prohrap

Je zajimavé si uvédomit, ze i kdyz je permutace lichd, vsichni trpaslici kromé
posledniho stale tipuji spravné. Domnivaji se totiz, ze barvy jejich klobouku tvori
permutaci, kterd se od permutace odpovidajici skutecnosti lisi jen transpozici na po-
slednich dvou mistech, a podle toho hadaji barvy svych klobouktu. Popsand strategie
tedy zaroven maximalizuje zaruceny pocet spravnych tipt, ktery je 9.

Pokud by nasim cilem bylo pouze maximalizovat zaruceny pocet spravnych tipu,
mohli bychom pouzit strategii popsanou v Teseni tlohy 1.4. Tanya Khovanova si
v ¢ldnku [8] vSima4, Ze tato strategie by ovSem selhala, pokud by ¢arodéj zptisnil pravi-
dla a pozadoval, aby kazdy trpaslik tipoval jinou barvu neZ jeho predchudci (podle [8]
jsou autory této varianty Konstantin Knop a Alexander Shapovalov). Muze se totiz
snadno stat, ze néktery z prvnich deviti trpasliki bude mit na hlavé kloubouk barvy s,
kterou jiz ohldsil desaty trpaslik (napf. pro identickou permutaci vychézi s = (0+ 1+
+...4+9)mod 11 = 45mod 11 = 1). Naproti tomu strategie zalozend na sudych
a lichych permutacich funguje i pro modifikovanou tlohu.

3. Trpaslici a nezavislé mnoziny

Je zirejmé, ze teseni tlohy 2.1 lze snadno zobecnit pro ¢ trpasliki a ¢ + 1 riznobarev-
nych kloboukti. Co se zméni v pripadé, kdy mame ¢ trpaslikt a ¢ + k klobouka? Tato
varianta je rozebrana v ¢lanku [10]. Posledni trpaslik se rozhoduje mezi k 4+ 1 barvami,
které nevidi pied sebou. Zadna deterministicka strategie tedy nemtize mit vyssi prav-
dépodobnost tispéchu nez k+-1 Je mozné této pravdépodobnosti skutecné dosdhnout?

Uvazujme pro ilustraci pripad £ = 2 a ¢t = 2. Trpaslici mohou napriklad vsadit
na to, ze barvy jejich kloboukt odpovidaji nékteré z usporddanych dvojic obsazenych
v mnoziné?

A= {(17 2)7 (27 3)7 (37 4)7 (47 1)} (1)

Pokud tedy napt. druhy trpaslik pred sebou vidi barvu 1, bude tipovat, ze jeho klobouk
ma barvu 2. Jaka je Gspésnost této strategie? Existuje celkem 4 - 3 = 12 zpiisobt, jak
muze carodéj pridélit klobouky dvéma trpaslikam. Ti zvitézi pravé tehdy, kdyz ¢arodéj

zvoli nékterou ze dvojic obsazenych v mnoziné A, coz nastane s pravdépodobnosti
4 _ 1

1 3
Pro k = 2 a t = 3 existuje podobna strategie — trpaslici mohou vsadit na to, ze
barvy jejich kloboukt odpovidaji nékteré z usporadanych trojic z mnoziny

4), (1,4, 3),(1,5,2), (2,1,3), (2,3, 1), (2,4, 5), (2, 5, 4),
(

)
(3,1,5),(3,2,4),(3,4,2),(3,5,1), (4, 1, 2), (4, 2, 1), (4, 3, 5), (4, 5, 3),
(5,1,4), (5, 2, 3), (5,3,2), (5,4, 1)}.

2Vzapéti vysvétlime, jak jsme k této mnoziné dospéli.
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Tti klobouky miize ¢arodéj vybrat 5-4 -3 = 60 zpusoby a mnozina B obsahuje 20 trojic,
pravdépodobnost vyhry je tedy % = %

Jak byla ziskana mnozina B? Je tvorena usporadanymi trojicemi navzajem rtznych
¢isel z {1, 2, 3, 4, 5}, z nichz kazdé dvé se museji lisit aspon na dvou pozicich. Kdyby se
totiz lisily pouze na i-té pozici pro € {1, 2, 3}, pak trpaslik na pozici i na zakladé toho,
co slysel a vidi, nebude schopen rozhodnout, kterou z obou trojic mé zvolit. Mnozina B
by tedy méla byt co nejvétsi mnozina usporadanych trojic navzajem raznych cisel
z {1,2,3, 4,5}, kde se kazdé dvé trojice lisi aspon na dvou pozicich.

Vse se zpiehledni, kdyz problém preformulujeme v feci teorie grafii. Necht Gy 1 je
graf, jehoz vrcholy jsou vSechny usporadané t-tice navzajem ruznych ¢isel z mnoziny
{1, ..., t+ k} (jde tedy o vSechny mozné konfigurace barev kloboukt na hlavich
trpasliku). Pfitom dva vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz se prislusné
t-tice lisi pouze na jedné pozici.

Nés ovsem zajimaji mnoziny t-tic, z nichz kazdé dvé se lis{ aspon na dvou pozicich,
tj. zddné dvé nejsou v Giip i spojeny hranou. Hleddme tedy maximalni nezavislou
mnozinu v tomto grafu.® Nage ivahy shrnuje néasledujici véta.

Véta 3.1. Pro tlohu st trpasliky a t + k riiznobarevnymi klobouky existuje deter-
ministicka strategie s pravépodobnosti vyhry ﬁ , pravé kdyz v grafu G4 1 existuje
nezavisld mnozina o velikosti (t + k) -. ... (k +2).

Diikaz. Uvazujme libovolnou deterministickou strategii. Nechf X je mnozina vSech
konfiguraci, pro které trpaslici pti pouziti dané strategie vyhraji. Pak X je nezavisla
mnozina v grafu G 1, jinak by strategie neurcovala jednoznacné tipy vsech trpasliki.
Celkovy pocet konfiguraci je (t + k) - .. .- (k + 1). Pokud pravdépodobnost vyhry je
k%ﬂ,pak | X| = ﬁ(t—l—k)-...-(k—i—l): (t+k) ...-(k+2).

Necht naopak X je nezdvisld mnozina v G4k . Trpaslici pak mohou vsadit na to,
ze konfigurace barev jejich klobouku lezi v X. Je-li to pravda, pak kazdy trpaslik vi,
jak ma tipovat, a trpaslici vyhraji. V ostatnich pripadech se mohou zachovat libovolné.
Pravdépodobnost vyhry je tedy nejméné

X |

t+k)-...-(k+1)
Pokud specidlné plati | X| = (¢ + k) - ... (k + 2), pak pravdépodobnost vyhry je
nejméné ﬁ 7 tuvahy na zacatku kapitoly vsak vime, ze vyssi byt nemuze. O

Obrézek 1 znazornuje graf G4 o pro tlohu se 2 trpasliky a 4 barvami, tj. t = k = 2.
Vidime, ze mnozina A uvedend ve vztahu (1), kterou jsme vyuzili pii popisu strate-
gie s pravépodobnosti vyhry %, skutecné predstavuje nezavislou mnozinu velikosti 4
v grafu Ggo (existuji v ném ovSem i jiné nezavislé mnoziny stejné velikosti, které
bychom mohli pouzit).

Ctenéf si snadno promysli, Ze vSechny grafy Gotk,r pro k € N maji podobnou
strukturu a obsahuji napt. nezévislou mnozinu {(1, 2), ..., (k — 1, k), (k, 1)} ve-
likosti k. Pro t = 2 trpasliky a jakékoliv & € N tedy existuje optimalni strategie
s pravdépodobnosti vyhry ﬁ

3Je-li G = (V, E) libovolny graf, pak mnozina S C V se nazyva nezavisla, pokud Z4dné dva vrcholy
z S nejsou spojeny hranou.
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Obr. 1. Graf G4, pro tlohu se 2 trpasliky a 4 barvami

Uloze se 3 trpasliky a 5 barvami, tj. piipadu t = 3 a k = 2, odpovida graf G s,
ktery ma 5 -4 - 3 = 60 vrcholt. Obrazek je nepiehledny, proto jej neuvadime. S pouzi-
tim vhodného pocitacového programu vsak velmi rychle najdeme nezavislou mnozinu
obsahujici 20 vrcholu (naptiklad Wolfram Mathematica ma pro hledani nezavislych
mnozin zabudovany piikaz FindIndependentVertexSet). Timto zpusobem byla nale-
zena vyse uvedend mnozina B.

Dale je zajimavé si uvédomit, jakou strukturu mé graf Giyi1, ktery odpovida
tloze 2.1 s t trpasliky a ¢ + 1 riznobarevnymi klobouky. Vime, ze jeho vrcholy jsou
usporadané t-tice navzdjem riznych éisel z mnoziny {1, ..., t+ 1}, pficemz hranami
jsou spojeny t-tice lisici se pouze na jedné pozici. Pokud bychom na konec kazdé t-tice
doplnili chybéjici prvek mnoziny {1, ..., ¢+ 1}, dostaneme pravé viechny permutace
této mnoziny. Hranami budou spojeny pravé ty permutace, které se 1isi na dvou pozi-
cich, neboli permutace lisici se transpozici. Vidime, ze jde o bipartitni graf: V jedné
casti jsou vsechny sudé permutace a ve druhé vsechny liché, pricemz kazdd hrana
spojuje sudou a lichou permutaci. Tento graf ma dvé maximalni nezavislé mnoziny
tvofené viemi sudymi, resp. v8emi lichymi permutacemi; jejich pocty jsou (¢t +1)!/2 =
=(t+1)-...-3. Prok =1 se tedy nase strategie redukuje na strategii zalozenou na
sudych a lichych permutacich, kterou jsme popsali v feseni tlohy 2.1.

Obecné bohuzel neni pravda, ze by pro kazdou dvojici ¢, k € N graf Gy, obsa-
hoval nezgvislou mnozinu o velikosti (t + k) - . . .- (k 4+ 2). Nemusej{ tedy existovat ani
strategie pro ¢ trpasliku a ¢t + k£ riznobarevnych kloboukt s pravdépodobnosti vyhry
k%ﬂ. V ¢lanku [10] je napt. dokdzano, ze pro k = 2 takové strategie existuje prévé
tehdy, kdyz t < 6. Ve stejném zdroji jsou odvozeny i dalsi zajimavé vysledky pro k > 2.
Pro nékteré dvojice ¢, k € N vsak doposud neni znamo, jaka je velikost maximalni ne-
zavislé mnoziny a jak vypada optimalni strategie v pripadé, kdy neexistuje strategie
s pravdépodobnosti vyhry ﬁ

4. Trpaslici a Hammingovy kédy

V této kapitole se zamérime na tulohy, ve kterych nemuseji hadat vsichni trpaslici.
Vyklad je inspirovan ¢lankem [1] a knihou [9].
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Uloha 4.1. U stolu sedi t¥i trpaslici. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu ndhodné
vycaruje ¢erny nebo bily klobouk. Trpaslici pak soucasné hadaji, jaké barvy maji
klobouky na jejich hlavach, maji vSak i moznost mlcet. Najdéte strategii, kterd ma-
ximalizuje pravdépodobnost, Ze aspon jeden trpaslik uhodne barvu svého klobouku
a nikdo netipuje chybné.

Abychom si usnadnili vyjadrovani, budeme Fikat, Ze trpaslici vyhraji, pokud aspon
jeden trpaslik uhodne a nikdo netipuje chybneé.

Nabizi se jednoducha strategie: Jeden trpaslik bude tipovat nahodné, zbyvajici dva
budou mlcet. Pravdépodobnost, ze trpaslici vyhraji, je % Existuje vsak vyhodnéjsi
strategie. Trpaslici si uvédomi, ze pravdépodobnost, ze vSechny klobouky maji stejnou
barvu, je relativné nizka. Pokud tedy trpaslik vidi dvé stejné barvy, pak bude tipovat
opacnou barvu, jinak bude mlcet. Pfi pouziti této strategie mohou nastat dva pripady:

e Vsechny klobouky maji stejnou barvu, tudiz vsichni trpaslici hadaji spatné a pro-
hraji.

e Vsechny klobouky nemaji stejnou barvu. Trpaslik s mensinovou barvou bude hédat
spravné, ostatni trpaslici budou mlcet a vyhraji.

Pravdépodobnost vyhry je tedy g = %. Dokézeme, ze neexistuje zadna jina strategie
s vyssi pravdépodobnosti vyhry. Soucasné tlohu zobecnime pro ¢ trpasliki.

Véta 4.2. Kolem kulatého stolu sedi t trpaslikii. Kazdému z nich carodéj na hlavu
nahodné vycaruje ¢erny nebo bily klobouk. Trpaslici soucasné hadaji, jaké barvy maji
klobouky na jejich hlavach, maji vsak i moznost mlcet. Pak pro jakoukoliv determi-
nistickou strategii plati, ze pravdépodobnost vyhry je mensi nebo rovna HLl

Diikaz. Ztotoznime-li ¢ernou barvu s ¢islem 0 a bilou barvu s ¢islem 1, pak barvy
t klobouktu muzeme chapat jako posloupnost délky ¢ tvorenou nulami a jednickami;
zkracené budeme hovorit o konfiguracich. Pro kazdou deterministickou strategii mu-
zeme sestavit tabulku, kde v prvnim sloupci budou vSechny mozné konfigurace, dalsi
sloupce tikaji, jak pri dané konfiguraci tipuji jednotlivi trpaslici, a posledni sloupec
udava, zda trpaslici vyhraji, nebo prohraji. Tabulka by mohla vypadat napriklad takto:

Konfigurace | Trpaslik 1 | Trpaslik 2 | Trpaslik 3 | Vysledek
000 Spravné mléi spravné vyhra
001 chybné spravné Spravne prohra
010 mléi mléi chybné prohra

Nyni si uvédomme, ze celkovy pocet spravnych tipt v celé tabulce se vzdy shoduje
s celkovym poctem chybnych tipti. Pokud totiz trpaslik pro néjakou konfiguraci tipuje
spravné, pak pro konfiguraci, ve které ma opacnou barvu klobouku, tipuje chybné
(strategie je deterministickd a trpaslik se rozhoduje pouze na zdkladé barev, které vidi
kolem sebe).

Vzhledem k rovnosti celkovych pocti spravnych a chybnych tipa plati, ze na kazdy
fadek obsahujici asponi jeden chybny tip (a nejvysSe ¢ chybnych tipt) bude pripadat
nejvyse t radku s aspoii jednim spravnym a zddnym chybnym tipem (a nejvyse ¢ — 1
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pripadi, kdy trpaslik mléf). Odtud jiz plyne, Ze pravdépodobnost vyhry nepfevysi
hodnotu t_%l

Poznamenejme, ze pocet vyher v poslednim sloupci tabulky bude maximalni, pokud
jsou chybné tipy koncentrovany v co nejmensim poctu radkia a vsechny ostatni radky
obsahuji aspon jeden spravny tip. O

7 predchozi véty plyne, ze strategie pouzitd v tloze 4.1 pro pripad t = 3 je sku-
tecné optimalni, nebot vede k vyhte s pravdépodobnosti 5 = 3. Obecné vsak zatim

nevime, zda pro kazdé t € N existuje strategie s pravdépodobnosti vyhry 1:-%1 Pro
takovou strategii musi platit

1 oCet prohravajicich konfiguraci
1 = pravdépodobnost prohry = P P J2 S & ,

odkud plyne, ze pocet prohravajicich konfiguraci je ti_—tl Jelikoz tento pocet musi byt
celé ¢islo, muze takova situace nastat jediné tehdy, kdyz ¢ + 1 je mocnina dvojky, tj.
plati ¢ = 2™ — 1 pro néjaké n € N. Ukdzeme, ze tato podminka je nejen nutnd, ale
i postacujici.

Véta 4.3. Pro kazdé t ve tvaru 2" — 1 existuje deterministicka strategie pro tilohu
s t trpasliky s pravdépodobnosti vyhry 1:-%1

Diukaz véty je zalozen na tzv. Hammingovych kédech. Zavedme nejprve potiebné
pojmy a znaceni. Obarveni ¢ kloboukt (konfigurace) budeme i nadéle reprezentovat
jako posloupnosti délky ¢ tvorené nulami a jednickami, tedy jako prvky mnoziny

Zt:ZQX...XZQ, kdeZQZ{O,l}
~—_———

t-krat

Pro kazdé dvé posloupnosti z, y € Z5 definujeme jejich Hammingovu vzdalenost pred-
pisem
d(x, y) = pocet pozic, na kterych se x a y lisi.

Plati tedy napr. d(010, 111) = 2. Snadno si rozmyslime, ze Hammingova vzdélenost je
metrika na Z5.

Jednotkovou kouli se stfedem z € Z4 budeme rozumét mnoZzinu B(z) =
= {y € Z&: d(x, y) < 1} tvofenou vSemi posloupnostmi y, které se od x lisi nej-
vyse na jedné pozici. Jednotkova koule tedy obsahuje pravé ¢ + 1 prvkau.

Definice 4.4. Hammingtv kéd v Z% je mnoZina {x1, ..., zx} C Z&, pro kterou
plati, ze B(z1), . .., B(x) jsou disjunktni koule spliiujici B(z1) U. ..U B(xy) = Z5.

Napiiklad dvojice {000, 111} pfedstavuje Hammingiv kéd v Z3; piislusné dvé
disjunktni koule jsou znédzornény na obrazku 2.

Pokud {1, ..., zx} je Hammingav kéd, pak plati k = ti—tl, protoze Zk obsahuje
2¢ prvki a kazda jednotkova koule mé t + 1 prvki. Odtud je ziejmé, ze Hammingtv
kéd muze existovat jen tehdy, kdyz ¢t = 2™ — 1 pro néjaké n € N.

Déle si vSimnéme, Ze pokud i # j, pak d(z;, z;) = 3. Kdyby totiz platilo
d(w;, x;) = 2, existoval by prvek z € Zi takovy, ze d(z;, z) = 1 a d(z, z;) = 1,
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Obr. 2. Mnozina Z3 odpovida vrcholim trojrozmérné krychle, které jsou pokryty dvéma
jednotkovymi koulemi se stfedy 000 a 111; kazd4 z nich ma 4 prvky

tj. z € B(x;) N B(x;), coz je spor s disjunktnosti kouli. Stejné tak je zfejmé, Ze nemuze
platit ani d(z;, z;) = 1.

Nyni muzeme pristoupit k popisu strategie pro tlohu s ¢ trpasliky za predpokladu,
7e mame k dispozici Hammingiiv k6d H = {zy, . ..,z } C Zb.

Pripomenme, ze kazdy trpaslik vidi barvy kloboukt vSech svych kolegti a nezna
pouze barvu svého klobouku. Rozhoduje se tedy mezi dvéma konfiguracemi, které se
lis{ pouze na jedné pozici a maji Hammingovu vzdalenost 1. Strategie je nasledujici:
Pokud jedna z konfiguraci je souc¢dsti H (obé byt nemohou), pak trpaslik zvoli opacnou
konfiguraci, jinak bude mlcet.

Ctenaf si mize rozmyslet, 7e prot =3 a H = {000, 111} se tato strategie shoduje
s dfive popsanou strategii s pravdépodobnosti vyhry % (viz TeSeni tilohy 4.1). Jakd
je jeji uspésnost v obecném pifpadé? Necht z € Z§ je skutecnd konfigurace popisujict
barvy kloboukd. Mohou nastat dvé moznosti:

e x € H. Kazdy trpaslik se rozhoduje mezi x a dalsi konfiguraci y € B(z), zvoli y,
tudiz tipuje chybné a trpaslici prohraji.

e x & H alex € B(x;) prongjakéi € {1,. .., k}. Trpaslik, ktery se rozhoduje mezi =
a x;, zvoll x a tipuje spravné. Vsichni ostatni trpaslici se rozhoduji mezi x a dalsi
konfiguraci, ktera nepatii do H, tedy ml¢i. V tomto pripadé trpaslici vyhraji.

Tento rozbor ukazuje, ze

2t
T 1
ravdépodobnost prohry = P(z € H) = &L = —
pravdép prohry = P( )= 5 =
a tedy pravdépodobnost vyhry je HLl , coz jsme chtéli dokézat. Zbyva vsak jesté ukazat,

Ze prot = 2" —1, kde n € N, existuje Hammingiv kod v Zk. Nésledujici véta ukazuje,
jak jej zkonstruovat.

Véta 4.5. Necht t = 2™ — 1, kde n € N. Pak mnozina H vsech posloupnosti
x1 ... x¢ € ZY spliujicich

0 0 0 1 0
xr1 D : To D : r3D...D : Ty = : R

0 1 1 1 0

1 0 1 1 0
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kde ve sloupcich jsou dvojkové zapisy cisel 1, . ..t a operace & je scitani vektori po
slozkdch modulo 2, tvori Hammingiv kéd v Z.

Necht naptiklad n =2 a t = 2" — 1 = 3. Pak rovnost

(1) 2o (o) =0 () = )

plati pouze pro xjzaxs = 000 a zixoxs = 111, tj. H = {000, 111} je Hammingtuv kéd
v 73.

Proc¢ funguje popsana konstrukce Hammingova kédu v obecném pripadé? Pro kaz-
dou posloupnost 7 . . . x; € Z vektor

0 0 0 1

: xr1 D : To D : r3D...D : Tt

0 1 1 1

1 0 1 1
predstavuje dvojkovy zépis jistého ¢isla s € {0, . . ., t}.

Podle definice H plati 1 ... x; € H, pravé kdyz s = 0. Pokud naopak s # 0,

pak x1 ... xy € H a existuje pravé jeden vektor y; ... yr € H takovy, zZe
d(xy ... 24, y1 ... yr) = 1; jde o vektor lisici se od z1 ... 24 na s-té pozici. Ve

vyse uvedeném souctu totiz zména x, zpusobi pri¢teni nebo odecteni vektoru s dvoj-
kovym zépisem ¢isla s, ¢imz se souCet vynuluje (a zadny jiny vektor tuto vlastnost
nema).

To znamena, ze kazda posloupnost =1 ... x; ¢ H lezi v pravé jedné jednotkové
kouli, jejimz stfedem je prvek mnoziny H. Ovérili jsme, ze H je Hamminguv kéd.

Tuto kapitolu zakon¢ime nékolika poznamkami. Hammingovy kdédy jsou samo-
opravné kédy vyuzivané v telekomunikacich a informatice; objevil je Richard W. Ha-
mming v roce 1950, kdyz se zabyval opravami chyb pri ¢teni dérnych stitka.

Uloha 4.1 pochézi od Todda Eberta, objevila se v ponékud odlisné formulaci v jeho
doktorské disertaci [4] obhdjené v roce 1998. Ulohu nésledné zpopularizovala Sara
Robinson, kterd o problému napsala ¢ldnek do The New York Times [12]. Souvislost
s Hammingovymi kédy pro ¢ = 2™ — 1 objevil Elwyn Berlekamp, kdyz se o problému
dozvédeél od Petera Winklera. Jaka je situace pro jiné hodnoty 7 Optimalni strategie
pro t = 2™ vypada tak, ze vybrany trpaslik vzdy mléi a ostatni se 1idi strategii pro
2™ — 1 trpaslikti. Pro jiné hodnoty ¢ = 10 neni zndmo, jaké je optimdlni strategie. Pro
velkd t vsak existuji strategie s pravdépodobnosti vyhry blizké k t% . Dalsi podrobnosti
lze najit v ¢lanku [1]. Tam se lze docist také o varianté tlohy s klobouky vice barev
a varianté, kde trpaslici nesmi mléet a pozaduje se, aby nadpolovi¢ni vétsina tipovala
Spravné.

5. Trpaslici a teorie grafu
Carodéj mize zkouset riizné zpusoby, jak trpaslikiim znepifjemnit zivot. Pokud jsou

nuceni tipovat vsichni najednou, nemohou si navzajem zprostredkovat informace o tom,
co vidi. V tlohéach, kde trpaslici stoji v zastupu, zase predstavuje dalsi komplikaci
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skutecnost, ze se nevidi vSichni navzajem. Co kdyz ¢arodéj vyzkousi obé omezujici
podminky soucasné?

Uloha 5.1.  Kolem skaly stoji ¢ trpasliki.. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu ndhodné
vycaruje ¢erny nebo bily klobouk. Ukolem kazdého trpaslika je uhodnout, jakou barvu
ma klobouk na jeho hlavé, pricemz trpaslici hadaji soucasné, kazdy se smi divat jen
dopredu a vidi pouze svého nejblizsiho souseda ve sméru pohybu hodinovych rucicek.
Najdéte strategii, ktera trpaslikiim zaruci aspon jeden spravny tip.

Ocislujeme trpasliky cisly 1, . .., ¢ tak, jak stoji za sebou ve sméru pohybu hodi-
novych rucicek; mizeme zacit u libovolného trpaslika.

Strategie muze vypadat néasledovné: Trpaslik 1 bude vzdy tipovat stejnou barvu,
jako ma klobouk na hlavé souseda, kterého vidi. Kazdy dalsi trpaslik bude tipovat
opacnou barvu, nez mé klobouk na hlavé souseda, kterého vidi.

Proc¢ tato strategie funguje? Predpokladejme, Ze vSichni trpaslici tipuji chybné.
Pak trpaslik 1 mé jinou barvu nez trpaslik 2, trpaslik ¢ ma stejnou barvu jako trpaslik
i1+ 1 pro kazdé i € {2,...,t— 1} a trpaslik ¢ mé stejnou barvu jako trpaslik 1, coz
je spor.

Kdyby trpaslici nestali v kruhu, ale v zastupu, pak jim zadna deterministickéa
strategie nezaruci ani jeden spravny tip. Dokazeme rovnou obecnéjsi tvrzeni. Uvazujme
orientovany graf GG, jehoz vrcholy jsou trpaslici a hrana z x do y znamen4, ze trpaslik x
vidi trpaslika y (miZeme si napi. predstavit, Ze trpaslici jsou v lese a ve vyhledu jim
bran{ stromy).

Véta 5.2. Pokud trpaslici hadaji soucasné, pak deterministicka strategie zarucu-
jici aspon jeden spravny tip existuje pravé tehdy, kdyz graf viditelnosti G obsahuje
orientovany cyklus.

Diikaz. Pokud G obsahuje cyklus, mohou trpaslici v tomto cyklu pouzit strategii z fe-
Seni tlohy 5.1, ktera jim zaruci aspon jeden spravny tip; ostatni trpaslici mohou tipovat
libovolné.

Necht naopak G je acyklicky. Ukézeme, Ze pro jakoukoliv strategii existuje konfi-
gurace barev, pri které ani jeden trpaslik netipuje spravné. Z teorie grafu je zndmo,
ze vrcholy acyklického grafu G muzeme oznacit Cisly 1, ..., ¢ tak, aby kazda hrana
vedla z vrcholu s mensim éislem do vrcholu s vétsim ¢islem (jednd se o tzv. topologické
usporddani grafu).

Trpaslik ¢ nevidi zadného jiného trpaslika, strategie tedy musi pevné predepiso-
vat, jakou barvu bude hadat (nezavisle na konfiguraci barev). Pritadime mu klobouk
opacné barvy. Dale pokracujeme indukci. Predpokladejme, Ze trpaslici 4, . . . , t jiz maji
pridélené klobouky. Trpaslik ¢ — 1 nevidi klobouky trpaslika 1, ..., 7 — 1, strategie
tedy musi jednoznacné urcovat, jakou barvu bude tipovat, pouze na zakladé barev
kloboukt trpaslikti ¢, ... , ¢t. Pritadime mu opét klobouk opac¢né barvy, nez jakou
predpovida zvolena strategie. Postupné tak dojdeme az k trpaslikovi 1. Tim jsme nasli
konfiguraci, pro kterou vsichni tipuji nespravneé. O

Pokud se trpaslici mohou otacet, pak pro kazdou dvojici trpasliki plati, ze kdyz x
vidi y, pak také y vidi z. V takové situaci lze pracovat s neorientovanym grafem G,
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pricemz trpaslici opét predstavuji vrcholy a hrany udévaji, kteri trpaslici na sebe
navzajem vidi.

Uloha 5.3. Pokud trpaslici hiadaji soucasné a graf viditelnosti G je neorientovany,
jaky je maximalni pocet zaruc¢ené spravnych tipu?

Staci najit maximalni parovani v grafu G, tj. co nejvétsi mnozinu hran, z nichz
zadné dvé nemaji spolecny vrchol. Pro kazdé dva sparované trpasliky pak pouzijeme
strategii z Feseni tlohy 1.3, ktera zaruci, ze v kazdém paru bude prave jeden trpaslik ha-
dat spravné. Zbyva jesté dokazat, ze zadnd deterministicka strategie neni vyhodnéjsi.
Dtikaz neni zcela elementarni a opira se o Tutteovu-Bergeho vétu, kterd charakterizuje
maximéln{ parovani. Detaily lze najit napf. v ¢lanku [2] nebo v knize [6], ze kterych
jsme v této kapitole cerpali. V téchto zdrojich jsou uvedeny i dalsi pékné vysledky pro
tlohy, kde trpaslici hadaji souc¢asné a informace o viditelnosti je popsdna grafem.

6. Trpaslici a axiom vybéru

V ¢lanku [5] a v knize [6] je uvazovan i ptipad, kdy trpaslikii je nekoneéné (spocetné
nebo nespocetné) mnoho. Pfedpoklddejme, Ze carodéj jim pridéli ¢erné a bilé klobouky.
Kazdy trpaslik vidi vsechny ostatni, trpaslici hddaji soucasné, nikdo nesmi mlcet.

Snadno vymyslime strategii, kterd zaru¢i nekonecny pocet spravnych tipa: Pokud
trpaslik vidi nekonecny pocet cernych kloboukt, hadd c¢ernou, jinak bilou. Pokud je
¢ernych kloboukt nekone¢né mnoho, pak vsichni trpaslici s ¢ernym kloboukem hadaji
spravné. V opacném piipadé musi byt nekoneéné mnoho bilych kloboukt, vsichni
trpaslici tipuji bilou a vsichni s bilym kloboukem tedy hadaji spravné. U této strategie
ovSem muze snadno dojit k tomu, Ze i chybnych tipt je nekoneéné mnoho (dojde
k tomu, kdyz bilych i ¢ernych klobouku je nekoneéné mnoho).

Yuval Gabai a Michael O’Connor vsak dokéazali existenci jiné strategie, ktera za-
ruci, ze pocet chybnych tipt je vzdy konecny. Dvé konfigurace barev kloboukt na
hlavach trpaslikti prohladsime za ekvivalentni, pokud mnozina trpaslika, ktefi maji
v obou konfiguracich odlisné barvy, je konecna. Tato relace je skutecné ekvivalenci —
je reflexivni, symetricka a tranzitivni. Mnozina vsech moznych konfiguraci se tedy roz-
pada na tridy ekvivalentnich konfiguraci. Trpaslici vyberou z kazdé tiidy ekvivalence
po jedné konfiguraci a sestavi tak mnozinu konfiguraci A — k tomu je zapotiebi axiom
vybéru. Strategie je pak jednoducha: Kazdy trpaslik z toho, co vidi kolem sebe, po-
zna, v jaké tiidé ekvivalence lezi konfigurace vybranad carodéjem. Najde konfiguraci
z A, kterd lezi ve stejné tridé, a tipuje barvu svého klobouku podle této konfigurace.
7 definice ekvivalentnich konfiguraci je pak zaruceno, ze pocet chybnych tipi bude
koneény.

Poznamenejme, ze pouziti axiomu vybéru nebo podobného tvrzeni se nelze vy-
hnout, viz [5]. Existuje i strategie, pro kterou plati, ze bud vSichni hadaji spravné,
nebo se vSichni myli. Detaily 1ze dohledat ve vyse citovanych zdrojich, pripadné v ba-
kalaiské praci [7].

Podékovani. Autofi dékuji RNDr. Vladimiru Sviglerovi, Ph.D., za mnozstvi cen-
nych pripominek k textu.
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