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MATEMATIKA

Tri definicie elipsy a ich nazorné prepojenie

Viera C’erﬁanova’, Pedagogickd fakulta Trnavskej univerzity, Trnava

V tomto prispevku vlozime elipsu spolu s ostatnymi kuZzeloseckami
do historického kontextu. Predtym si pripomenieme tri definicie elipsy,
s ktorymi sa moéZeme stretnit v matematike na vy$Som stupni vzdelava-
nia. Sa odvodené od réznych vstupnych geometrickych konfigurécii.

1. Elipsa je uzavreta rovinna krivka, ktora je prienikom rotacnej kuze-
Tovej plochy a roviny neprechadzajucej vrcholom tejto plochy.

2. Elipsa je mnozina bodov v rovine, ktoré maji rovnaky sucet vzdiale-
nosti od dvoch pevnych bodov leziacich v tejto rovine

3. Elipsa je mnozina bodov v rovine uréenej bodom a priamkou, ktora
nim neprechédza, pricom body elipsy maja rovnaky pomer vzdiale-
nosti e < 1 od tohto bodu a priamky

KuzZelosecky v starogréckej matematike

Pociatky teorie kuzeloseciek lokalizujeme do starovekého Grécka. Cas-
to sa spajaji s menom Apollonius z Pergy (262-190 p.n.l. av8ak uz
sto rokov pred nim objavil Menaechmus (380320 p.n.l.) pri rieSenf iného
problému parabolu a hyperbolu Usudzuje sa, ze Menaechmus objavil
tiez elipsu a rozvinul teoriu kuzeloseciek, ktorym sa vdaka tomu hovo-
rilo aj Menaechmove krivky. V dobe pred Apolloniom $tudovali kuzelo-
sefky a ich vlastnosti aj dalsi grécki ufenci ako Aristaeus Starsi (370
300 p.n.l.), Euklides z Alexandrie (asi 325-270 p.n.l.) ¢i Archimedes zo
Syrakuz (287-212 p.n.l.) [3] [ [7].

V ponimani starogréckych matematikov sa kuzel vytvéaral rotaciou
pravouhlého trojuholnika okolo jednej odvesny. KuZelosecky boli rezmi
kuzelovej plochy (plasta) rovinou kolmou na generujuacu usecku, ¢ize na

D Tieto body volame ohniskd elipsy, uvedeny stcet je dizka hlavnej osi elipsy.

2)Dany bod je ohnisko, priamka je urcujica (riadiaca) priamka elipsy, &islo e je
excentricita.

3>Ziv0topisné adaje uvedené v tomto prispevku ako i niektoré zaujimavosti sme
Cerpali z online encyklopédie Wikipédia a overovali v citovanych zdrojoch.

4)Menaechmus objavil parabolu a hyperbolu ako vedlajsf produkt, ktory vyuzil pri
rieSeni delfského problému zdvojenia kocky.
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hranu kuzela. Vzniknuté kuzelosecka mala nézov podla velkosti uhla pri
vrchole kuZel'a: pravouhld, ostrouhld alebo tupouhld (obr. Klasifikécia
bola teda odvodena inak, nez ju robime v stucasnosti. Sucasné klasifi-
kéacia sa odvija od velkosti uhla, pod ktorym pretina rovina hranu tej
istej kuzelovej plochy, ako sme uviedli v definicii 2 prispevku [I]. Zod-
povedajicu definiciu elipsy [I] ndjdeme tiez v prvej Casti tohto ¢lanku.
Poznamenajme, Z%e tupouhla kuzelosecka (hyperbola) ako rez plasta ro-
ta¢ného kuZela rovinou nemala vo svojich starogréckych pociatkoch dve
Casti, ale iba jednu.

Obr. 1: Zlava: pravoouhla, ostrouhla a tupouhla kuZzel osecka

Apollonius zhrnul a vyznamne rozsiril dovtedajsie poznatky o kuze-
Toseckach v dsmich spisoch, z ktorych prvé Styri sumarizuja a doplhaja
styri Euklidove knihy o kuZeloseckdch a objavy inych Apolloniovych
predchodcov, dalsie §tyri st Apolloniovym autorskym prinosom. Velky
geometer, ako ho nazvali, vyznamne zovSeobecnil teoriu kuZeloseciek,
ked namiesto rota¢ného kuzela uvazoval neohrani¢eni kuzelovi plochu,
& uZ rotaénu alebo Sikmi. Této plocha vznikla v Apolloniovom poni-
mani ako mnozina bodov pozostavajtuca z priamok prechadzajucich da-
nym pevnym bodom a dotykajucich sa danej kruznice, ktora s tymto
bodom nelezi v tej istej rovine. Apollonius pouzil vo svojich spisoch
nazvy, pod ktorymi pozname kuZzelosecky dnes: parabola (pravouhla),
elipsa (ostrouhld) a hyperbola (tupouhla kuZelosecka). Kruznicu pova-
zoval za samostatny typ kuZelosecky, nie za Specidlny pripad elipsy. Bolo
mozné vytvorit ju dvomi spdsobmi: ako priesecnicu rotacnej kuzelovej
plochy a roviny rovnobeznej s rovinou generujtcej kruznice, alebo ako
priese¢nicu Sikmej kuZzelovej plochy a vhodnej roviny. Apollonius tiez zis-
til, Ze hyperbola ma dve €asti simerné podla vrcholu kuZelovej plochy,
a nazval ich vetvy. Apollonius si bol vedomy — a podla terajsich odbor-
nikov aj vedel dokazat, no uplné dokazy sa nezachovali — Ze definicie
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uréuji ta istd rovinnu krivku, elipsu. Pritom kuZelosecka je prie-
nikom kuZzelovej plochy a roviny (Apl.), ¢o zodpoveda nasej definicii
V spomenutych spisoch najdeme:

Ap2. Sucet ohniskovijch vzdialenosti (t. j. vzdialenosti od ohnisk) lubo-
volného bodu elipsy sa rovnd dizke hlavnej osi. ([4], Proposition 73,
spis II1. 51, 52)

Ap3. V reguldrnej kuzelosecke je vzdialenost od pevného bodu (ohniska)
dmernd vzdialenosti od pevnej priamky (riadiacej priamky). Tento
pomer vzdialenosti nazjvame excentricita (vystrednost). ([3, s. 119])

Grécki matematici pokracovali v §tiadiu kuzelosediek aj v nasledujtcich
storoc¢iach. Vyraznejsie stopy v tejto oblasti zanechal pol tisicroc¢ia po
Apolloniovi jeho obdivovatel Pappus z Alexandrie (290-350 n.l.).

Vel'mi struény pohl'ad do neskorsich obdobi

Arabski matematici sa v X. storo¢i intenzivne zaoberali zostrojenim
a overovanim néastroja, ktorym by bolo mozné konstruovat kuzelosecky
spojitym spo6sobom, nie bod za bodom — ¢ize podobne, ako sa rysuja
kruznice pomocou kruzidla [6].

Kuzelosecky a pridruzené telesa (elipsoid, paraboloid, hyperbolo-
id, ...) sa vdaka svojim vlastnostiam dostali do centra zaujmu v optike,
astronomii a inych exaktnych vedach, ale aj v umeni. Medzi osobnostami
renesan¢nej Eurdpy, ktoré vyznamne prispeli k pokroku v tejto oblasti,
vynika Leonardo da Vinci (1452-1519) & Johannes Kepler (1571-1630).

Sedemnaste storo¢ie zaznamenalo nastup a rozvoj projektivnych me-
tod, ktoré sa nadalej dynamicky rozvijaja. Tieto metody ovplyvnili aj
pohlad na kuZzel'osecky. Philippe de la Hire (1640-1718) bol jednym z pr-
vych matematikov, ktori povazovali kazdu regularnu kuzelosecku za ob-
raz kruznice pri vhodne zvolenom premietani.

Dandelinove sféry

V roku 1822 zverejnil franctzsko-belgicky matematik a bansky inzi-
nier Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) nazorny pristup umoziujuci
elegantne dokazat Apolloniove tvrdenia [2 8]. S podobnym napadom
prisiel v tom istom obdobi iny Belgi¢an Adolphe Quetelet (1796-1874).
Preto najdeme prislusni vetu pod nazvom Dandelinova veta, Dandelin—
Queteletova veta alebo Belgickd veta o kuzeloseckdch. V nasom prispevku
uvadzame jej znenie a dokaz pre elipsu.
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Veta 1. Nech je prienikom rotacnej kuZelovej plochy K a roviny P
elipsa €. Potom existuju dve gulové sféry vpisané do K a dotgkajice
sa P, pre ktoré plati:

(i) Dotykové body sfér s rovinou P st ohniskami elipsy E.

(i1) Priesecnice roviny P s rovinami, v ktorych leZia kruZnice spolocné
ploche I a jednotlivym sféram, su riadiace priamky elipsy &.

Obr. 2: Dandelinove sféry — vlavo mierny podhlad, vpravo pohlad spredu

Doékaz turdenia (i). Rovina P neprechadza vrcholom kuzelovej plochy
(oznafme ho S), pretoze P N K je elipsa. Preto sa prave dve spomedzi
sfér vpisanych do K dotykajia P (obr. [2). Tieto sféry pomenujme G a G/,
ich dotykové body s rovinou P ozna¢me F a F’.

Zvolme bod M na elipse £. Nasim cielom je dokazat, ze |M F|+|MF’|
je konstanta, ktora nezavisi od volby bodu M. To bude zodpovedat oh-
niskovej definicii elipsy [2| s ohniskami F, F’.

Priamka SM je hranou plochy K. Oznaéme N, N’ body, v ktorych
sa W dotyka sfér G, G'. Kedze a st dotycnice z bodu M
k tej istej sfére G, pre vzdialenosti plati |[MF| = |MN|. Analogicky
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|[MF'| = |MN'|. Ziskané rovnosti s¢itajme, dostaneme
IMF|+ |MF'| = |MN|+|MN'| = |NN'|. (1)

Uvedomme si, Ze kazd4a gulova sféra vpisana do rotacnej kuzel ovej plochy
s fiou mé& spolo¢nu kruznicu, ktora lezi v rovine kolmej na os plochy.
To znamena, ze pre lubovolnt polohu bodu M na £ bude vzdialenost
prislusnych bodov N, N’ rovnakA.

Tym sme dokazali tvrdenie (i) podobnym sposobom, aky predlozili
Dandelin aj Quetelet.

Dokazme tiez, Ze konstanta |[NN’| sa rovna dizke hlavnej osi elipsy,
Cize INN'| = |AA'|, kde A, A’ st hlavné vrcholy elipsy. VyuZijeme skutoc-
nost, Ze body A, A’, F, I’ st kolinedrne, kedZe leZia v rovine P a zaroven
v rovine O urcenej vrcholom S a bodmi A, A’. Rovina O totiz obsahuje os
kuzelovej plochy a pretina sféry G, G’ v hlavnych kruZzniciach. Dotykové
body sfér s rovinou P su teda zarovenn dotykovymi bodmi spomenutych

kruznic s priese¢nicou rovin P a O, ¢o je priamka AA’. Plati
|AF|+ |AF'| = |AF| + |AF| + |FF'| = 2|AF| + |FF'| (2)

a podobne
|A'F|+ |AF'| =2|A'F'| + |F'F|. (3)

Na druhej strane, kedZe bodom M na elipse moze byt aj niektory hlavny
vrchol elipsy, na zaklade (1)) mame

|AF| +|AF'| = [NN'| = |A'F| + |A'F'|. (4)
Vdaka () mézeme dat pravé strany (2)) a (3) do rovnosti, odkial
|AF| =|A'F'|.
Tuto rovnost vyuZijeme v lavej Casti
INN'| = |AF| + |AF'| = |A'F'| + |AF'| = |AA'|,
¢im je dokaz tvrdenia (i) aj s na8im dodatkom dokondéeny.

Poznamka 1. Dandelin ani Quetelet nevyuzili v dékaze druhého tvr-
denia myslienku sfér. No uz o niekolko rokov neskor (1829) britsky ma-
tematik Pierce Morton predniesol a nasledne publikoval dokaz [5], ktory
na tomto mieste s tipravami priblizime ¢itatelom.
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Dokaz turdenia (ii). Ako v (i), rovina P pretina rotaéni kuzelovi plochu
K v elipse £ s hlavnymi vrcholmi A a A’. Do K je vpisana sféra G, ktora
sa dotyka roviny P v ohnisku F' elipsy. Obr. [3| znazoriiuje rez rotacného
kuzel'a vrcholovou rovinou O uréenou bodmi S, A, A’. Kedze P ako aj
rovina obsahujica dotykovt kruznicu £ NG sa kolmé na O, na obrazku
st znazornené ako priamky. Priese¢nica tychto dvoch rovin d je priamka
kolmé na O, na obrazku ju vidime ako bod X.

S

Obr. 3: Rez kuzela a jednej sféry vrcholovou rovinou

Chceme dokazat, Zze ak M € &, tak pomer vzdialenosti |MF| : |Md|
je konstanta nezavisla od volby bodu M, ¢o zodpoveda definicii [3] Do-
kadzeme tiez, Ze tato konStanta, Standardne oznacovana e, splha e < 1.

Hrana 54 sa dotyka G v bode N. Z casti (i) vieme, Ze |AF| = |AN]|.
Takisto, ak M € & je lubovolny bod a R = ng, tak [MF| = |MR).
Otoéme M okolo osi kuzelovej plochy tak, Ze dostaneme bod M* € SA.

Bod M* teda lezi v rovine kolmej na os kuzel'ovej plochy a prechadzajice;j
bodom M. Pri tom istom otoceni sa R zobraz{ do N. Preto plati

|MF| = [MR| = |[M*N|. ()
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Nech P je kolmy priemet bodu M na priamku AA’. Potom M ﬁ||d,
a teda pre vzdialenosti plati

|Md| = |Pd| = |PX]. (6)

VyuZijeme skutocnost, Ze vSetky spomenuté body okrem M a R leZia

v tej istej rovine O. Plati PM* || , bod A je priese¢nikom tseciek
NM* a PX. Preto

|[M*N|:|PX|=|AN]|:|AX]. (7)

Ked7ze £ je elipsa, pre velkosti uhlov plati [ SAX| > |X ASA’|. Preto
|AN| < |AX|. Pomocou vztahov (f)), (6) ako aj |[AN| < |AX| = |Ad]|
dostaneme po dosadeni do

|MF|: |Md| = |AF| : |Ad| = e < 1.

Dokaz pre druhé ohnisko F” a prislusnu priamku d’ je analogicky.
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