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STREDNI HODNOTA
V ULOHACH NA STREDNI SKOLE

JAKUB NOVAK

Uvod

Ve vyuce pravdépodobnosti mohou ucitelé zakim obsah uciva pti-
blizit uzitim cetnych ptikladd hazardnich her nebo sazek z prak-
tického zivota. Tyto piiklady se vyskytuji také v bézné pouzi-
vanych ucebnicich. Jmenujme tfeba vypocet pravdépodobnosti
vyhry urcitého mista ve Sportce (Tlusty, 2020, s. 52, cviceni 4;
Calda & Dupad, 1993, s. 92, feseny piiklad 3) nebo tazeni karty
dané barvy z balicku (Horensky et al., 2015, s. 42, feSeny ptiklad).
Kromé procvicovani tak mohou zaci na vlastni o¢i vidét, jak malo
pravdépodobné (ale zato o to ldkavéjsi) vyhry v hrach kolem nich
doopravdy jsou.

Hloubavéjsiho zédka vsak ani argumentace nizkou pravdépo-
dobnosti vyhry nemusi od ucasti ve hie odradit. Napt. pokud ve
hie vyhrava 20 000 K¢ priblizné jeden hrac z tisice, ale za tcast ve
hie se plati pouhé 2 K¢, dostane se hrac¢ pti dostatecné dlouhodo-
bém sézeni do zisku, nebot mu jedna vyhra zaplati az 10000 her
(on jich v8ak z 10000 v praméru vyhraje deset). K zodpovézeni
otazky, zda se sazeni v dané hie z dlouhodobého hlediska vyplati,
musime zaky sezndmit s novou, avSak na pochopeni i matematicky
aparat neprili§ naro¢nou, veli¢inou — tzv. stfedni hodnotou vyhry.

Protoze se o této veli¢iné citované ucebnice nezminuji, autor
¢lanku sepsal kratky motivacni text, na ktery navazuje Ctverice
uloh s redlnym kontextem, které ilustruji vyuziti stfedni hodnoty
vyhry. Pfi tvorbé prvnich dvou tloh vychézel autor z oficidlnich
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materidld spole¢nosti Sazka!, tfeti tloha je inspirovana novino-
vymi ¢lanky (Fagone, 2018; O’Riley, 2023) a déle obsahuje infor-
mace z brozury Ufadu statni loterie statu Michigan (Michigan
Bureau of State Lottery, 2003). Ctvrt4 tloha je tzv. petrohradsky
paradox, znamy historicky problém, jehoz popis najdeme v fadé
publikaci o historii matematiky; autor vychazel z ¢lanku (Macék,
1997).

Stifedni hodnota vyhry — motivace a zavedeni

Kamaradka vam navrhne sazku o penize: jestlize hodi minci a pad-
ne panna, vyhraje od vas 70 K¢; jestlize panna nepadne, d& vam
20 K¢. Sli byste do takové sazky?

Na prvni pohled je vidét nevyhodnost této sazky, protoze prav-
dépodobnosti jevli ,padne panna“ a ,nepadne panna“ jsou sice
stejné, ale pripadna prohra by vés bolela vic nez kamaraddku ta
jeji. Kamaradka proto hru po vasi namitce upravi — hodi-li na
kostce Sestku, da vam 70 K¢; padne-li cokoliv jiného, prohrajete
20 K¢. Vyplati se pfijmout sdzku nyni?

Efektivitu sdzky muZeme urcit tak, Ze si spo¢itdme primeérnou
vysi vyhry. Pii dostatecné velkém poctu sazek se pomér vyher ku
poctu séazek blizi pravdépodobnosti, Ze sdzku vyhrajeme, tedy %
Protoze ve zbylych péti sazkach z Sesti prohrajeme, je prumérna
,vyhra® pripadajici na jednu sazku rovna (% 270 — % . 20) K¢ =
= —5K¢. Vidime tak, ze i pfes vyssi vyhru je pro nas sazka stale
dost nevyhodna.

Vypoctena primérna vyhra se oznacuje také jako stredni hod-
nota (je mozné se setkat také s doslovnym piekladem ekvivalent-
niho anglického terminu ocekdvand hodnota). Obecné miuZeme
fici, Zze pro ndhodnou veli¢éinu X, kterd nabyva kone¢né mnoha
hodnot z1, ...,z s pravdépodobnostmi p1, . .., pr, vypoCteme jeji

1Konkrétné v tloze 1 autor pouzil informace o emisich losii z her-
niho planu Cerné perly (viz odkaz na oficidlni stranky Sazky https://
www.sazka.cz/losy/stiraci-losy/cerna-perla), v ftloze 2 se inspiro-
val pravidly Sportky (https://www.sazka.cz/loterie/sportka/jak-hrat)
a pouzil statistiku vyher v Eurojackpotu (https://www.sazka.cz/loterie/
eurojackpot/statistiky).


https://www.sazka.cz/losy/stiraci-losy/cerna-perla
https://www.sazka.cz/losy/stiraci-losy/cerna-perla
https://www.sazka.cz/loterie/sportka/jak-hrat
https://www.sazka.cz/loterie/eurojackpot/statistiky
https://www.sazka.cz/loterie/eurojackpot/statistiky
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stfedni hodnotu EX jako

k
EX = Zzipi =x1p1+ ...+ Tpk-

=1
Uloha 1

Zadani

Spolecnost Sazka vydava pro rok 2023 celkem 14 000000 lostu ke
hie Cerna perla, kde cena jednoho losu ¢ini 50 Ké. Poéty vyhernich
lostt a hodnoty vyher jsou uvedeny v tabulce 1.

Tab. 1: Poéty vyhernich losti a hodnoty vyher ve hie Cerné perla

Pocty lostt | Vyhra Pocty lostt | Vyhra
1960000 | 50K¢ 2400 | 2000 K¢
1120000 | 100K¢ 500 | 4000 K¢

280000 | 150K¢ 210 | 10000 K¢

140000 | 200K¢ 70 | 20000 K¢

140000 | 300K¢ 14 | 100000 K¢

140000 | 500 K¢ 7 | 1500000K¢
5800 | 1000K¢

Uréete stfedni hodnotu vihry ve hie Cerné perla. Vemte v iivahu
také to, ze pfi vyhie nad 50 000 K¢ z této vyhry Sazka automaticky
strhava 15 % (tzv. dan z hazardu).

Reseni

Ozna¢me X zisk (popf. prohru) po koupi a setfeni jednoho losu
a Zo,x1,...,Tr13 mozné vyhry sefazené vzestupné (tedy zo = 0,
kdy los nevyhrava, x1 = 50, 29 = 100 atd.). Ozna¢me déle yo, y1,

.., Y13 Cisty zisk sézkafe po odecteni nakladu na los a zdanéni
v piipadé dvou nejvyssich vyher, tj. plati y; = (z; — 50) pro 0 <
<i<1lay = (35 2 —50) pro i = 12 nebo 13. Stredni
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hodnotu vyhry EX pak vypocitame jako

13

EX = yipi = yopo + 11p1 + - - + Y13p1s,
i=0

kde p1, po, ..., p13 jsou pravdépodobnosti vyher x1, x2, ..., T13
a pg je pravdépodobnost, ze koupeny los nevyhrava. Protoze prav-
dépodobnost p; uré¢ime vzdy jako podil prislusného poc¢tu vyher-
nich (pro ¢ = 0 nevyhernich) lost n; a celkového poctu losi,
mizeme vyjadrit EX jako

EX

= #i M — Yono + y1n1 + ...+ Yyi3ni3
14000000 &= 14000000

Po jednoduchém dopocitani poctu nevyhernich lost ng =
= 14000000 — (ny +...+n13) a dosazeni vypoéitanych hodnot y;
a n; (pro kontrolu viz tabulku 2) dostavame po zaokrouhleni pfi-
bliznou hodnotu EX = —20,13 K¢. Miazeme proto fici, ze z dlou-
hodobého hlediska je hra Cerné perla jesté o néco nevyhodnéjsi
nez priklad s kostkou v tvodu k této tloze.

Tab. 2: Hodnoty n;, z; a y; pro dosazeni do vzorce pro
vypocet EX

7 (|0 1 2 3 4 5

n; || 10210999 | 1960000 | 1120000 | 280 000 | 140000 | 140 000
z; || 0 50 100 150 200 300

yi || =50 0 50 100 150 250
1|6 7 8 9 10 11 12 13
n; || 140 000 | 5800 | 2400 | 500 |210 70 14 7
x; || 500 1000 | 2000 | 4000 | 10000 | 20 000 | 100 000 | 1 500 000
yi || 450 950 1950|3950 (9950 |19950|84950 |1274950
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Uloha 2
Zadani

Hréc fiktivni hry Portka ve sloupci svého tiketu hada kombinaci
Sesti z 49 cisel, kterd bude vylosovana v tahu. V ném je po vy-
losovani zminéné Sestice ze zbyvajicich ¢isel losovano jesté jedno
dodatkové ¢islo a déle je vylosovano jedno z ¢isel 0-9 (tzv. super-
¢islo). Hradi se podafi

e vyhrat 1. misto (tzv. JackPort), jestlize kombinaci Sesti ¢isel
uhadne;

e vyhrat 2. misto, jestlize uhaddne pét ¢isel z vylosovanych Sesti
a jeho zbyvajici hadané ¢islo je dodatkové;

e vyhrat 3. misto, jestlize uhaddne pét cisel z vylosovanych Sesti
a jeho zbyvajici hddané cislo neni dodatkové;

e vyhrat 4. misto, jestlize uhddne ¢ty¥i ¢isla z vylosovanych
Sesti;

e vyhrat 5. misto, jestlize uhadne tfi ¢isla z vylosovanych Sesti.

Hraci Portky se podari déle vyhrat SuperJackPort, jestlize se
mu podarii vyhrat JackPort a navic se posledni ¢islice poradového
¢isla jeho tiketu shoduje se supercislem. Aby se hra¢ vibec mohl
zucastnit hry o SuperJackPort, musi na svém tiketu hadat 10 na-
vzajem ruznych kombinaci.

Jestlize budou vyhry v priamérné vysi (viz tabulka 3), jak ma
nastavit organizator Portky cenu tiketu ucastniciho se hry o Su-
perJackPort tak, aby na kazdém tiketu ziskal prumérné 30 K¢?

Tab. 3: Tabulka priamérnych vyher v Portce

Umisténi Vyse vyhry
SuperJackPort | 136 769 489 K¢
1. misto 15382198 K¢
2. misto 815723 K¢
3. misto 24971 K¢
4. misto 619 K¢
5. misto 113 K¢
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Reseni

JAKUB NOVAK

Urceni pravdépodobnosti vyher jednotlivych mist v Portce pfi vsa-
zeni jednoho sloupce patii obtiznosti mezi tradi¢ni stFedoskolské
ulohy, proto uvedme pouze vysledky (viz tabulka 4).

Tab. 4: Pravdépodobnosti vyher jednotlivych mist v Portce

(1 sloupec)

H 1. misto ‘ 2. misto ‘ 3. misto ‘ 4. misto ‘ 5. misto

Pravdépo-
dobnost

vyhry (

6 6 -

@) | GE)

(5)

(49

&) | &

Protoze hrac¢ sazi 10 sloupcti, jsou vSechny pravdépodobnosti
vyhry nékterého mista desetkrat vétsi. Vyhra SuperJackPortu je
dale desetkrat méné pravdépodobna nez vyhra 1.mista s deseti
vyplnénymi sloupci, nebot posledni ¢islice naSeho tiketu musi byt
shodnd se supercislem, které je tazeno z desiti moznosti. Vysledky
shrnuje tabulka 5. (V této loze neaplikujeme dan z hazardu, ne-
bot ji feSime z pohledu organizatora, kterému je lhostejné, zda
penize odevzda hraci nebo statu.)

Tab. 5: Pravdépodobnosti vyher v Portce (10 sloupcit)

Umisténi Pravdépodobnost | Vyhra
1
SuperJackPort || p; = @ x1 = 136 769 489 K¢
6
) 10 y
1. misto p2 = @ xo = 15382198 K¢é
6
) 60 »
2. misto D3 4—9) xs3 = 815723 K¢
6
6 - 42
3. misto ps =10 (49) Ty = 24971 K¢
6
- (%)
4. misto ps =10 2222 | 15 = 619Ke
(5)
(5) (%)
5. misto pe =10 32370 | g0 = 113K¢E
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Oznaéime-li Y ¢astku, kterou musi organizitor hry vyplatit
kazdému tiketu s vyplnénymi deseti sloupci, plati pro stfedni hod-
notu EY, Ze

6
EY = Z:cipi = 21p1 + ...+ zps = H4,72.
=1

Pokud by tiket s deseti vyplnénymi sloupci stal pravé hodnotu
EY v K¢, organizator Portky by na hie nevydélaval ani nepro-
délaval. Po pri¢teni jeho zadaného zisku 30 K¢ tak dostavame cenu
tiketu rovnu piiblizné 85 K¢.

Pozndmka: Pravidla hry Portka jsou velmi podobné skute¢né hie
Sportka spoleénosti Sazka. Ta je vSak daleko komplikovanéjsi —
slosovani 6 z 49 ¢isel probihd dvakrat a misto jednoho supercisla
se jich losuje Sest (tzv. hra Sance s vlastnimi vyhrami), vipodet
stfedni hodnoty by to proto zna¢né ztizilo. Dodejme pro zajima-
vost, ze tiket Sportky s deseti vyplnénymi sloupci stoji aktudlné
(duben 2024) 220 K¢é. Jedn4 se v8ak, jak jsme zminili, o zcela jinou
hru.

Uloha 3
Zadani

V roce 2003 probihala v americkém staté Michigan loterie Winfall
s podobnymi pravidly jako ve Sportce: na tiketu za pofizovaci cenu
1$ bylo tfeba zaskrtnout kombinaci Sesti rtiznych z 49 ¢isel a podle
poc¢tu uhadnutych ¢isel z Sesti vylosovanych se odvijela vyse vyhry
(od vSech uhadnutych — Jackpot — az po t¥i uhddnutd disla, viz
tabulka 6). Podobné jako ve Sportce vyse Jackpotu rostla do doby,
dokud jej nékdo nevyhral. Na rozdil od Sportky byl do hry zahrnut
tzv. ,roll down“: po dosazeni vysSe Jackpotu péti miliond dolard
se penize na dalsi rast ,rozprostfely* mezi druhé, tieti a ctvrté
misto, coz priblizné desetinasobné zvysilo hodnotu téchto vyher.
Toto zvyseni trvalo do doby, nez nékdo Jackpot vyhral.
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Manzelé v dtichodu Jerry a Marge Selbee v témze roce timyslné
sazeli tisice tiketi na slosovani pravé tehdy, kdyz probihal roll-
down, co? jim pravidelné generovalo desetitisicové zisky.?2 Jak to
bylo mozné?

Tab. 6: Hodnoty vyher ve standardni hie Winfall (bez roll-down)
Pocet uhadnutych cisel H 6 ‘ 5 ‘ 4 ‘ 3
Vyse vyhry || 2-5000000$ | 25008 | 1008 | 5%

Reseni
Ozna¢me Z zisk (popf. prohru) po vsazeni jednoho tiketu hry
Winfall do slosovéani bez roll-down, P (resp. Py, Ps a Pg) pravdé-
podobnosti uhddnuti pravé tii (resp. ¢tyt, péti a vSech Sesti) ¢isel
z tazené Sestice a Py pravdépodobnost toho, Ze tiket nevyhral nic.
Pak je pro i 4

je pro i € {3,4,5,6} (6)(43,)

P = i/ \6—1
@)

nebot jsme museli z Sesti tazenych ¢isel uhadnout prave ¢ a zbylych
6 — ¢ Cisel v tiketu jsme volili z 43 nevylosovanych. Déale zfejmé
Py =1—P,— P, — P;— P,. Stfedni hodnota vyhry EZ pro Winfall
ve standardnim slosovani pak bude nejvyse rovna

1 258 13545 246820
EZ = —p5 - 4999999 + S - 2499 + ) 199 + )
6 6

(s) (s)
— 713 7(?13)192 -1=-0,411.
6

To znamend, ze v prameéru ztratime na jednom standardnim
slosovani Winfall minimalné 0,411 $. Pokud ovSem vsadime na
slosovani béhem roll-down, vyhry pro uhodnutou pétici, ¢tvefici
a trojici z tabulky 6 se zdesetindsobi (vySe Jackpotu je béhem
roll-down maximalni mozn4, tj. pét miliont). Stfedni hodnota vy-

hry EZ’ pro zisk Z’' ve hie s roll-down pak bude rovna

4 —

2Kromé pteéteni novinovych ¢lankt (Fagone, 2018; O’Riley, 2023) lze o pii-
béhu manzeli také shlédnout americky film Jerry and Marge Go Large z roku
2022.
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4099999 + 225 94999 4 13090 g9 | 210820 5
(5) (5) (s) (s)
13728192 L o

19

()

Pii hie s roll-down tak v priméru vydélame na jednom slo-

sovani asi 1,67 $. Pokud tak manZzelé sazeli velkd mnoZstvi tiketti

pouze ve slosovanich, kdy probihal roll-down, mohla jim skutecné
loterie generovat vyznamnéjsi zisk.

Pozndmka: V ¢ldnku (Fagone, 2018) se mtizeme do¢ist o nékterych
uskalich tohoto postupu. Na své prvni sazce Jerry prodélal 50
dolari, nebot vsadil ,,pouze” 2200 tiketti. Zisk jeho sézeni zacdalo
generovat az pri dostatec¢né vysokém poctu sazenych tiketi.

Pozdéji manzelé Selbee zasvétili do sazeni celou rodinu, jejich
prvni spoleénéd sazka vSak skoncila neslavné — diky neocekavané
vyhie jackpotu jinym hridem ztratili kolem 18000$. Jerry pak
musel manzelce s détmi vysvétlit, Ze je pro zisk nutné pokracovat
dale.

Dodejme, ze v kvétnu 2005 byla hra Winfall v Michiganu
ukoncena a nahrazena jinou hrou bez mechanismu roll-down. Man-
7elé Selbee vSak (velmi tispésné) pokracovali v sdzeni v podobnych
hrach po celé USA az do ledna 2012.

Uloha 4 — petrohradsky paradox

Zadani

Uvazme nasledujici hru: bankéf haze minci, dokud mu nepadne
panna. Tim hra konéi. Jestlize padne jiz v prvnim hodu, hrac¢
dostane 1K¢; pokud az ve druhém, dostane dvojnasobek pred-
chozi vyhry, tj. 2 K¢; za prvni pannu ve tfetim hodu vyhraje opét
dvojnasobek predchozi vyhry, tj. 4 K¢ atd. Na kolik korun by mél
bankér stanovit hrac¢ovu sazku, aby byla hra fér, tzn. aby stfedni
hodnota zisku v této hfe byla nulova? Vysledek nejprve odhad-
néte — kolik byste byli ochotni vsadit vy?
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Reseni

Pripomenme si, Ze stfedni hodnotu vyhry jsme na zac¢atku ¢lanku
definovali jen pro kone¢né mnoho vysledku hry, zde je vSak moz-
nych vysledki nekone¢né mnoho. Zkusme pfipustit, ze by i v tom-
to pripadé stfedni hodnota EX existovala a rovnala by se souc¢tu

nekonecné rady
oo
E ZiPis
i=1

kde x; jsou vyse vyher a p; jejich pravdépodobnosti. Pak pravdeé-
podobnost vihry 1 K& je rovna 1 (v prvnim hodu padne panna),
pravdépodobnost vyhry 2 K¢ je % (v prvnim hodu padne orel, ve
druhém hodu panna), pravdépodobnost vyhry 4 K¢ je & (v prvnim
a druhém hodu padne orel, ve tfetim hodu panna) atd. Obecné
miiZeme Fict, ze pravdépodobnost vyhry 2" K¢ je mrr. Stiedni
hodnota by tak musela byt rovna souc¢tu nekonecéné rady

o0

Z 21+1 Z 2

=0

kterd ale diverguje. Hracova sazka by tak musela byt pro férovou
hru nekonecné velka.

Muzeme si vSak spocitat, ze sazet i relativné nizké castky by se
hraci spise nevyplatilo. Pravdépodobnost, ze hrac¢ vyhraje v jedné
hfe vice nez 100 K¢ (tj. hodi prvni pannu nejdfive v osmém hodu),
je totiz rovna

1 1 1 1 1 1 1
1— — 4+ — 4+ — ] = 13.
(2+4+8+ 6+32+64+128) 0,007 813

Kvili rozporu tohoto pozorovani s hypotetickou stfedni hodno-
tou dostala tloha néazev petrohradsky paradox. Mésto v jejim na-
zvu odkazuje na misto vydani ¢asopisu Commentarii Academiae
Scientiarum Imperialis Petropolitanae, ve kterém byla v roce 1738
feSena Danielem Bernoullim.

V realné hie je samoziejmé nutné pocitat s konecnosti vy-
sledktt — minci nelze hazet donekonec¢na a bankér mé u sebe jen



STREDNf HODNOTA V ULOHACH NA STREDN{ SKOLE 105

kone¢nou sumu penéz k vyplaté (pfitom uz vyplata 232 K& pro
prvni pannu v 33. hodu pfesdhne 2,5 miliardy, coz je dosavadni
nejvyssi vyplaceny jackpot v CR). Napi. pokud m4 bankér maxi-
malné 10 000 K¢, je schopny vyplatit nejvyssi vyhru 2'3 = 8 192 K&
za prvni pannu ve 14. hodu. Stfedni hodnota vyhry je pro tuto
hru

13 13
.1 1 1
202 T = 205 =14- 5= 7,

a proto by mél hra¢ pro férovou hru vsadit 7 K¢.

Shrnuti

P1i vyuce na stifedni Skole se tllohy na uréeni pravdépodobnosti
¢asto odkazuji na hazardni hry zndmé ze svéta kolem nas (ka-
retni hry, Sportka a dalsf). Pojem stfedni hodnoty vyhry umoziiuje
tyto hry analyzovat z hlubsiho hlediska, zejména umoznuje fesit
otazku, zda vysoka odmeéna ucini z dlouhodobého hlediska i mélo
pravdépodobnou vyhru profitabilni. P¥iklady dvou takovych ana-
I§z nabizi prvni dvé predstavené dlohy. Tteti tloha ukazuje vy-
uziti (z pohledu organizdtorti hazardnich her moznd i zneuzit{)
konceptu stredni hodnoty k obohaceni v redlném zivoté. Konecné
v posledni, historické, tiloze se mohou zaci presvédcit, ze dilezitou
podminkou pii feseni tloh je konvergence (v naSem pfipadé jsme
se dokonce omezili na koneénost) souc¢tu v definici stfedni hod-
noty, nebot bez této podminky miizeme dochazet k protichidnym
zaveérum.
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Abstract

The probability theory is a classic part of school mathematics,
which also provides a direct connection with the world of gambling
around us. During analyses of gambling at secondary schools we
usually restrict ourselves to count probability of winnings and
omit question whether betting is profitable in the long term due
to high winnings. In this paper we present a possibility of how can
this question be dealt with in class. Firstly we introduce the notion
of expected value with emphasis on motivation and subsequently
we illustrate with four real-life context problems its significance
to deeper understanding of gambling.
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