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O KONCEPTUALNIM POROZUMENI
V MATEMATICE

LIBUSE SAMKOVA, LUKAS VIizZEK

V tomto piispévku se budeme vénovat konceptualnimu porozu-
méni zakdl v matematice. Vychazime pritom z naSich nedévnych
empirickych studii zaméfenych na porozuméni geometrickym kon-
strukcim, ve kterych jsme analyzovali feseni celkem 116 zakt a bu-
doucich uciteld druhého stupné zékladni Skoly a stfedni skoly
(Vizek et al., 2024, 2025)!. Pro tato Setieni jsme piipravili sady
tloh kombinujici dynamické geometrické modely, oteviené a uza-
viené otazky a pracovni listy pro zaky. Konkrétni podoba modeli,
otazek a pracovnich listt vyplynula pfimo z vyucovacich hodin
matematiky, které druhy autor tohoto prispévku béhem nékolika
let realizoval na druhém stupni zakladni skoly, tedy z praktické
¢innosti s zaky. Tyto vyulovaci hodiny byly c¢asteéné predsta-
veny v konferenénich piispévcich (Vizek, 2023; Vizek & Samkova,
2024).

Uéelem tohoto textu je predstavit nase obecné&jsi zjisténi vy-
chazejici ze studii (Vizek et al., 2024, 2025). Toto zjisténi se tyka
nového zptisobu posuzovani kvality konceptudlniho porozuméni
74k, ktery je mozné vyuzit v klasické rovinné geometrii na dru-
hém stupni zékladni skoly a na stifedni Skole. V néasledujicich
odstavcich nejprve v teoretické roviné popisujeme konceptualni
porozumeéni a jeho rizné kvalitativni irovné. Praktickou podobu
konceptualniho porozumeéni pak predstavujeme na eukleidovské
konstrukci obdélniku, metodickym zptisobem rozebirame jistou
matematickou tlohu na této konstrukci zaloZenou a ukazujeme
rizné zpusoby jejtho zadani zaktim. Mozné zakovska FeSeni této

Vroéeni neodpovida skuteénému poradi realizace vyzkumnych Setieni;
studie (Vizek et al., 2024) se uskutec¢nila pozdéji a pfimo navazovala na vy-
sledky studie (Vizek et al., 2025).
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tlohy nam pak slouzi jako ilustrace jednotlivych trovni koncep-
tuadlniho porozuméni a jako zaklad pro urcity navod, jak rtzna
FeSeni posuzovat. Zavérem uvazujeme o modifikaci zvolené tlohy
a o zpusobu, jak konceptudlni porozumeéni zaku rozvijet.

Zvolili jsme ulohu, ktera je reprezentativni pro nasi sadu geo-
metrickych tloh ze studie (Vizek et al., 2024): uloha zaloZena
na eukleidovské konstrukci obdélniku byla pfimo soucasti této
sady a ostatni tlohy v sadé se analogickym zpiisobem vztahovaly
k eukleidovskym konstrukcim dalsich ¢tyftahelniki, navic vSechny
tlohy v sadé byly zaloZeny na vlastnostech tihlopficek. Studie méla
celkem 96 respondentii, a tak jsme napfi¢ tlohami byli schopni na
zakladé autentickych tryvkt odvodit a ilustrovat vSechny trovné
konceptualniho porozuméni. Pro ¢tenéfe vSak tato forma ilustrace
byla ponékud nepiehledna. V tomto pfispévku jsme tak k ilu-
straci riznych projeva konceptualniho porozuméni pfistoupili ji-
nak. Volba reprezentativni tlohy nam totiz umoznuje ilustrovat
celé spektrum konceptualniho porozuméni na jediné tloze. Tam,
kde je to mozné, vyuzivame jako nazorné ukazky autenticka zakov-
ské TeSeni této reprezentativni tlohy. V ostatnich ptipadech pak
nabizime zakovska FeSeni, jez jsou sice hypoteticka, ale vznikla
z autentickych zakovskych feseni ostatnich tloh v sadé na zakladé
analogie.

Rizné podoby konceptualniho porozuméni

Charakter a kvalitu konceptuéalniho porozuméni zakd matematice
popisuji rtuzné teoretické ramce. V naSem prispévku vychéazime
ze zpusobu, kterym konceptualni porozumeéni, respektive koncep-
tudlni znalosti, chdpou Star a Stylianides (2013). Podle nich jsou
konceptualni znalosti znalostmi rdznych pojmid a vztaht mezi
nimi, pficemz kvalitu konceptuélnich znalosti neurcuje mnozstvi
pojmu, které zék zna, ale mira jejich vzajemné provazanosti. Roz-
voje konceptudlniho porozuméni (zlepSovéani jeho kvality) je pak
dosahovano vytvafenim novych propojeni jiz zndmych pojmi, ne-
bo pfipojenim dosud nezndmého pojmu.

Konkrétni trovné konceptualniho porozumeéni v matematice
je pak mozné specifikovat s vyuzitim tii dimenzi konceptuélnich
znalosti (Vizek et al., 2024):
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e znalosti klasifikaci predstavuji spiSe izolované povédomi
o jednotlivych matematickych objektech a jejich vlastnos-
tech;

e znalosti struktur predstavuji schopnost vnimat uspotradani
matematickych objektti dané jejich vlastnostmi a na zakladé
takového usporadani objekty propojovat, porovnavat a tii-
dit;

e znalosti principt predstavuji schopnost rozpoznat prilezitost
pro aplikace obecnych schémat, pravidel a zakonitosti a od-
vodnovat je.

Znalosti klasifikaci jsou typické na zacatku uceni se novému
tématu. V aritmetice k nim patii napiiklad porozuméni operaci
s¢itani jako pridavani a operaci od¢itani jako ubirani, ale nevni-
mani jejich riznych kontextovych interpretaci, dalsich moznych
vyznamu (podrobné&ji viz napf. Vondrové, 2019, s. 63) a vzajem-
ného inverzniho vztahu. Zak s takovym typem znalosti zvlada na-
priklad fesit jednoduché aditivni dynamické slovni dlohy, u kte-
rych je operace potiebnd k vyfeSeni tlohy naznacena pfimo
v zadéani tlohy formulaci odkazujici na pridavani nebo ubirani
(tzv. signél), ale mize byt neldspésny pii feseni aditivnich dyna-
mickych tloh bez signalu ¢i s antisigndlem, pri feseni tloh sta-
tickych, uloh na porovnavani rozdilem apod. Izolované povédomi
o sCitani jako pridavani a od¢itani jako ubirani tak, diky chybéji-
cim vazbam na jiné kontexty a vyznamy, muze vést zaka k povr-
chovym strategiim feSeni a v kone¢ném dusledku k neporozumeéni
aditivnim tlohdm (Vondrova, 2019, s. 64).

Jsou-li znalosti klasifikaci doprovazeny znalostmi struktur,
znamend to, ze zék vazby na rtizné kontexty a/nebo vyznamy
vnima a vyuziva je uspésné pri feseni aditivnich tloh. K tomu
miize nékdy dojit i presto, ze si zak neni védom inverzniho vztahu
mezi operacemi s¢itani a od¢itani. Tento inverzni vztah je mozné
v prostiedi slovnich tloh povaZovat za obecny princip, a tak je
jeho spontanni vyuzivani zakem pfi feSeni aditivnich slovnich tloh
mozné zafadit pod znalosti principa.
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Jednotlivé dimenze konceptualnich znalosti se na sebe postup-
né nabaluji béhem vzdélavaciho procesu: bez znalosti klasifikaci
neni mozné dosahnout na znalosti struktur, bez znalosti struktur
na znalosti principt. Systém dimenzi tak ucitelim nabizi jedno-
duchy nastroj, diky kterému se mohou lépe orientovat v poro-
zuméni zakd matematice, zjistovat aktudlni stav zakovskych zna-
losti a identifikovat moZné cesty pro zlepSovéani jejich kvality.

Vymezeni jednotlivych dimenzi konceptualnich znalosti je ne-
zavislé na konkrétni oblasti, které se znalosti tykaji. V nasleduji-
cim textu se budeme vénovat rozpracovani dimenzi pro oblast geo-
metrie, konkrétné pro eukleidovské geometrické konstrukce. Toto
rozpracovani vzniklo na zékladé nasi neddvné empirické studie
(Vizek et al., 2024), kterd se prvopldnové vénovala informacim
o kvalité konceptudlniho porozumeéni zaki, jez je mozné ziskat
prfi praci zakl v prostifedi dynamické geometrie. Vysledné rozpra-
covani riznych podob konceptuidlniho porozuméni je vsak platné
nejen pro dynamickou geometrii, ale i pro tu klasickou. Celou za-
lezitost tak pfedstavime na tloze zalozené na jedné klasické ro-
vinné konstrukci, kterou je mozné zaradit do vyuky geometrie na
2. stupni zékladni skoly.

V celém pfispévku geometrické utvary uvazujeme v souladu
s jejich hierarchickou klasifikaci (de Villiers, 1994), ve které napti-
klad obdélnik mutze mit sousedni strany stejné dlouhé, tedy ctve-
rec je povaZovan za specidln{ pfipad obdélniku (srov. Pomykalova,
2008, s. 48). V celém textu tedy hovofime o obdélniku ve smyslu
,pravouhelniku®, ¢tyithelniku s pravymi vnitfnimi thly. Pojem
pravotithelnik je vSak ve skolské praxi pouzivan ztidka, proto uzi-
vame pojem obdélnik a chapeme jej v tomto SirSim smyslu.

Konceptualni porozuméni eukleidovské
konstrukci obdélniku

Vyjdeme z konstrukce obdélniku na obrazku 1 vlevo, ktera je za-
kium predstavena prostfednictvim textu na obrazku 1 vpravo. Po-
dobné konstrukce se zaci na zakladni skole uci rysovat, obrazek 1
tak miize byt zaznamem zakovského feSeni konstrukéni tlohy. My
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v8ak budeme pracovat s hotovou konstrukci a budeme se zajimat
o to, jak se v ni Zaci vyznaji, jestli a jak ji dokdzou ,Cist*, jaké
konceptualni porozuméni se mtize pti takovém ¢teni uplatnit. Zvo-
lili jsme konstrukci, ve které je obdélnik sestrojen neprimo, tedy
nejsou dany délky jeho stran ani nejsou konstruovany kolmice, na
kterych by lezely sousedni strany. Diky tomu je k odvozeni vlast-
nosti stran a vnitt¥nich thlt sestrojeného ¢tytthelniku nutno vzdy
vyjit z vlastnosti objekti, jez tvorl konstrukci (kruznice k, jeji
poloméry a primeéry).
k Na obrazku je konstrukce ¢tyi-
thelniku, pii které se vyuzila

b C kruznice k se stfedem S a po-
loptimky AS, DS.

Ktery ctyfthelnik je v kon-
A strukci pfitomen?

7 jakych vlastnosti konstrukce

B to plyne?

Obr. 1: Zadéni dlohy zalozené na konstrukci obdélniku

V nésledujicim textu predstavime ilustra¢ni piiklady rdznych
feSeni ulohy z obrazku 1, uspotfadané do tabulek podle odpovida-
jicich trovni konceptuélniho porozumeéni. Jednotlivé priklady jsou
v tabulkach uvedeny v seznamech s odrazkami. Nad nimi je vzdy
obrazek, jez ukazuje, se kterymi ¢astmi konstrukce dany zak ve
své ivaze pracuje.

Projevy nejnizsi trovné konceptudlnich znalosti (tj. znalosti
klasifikac{) mohou mit v prostiedi tlohy z obrazku 1 rtiznou po-
dobu: pojmenovani geometrickych objektu a jejich vlastnosti pou-
ze na zakladé vizualni podoby, reprodukce textu definic a veét
apod. (viz tab. 1). VSechny maji spolecné to, Ze jsou izolovanymi
poznatky, které nejsou nikterak propojené s vlastnostmi objektii,
jez tvofi konstrukei (nejsou z nich logicky odvozené). V nasem pii-
padé odpovédi vypadaji stejné, jako kdyby na obrazku 1 vpravo
byly pouze otazky a vlevo byl narysovan pouze obrys obdélniku,
pripadné obrys obdélniku s vyznacenymi thlopfickami.
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Tab. 1: Ptiklady odpovidajici znalostem klasifikaci

Popis

Priklad

Pojmenovani geo-
metrickych objektt
a jejich vlastnosti
pouze na zakladé
vizualni podoby.

e Je to obdélnik.
e Jeho strany jsou kolmé.
e Protéjsi strany jsou rovnobézné.

Reprodukce textt
definic a  jejich
ovéfeni na zakladé
vizualni podoby.

e Je to Ctyrthelnik, ktery ma vsechny
uhly pravé, takze obdélnik.

e Je to obdélnik, protoze ma protéjsi
strany stejné dlouhé a vsechny thly
pravé.

Reprodukce textu
vét a jejich ovéreni
na zakladé vizualni
podoby.

e Uhlopiicky obdélniku jsou stejné
dlouhé a navzajem se pili.
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Zmnalosti struktur jsou v pripadé tloh zaloZenych na geomet-
rickych konstrukcich tvard dvojiho typu: znalosti struktury tvaru
(tedy rozpoznani rtznych ¢asti tvaru, uréeni jejich vzajemnych
vztahl a jejich vztahu k tvaru) a znalosti struktury konstrukce
(tedy rozpoznéni riznych ¢asti konstrukce, uréeni jejich vzdjem-
nych vztaht a jejich vztahu k tvaru), viz tabulka 2. Znalosti struk-
tury tvaru jsou stéle do jisté miry izolované, nebot nejsou logicky
odvozené z vlastnosti objekti, jez tvori konstrukci. V nasem pii-
padé vypadaji jako odvozené z obrazku obdélniku s vyznacenymi
thloprickami a pojmenovanymi body. Co je vsak cenné, je rozklad
tvaru na ¢asti a jejich pojmenovani, uvazovani o moznych vzajem-
nych vztazich mezi témito ¢astmi. V tomto smyslu jsou znalosti
struktury tvaru predstupném znalosti struktury konstrukce, ve
kterych jsou do tvah zahrnuty navic i objekty, které nejsou ¢astmi
tvaru.

Tab. 2: Priklady odpovidajici znalostem struktur

D C
Struktura g
tvaru:
Rozpoznéani
rtzngch  asti| 4 B
tvaru, urceni je- e AC a BD jsou uhlopficky ctyiiahelniku
jich vzajemnych ABCD a S je jejich prusecéik, tuhlo-
vztahti a jejich pricky jsou stejné dlouhé, S je jejich stte-
vztahu k tvaru. dem, tedy thlopticky se navzajem pili,
ABCD je ¢&tyiahelnik s thloptickami,
které jsou stejné dlouhé a navzijem se
puli, to znamena, Ze je to obdélnik.
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e AC, BD jsou priaméry kruznice k
abod S je jejim stfedem. Tedy ABCD je
obdélnikem, protoze AC, BD jsou jeho
stejné dlouhé uhlopticky, které se puli
v bodé S.

Struktura
konstrukce:
Rozpoznani
ruznych c¢asti
konstrukce,
urceni jejich
vzajemnych D C
vztaht a jejich
vztahu k tvaru.

e AS, BS, CS, DS jsou poloméry kruz-
nice k, proto jsou stejné dlouhé. Na-
vic CS lezi na polopiimce AS, BS
lezi na polopfimce DS. To znamena, Ze
AC a BD jsou uhlopricky ¢tyruhelniku
ABCD a S je jejich stfed. ABCD je
tedy obdélnik, protoze ma stejné dlouhé
uhlopricky, které se pli.

Znalosti principti se mohou vztahovat k obecnym tvrzenim ty-
kajicim se struktury tvaru, nebo struktury konstrukce. Obecna
tvrzeni mohou byt rtizného charakteru: vlastnosti geometrickych
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tvard (napi. soucet thla v trojihelniku), vlastnosti geometrickych
zobrazeni (napf. zachovan{ délky ve stfedové soumérnosti), pojme-
nované véty (napf. véty o shodnosti trojihelnikii, Thalétova véta).
Riazné priklady jsou uvedeny v tabulce 3. Dvé ukazky s uhly «, 3,
v, ¢ navic ilustruji, v jakém smyslu mohou byt znalosti struktury
tvaru predstupném znalosti struktury konstrukce: v prvnim pii-
padé je shodnost trojithelnik® ovéfena pouze na zakladé vizualni
informace, ve druhém piipadé na zakladé jejich vztahu ke kruz-

nici k.
Tab. 3: Priklady odpovidajici znalostem principt
D c
5
A B
o Ctyfahelnik je stiedové soumérny
podle priaseciku svych uhlopricek,
proto jsou jeho uhlopticky stejné
L dlouhé a ptli se. Je to tedy obdél-
Uplatnéni

obecnych tvrzeni

nik.

o struktufre tvaru.

e ABS a CDS jsou shodné rovnora-

B

menné trojahelniky a BCS a DAS
také (podle véty sus).

Pro vyznacené tuhly «, 3, v, 0 plati
a+p =180°, 2v+ 8 = 180°, 26 +a =
= 180°. Tedy 2v+20 + a+ 3 = 360°
a proto v+ § = 90°.

Ctytthelnik ABCD m4 pravé thly,
tedy je to obdélnik.
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Uplatnéni
obecnych tvrzeni
o strukture
konstrukce.

=]

=

o

e~

e Kruznice k£ je Thalétovou kruznici

pro trojuhelnik ABC, proto je thel
u vrcholu B pravy. Podobné to plati
pro trojuhelniky BCD, CDA, DAB
a thly u vrcholt C, D, A. Ctyfahel-
nik ABCD méa tedy vSechny thly
pravé, je to obdélnik.

e Strany AS, BS, C'S, DS jsou stejné

dlouhé, protoze jsou poloméry stejné
kruznice. Uhly ASB a C'SD jsou vr-
cholové, tedy stejné velké. Trojuhel-
niky ABS a CDS jsou tedy shodné
podle véty sus. Podobné pro troja-
helniky BC'S a DAS.

Pro vyznacené uhly «, 3, v, 0 plati
a+8 =180°, 2v+5 = 180°, 20+a =
= 180°. Tedy 27y + 25 + a+ 5 = 360°
a proto v + 6 = 90°. Ctyfihelnik
ABCD mé pravé thly, tedy je to ob-
délnik.
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V zékovskych odpovédich na druhou otazku z obrazku 1 by
se mohly objevit i dalsi vlastnosti obdélniku, které nejsou v ta-
bulkich uvedené. Naptiklad, Ze protéjsi strany jsou rovnobézné.
V nasich datech jsme je vSak nenasli.

Ukéazky v tabulkach se vztahuji k tloze zadané dvojici otazek
,Ktery ¢tyfuhelnik je v konstrukci pfitomen? Z jakych vlastnosti
konstrukce to plyne?“. Rizné odpovédi zde uvedené je mozné z po-
hledu skolské geometrie povazovat vSechny za feSeni ulohy, ktera
jsou spravna, ale rizné obtizna; obtiznost je dana typem koncep-
tudlnich znalosti, jez jsou potfeba pro dané feSeni (pouze zna-
losti klasifikaci u feSeni uvedenych v tabulce 1, znalosti klasifikaci
spolu se znalostmi struktur v tabulce 2, vSechny tii typy znalosti
v tabulce 1). Ulohu je tak mozné povazovat za otevienou tilohu
(Samkova, 2020), ktera je polyvalentni (Samkova, 2019).

Obtiznost tlohy jako takové je mozné zménit zpfesnénim druhé
otazky, napriklad na ,Oduivodni, pro¢ jsou sousedni strany ¢tyi-
thelniku kolmé. Vyuzij Thalétovu vétu.“ Pracuje-li zdk s Tha-
létovou vétou ve znéni ,VSechny uhly nad primeérem kruznice
jsou pravé“ (srov. Odvéarko & Kadlecek, 2000, s. 17-19), tak pro
spravné vyteseni této nové tlohy bude potiebovat znalosti struk-
tury konstrukce (vztah kruznice k hlim u vrchola étyftahelniku).
Argumentovat muze podobné jako na piedposlednim fadku ta-
bulky 3, jen v tomto piipadé takova ivaha nebude projevem zna-
losti principd, protoze zak nemusel objevovat moZnost pouziti
Thalétovy véty. Stacilo mu, aby jen védél, jak véta zni, a ovéfil
ji na zdkladé vizualni podoby (coz vSe patii pod znalosti klasifi-
kaci). Kdyby zadani alohy znélo ,,Odivodni, proé¢ jsou sousedni
strany ctyfihelniku kolmé“, bylo by pfipadné vyuziti Thalétovy
véty ndpadem zdka, a tedy projevem znalosti principt (zném, ze
takové obecné tvrzeni existuje, ovéfim, ze ho lze vyuzit, a pak ho
vyuziji).

Zpresnénim druhé otazky je také mozné nasmérovat zaky
k mozZnosti zapojit do oduvodnéni konceptualni znalosti z vyssi
dimenze. Napiiklad pro zéka, ktery doposud vyuzival pouze zna-
losti klasifikaci, by pokyn ,,Odtvodni, pro¢ jsou thlopricky ¢tyt-
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thelniku stejné dlouhé. Vyuzij v odivodnéni kruznici k.“ mohl
oteviit cestu k vyuziti znalosti struktury konstrukce.

sov 0

Jak konceptualni porozumeéni zjistovat

Prilisnd otevienost dvojice otazek ,Ktery ctyiuhelnik je v kon-
strukci pritomen? Z jakych vlastnosti konstrukce to plyne?“ muze
nékdy zpusobit, ze zdk odpovi na drovni znalosti klasifikaci, pres-
toze by byl schopen poskytnout i odpovéd vyuzivajici znalosti
struktur nebo principi. Abychom takovym pfipadam piedesli, pfi-
pravili jsme misto této dvojice otdzek cely dotaznik (viz obr. 2).

s N

Nazev ctyrahelniku

Vlevo oznacte kiizkem vlastnosti, na zakladé kterych jste Etyfihelnik poznali,
a vpravo své rozhodnuti zdiivodnéte.

Vlastnost Zdivodnéni: Konstrukce ma tuto vlastnost protoze ...

Uhlopicky se
navzajem pili

D Uhlopficky maji
stejnou délku

Uhlopigky jsou
na sebe kolmé

Pouze jedna
uhlopricka pali
druhou

Pokud jste ctyruhelnik poznali podle jiné vlastnosti,
uved'te ji a zdivodnéte ji:

D Jina vlastnost

Obr. 2: Dotaznik ke konstrukei z obrazku 1 vlevo

Na jednotlivych fadcich dotazniku jsou vyjmenovany rizné
vlastnosti, které by ¢tyithelnik na obrdzku 1 mohl mit (ale ne-
musi), a na zdkovi je, aby vybral ty spravné, podle kterych je
mozné tvar identifikovat, a odivodnil je. Na poslednim radku je
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pak prostor pro pripad, kdy zadk sam objevil néjakou dalsi iden-
tifikujici vlastnost v seznamu neuvedenou. Jelikoz konstrukce na
obrazku 1 vznikla jako eukleidovska konstrukce zaloZena na vlast-
nostech thlopficek, jsou v seznamu posuzovanych vlastnosti uve-
deny praveé vlastnosti thlopricek. Tento dotaznik zkouma koncep-
tudlni znalosti zdka z rtznych perspektiv, nebot k odtvodnéni
kazdé jednotlivé vlastnosti thlopfic¢ek jsou potfeba jiné znalosti.

Jak ukazaly vysledky nasi studie (Vizek et al., 2024), takové
provazani dotazniku s konstrukci je vyhodné pro zaka i ucitele.
Zakovi miize pomoci nasmérovat myslenky smérem ke konceptudl-
nim tvaham zalozenym na znalostech struktury konstrukce a uci-
teli zviditelni projevy zakovského uvazovani zalozeného pouze na
vizualni informaci a znalostech klasifikace. Porovnani datovych
uryvki ze studii (Vizek et al., 2025) a (Vizek et al., 2024) zéro-
ven zviditeliiuje rozdil mezi otdzkami z obrazku 1 (byly pouzity
ve studii s vro¢enim 2025) a dotaznikem z obrazku 2 (pouzit ve
studii z roku 2024). Dotaznik ndm pfinesl vice informaci o kon-
ceptualnim porozumeéni zak, navic tyto informace byly lépe iden-
tifikovatelné.

Jak konceptualni porozumeéni rozvijet

Protoze jsou konceptualni znalosti znalostmi souvislosti, je mozné
konceptualni porozumeéni rozvijet prostrednictvim systematického
feSeni navzajem souvisejicich tloh se zvysujici se obtiznosti. Toho
je mozné dosdhnout nejen zménami formulace otazek, ale také pri-
davanim novych objekti do konstrukce. Takto je napfiklad mozné
do konstrukce z obrazku 1 ptidat osu usecky AC a bod D na ni
umistit, coz ¢tyfuhelnik v konstrukei zméni na ¢tverec (viz obr. 3
vlevo).

Pfi feSeni ulohy zadané na obrazku 3 pak zdk muze vyuzit
uvahy z tlohy s obdélnikem, na jejichz zakladé napiiklad odvodi,
ze Ctyithelnik ma vSechny thly pravé. Zbyva pak jen odtvod-
nit, ze sousedni strany jsou stejné dlouhé, coz plyne naptiklad ze
shodnosti trojahelniki C'DS a DAS, ktera je dusledkem toho, Ze
body D a S lezi na ose tsecky AC. Konstrukce z obrazku 1 a ob-
razku 3 se tak provazou a zak ziskava zkusSenosti, jez bude pozdéji
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Na obrazku je konstrukce ¢ty-
fahelniku, pfi které se vyuzila
kruznice k se stfedem S, polo-
primka AS a pfimka o, ktera je
osou usecky AC.

Ktery ctyrahelnik je v kon-
strukci pritomen?

7 jakych vlastnosti konstrukce
to plyne?

\
\

Obr. 3: Zadani tlohy zalozené na konstrukci ¢tverce

moci vyuzit pfi objevovani a zkoumani obecnéjsich vztaht, tedy
pfi budovani a uplatniovani znalosti principt.

Zaroven je vSak mozné tlohu z obrazku 3 vyfTesit zcela neza-
visle na 1iloze z obrazku 1, napiiklad ivahou vyuzivajici poznatek,
7e thlopricky AC, BD jsou na sebe kolmé (diky tomu, ze BD
lezi na ose usecky AC), a vétu, Ze ¢tyfihelnik se stejné dlouhymi
kolmymi thloprickami, které se navzajem ptli, je ¢tverec. S kon-
strukei z obrazku 3 tentokrat pracujeme izolované, ale vyuzivame
jiné vztahy mezi jednotlivymi objekty v konstrukci, tedy posiluji
se znalosti struktur. Podobné lze tyto znalosti rozvijet pfi vyu-
ziti jinych geometrickych konstrukci, jak je napiiklad naznaceno
v dfivejsi studii vénované riznym ttvartm ukrytym v konstrukei
tvofené sedmi kruznicemi stejného poloméru (Vizek, 2020). Pro
ziskani detailnéjsich odpovédi zakt na tlohu z obrazku 3 je opét
mozné vyuzit dotaznik z obrazku 2. Neni tfeba ho nikterak ménit.

Zavérem

V tomto pfispévku jsme se vénovali konceptudlnimu porozumeéni
v matematice. Vymezili jsme t¥i jeho rtizné trovné (znalosti klasi-
fikaci, znalosti struktur a znalosti principt) odpovidajici tfem rtiz-
nym kvalitdm propojeni matematickych koncepti. Znalosti klasi-
fikaci (které odpovidaji nejslabsimu, téméf zddnému propojeni)
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vyplyvaji ze zacatku vzdélavani se jisté matematické oblasti, zna-
losti struktur (které mapuji uspofadani konceptit) vyplyvaji z jeho
pritbéhu a znalosti principti (které odpovidaji nejsilngjsimu, obec-
nému propojeni) jsou jeho vyusténim. Tedy kazd4 z téchto trovni
ma nezastupitelné misto v procesu uceni se — nizsi Grovné jsou
nutnym predpokladem pro dosazeni Grovni vyssich.

Problematiku jsme rozpracovali pro oblast geometrie, konkrét-
né pro eukleidovské geometrické konstrukce. Na konkrétni tloze
vhodné pro vyuku geometrie na druhém stupni zékladni Skoly
(obr.k 1) jsme pfedstavili typické projevy rtznych trovni koncep-
tudlniho porozuméni (tab. 1, tab. 2, tab. 3) a podali ndméty, jak je
mozné miru takového porozuméni zjistovat a jak ho dale rozvijet.
Pro tento ucel jsme pripravili novy design ucebnich uloh, ktery
vede zaky ke ,,¢teni“ jiz hotovych geometrickych konstrukei.

Rizné drovné konceptudlniho porozumeéni jsme predstavili ja-
ko odpovédi na dvojici otazek: ,,Ktery ctyfihelnik je v konstrukci
pfitomen? Z jakych vlastnosti konstrukce to plyne?“ pfedloze-
nou zakovi spolu s hotovou konstrukci obdélniku vepsaného do
kruZnice. Z nasich pfedchozich studii (Vizek et al., 2024, 2025)
plyne, ze zaci na podobné otazky reaguji Sirokym spektrem zna-
losti. OvSem pii pouziti takto otevienych otdzek v praxi muze
byt pro ucitele velmi obtizné se v zakovskych odpovédich vyznat;
pro zéka pak muze byt obtizné odhadnout, jak podrobnéa odpo-
véd je od n&j odekdvana. Abychom tomu predesli, nabidli jsme
pro inspiraci pracovni arch obsahujici oteviené i uzaviené otazky
(obr. 2), ktery se ndm osvédéil pro presnéjsi posouzeni kvality
zékovského porozumeéni. Takovy dotaznik muze poslouzit pro po-
skytovani konstruktivni zpétné vazby a tim uciteli pomoci i pfi
rozvoji zakovského porozuméni. K rozvoji konceptudlniho poro-
zumeéni lze rovnéz prispét feSenim na sebe navazujicich uloh, coz
jsme naznaéili na piikladu konstrukce ¢tverce (obr. 3), které by
tloha s konstrukci obdélniku predchazela.

Nasim prispévkem nabizime novy konceptuélni pohled na kon-
strukéni tlohy, které jsou v ceském vzdélavacim prostiedi ¢asto
chapany jen jako procedury k zapamatovani vyuzivajici znalosti
definic (Vondrové & Zalska, 2013, s. 107-110), tedy jako tlohy,
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u kterych je uplatriovano konceptualni porozuméni pouze na tro-
vni znalosti klasifikaci. Zaméfenim pozornosti na jiz hotové kon-
strukce, na jednotlivé objekty v nich obsazené, jejich vlastnosti
a jejich vzajemné vztahy se otevira prostor pro uplatiiovani a roz-
vijeni vyssich trovni konceptudlniho porozumeéni, jako jsou zna-
losti struktury tvaru, znalosti struktury konstrukce a znalosti
obecnych principt vztahujicich se k témto strukturam.
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Abstract

The paper describes different levels of students’ conceptual under-
standing in mathematics (knowledge of classifications, knowledge
of structures, and knowledge of principles) and elaborates on them
for the field of geometry, specifically for Euclidean geometric con-
structions. For this purpose, we present a new design of learning
tasks that lead students to “read” already completed constructi-

ons.

With an illustrative task suitable for geometry education in

lower secondary schools, we present typical displays of different
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levels of students’ conceptual understanding and provide mathe-
matics teachers with suggestions of how such conceptual under-
standing can be assessed and further developed.
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