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COZ TAKHLE DAT SI FRAKTAL? — 2. CAST

ToMAS FABIAN

Tento ¢lanek navazuje na predchozi ¢ast publikovanou v minulém
Cisle, ve které jsme se podivali na definici fraktalu a na konstrukce
fraktalt v GeoGebre.

Fraktaly v PowerPointu

Neocekéavané dobfe vyuzitelnym néastrojem pro vytvareni fraktala
je PowerPoint. Fraktily se v ném daji vytvafet rychle a jedno-
duse. PowerPoint ma nastroj, ktery umoznuje do jednotlivych
stranek prezentaci vkladat nadhledy na dalsi stranky prezentace.
Pro tvorbu fraktalt je dulezité, Ze tento nahled stranky muze
odkazovat i pfimo na stranku, na které se nachézi. Diky tomu
muzeme ziskat ndhled, ve kterém se zobrazi stranka, na které bude
opét zobrazeni nahledu se strankou s nahledem a tak déle a tak
dale. PowerPoint skute¢né potom dokola vykresluje dalsi a dalsi
nahledy, jako kdyZ namifime kameru na obrazovku, na které se
promita zédznam této kamery.

Napriklad Sierpinského trojuhelnik muzeme vytvorit tak, Ze
do prazdného snimku vlozime trojahelnik. Trojihelniku nastavi-
me vypli tak, aby z ného zbyl jenom obrys. Poté vlozime do snim-
ku jeho vlastni ndhled (vlozeni/odkazy/néhled/nahled snimku).
Kdyz klikneme na vlozeny nahled pravym tlacitkem, zobrazi se
menu. V ném zaskrtneme volbu pozadi nahledu snimku. Tim za-
jistime prtihlednost ndhledu. Ve stejném menu ve formatu nahledu
snimku nastavime volby bez vyplné a bez ¢ary. Prvni z nich po-
tfebujeme rovnéz kviili prithlednosti snimku a druhou odstranime
obrysovou ¢aru kolem néj. U ndhledu zménime velikost tak, aby
na ném zobrazeny trojihelnik mél polovi¢ni velikost oproti ptivod-
nimu trojuhelniku. Potom nahled umistime tak, aby se oba troj-
thelniky pfekryvaly jednim rohem. Obdobné vlozime dalsi dva
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nahledy. Kazdy do jiného rohu velkého trojihelniku. Tim je kon-
strukce hotova a o zbytek se uz postara PowerPoint.

Jak je vidét, konstrukce je velice rychld a jednoduché. Je tu
jedna nevyhoda. PowerPoint neni geometricky program. Mize byt
a Casto je v ném pracnéjsi nastavit velikost objektu, aby byl presné
polovinou velikosti jiného, aby sed€l pfesné roh na jiny roh, aby
hrana licovala s jinou hranou a tak dale. Cas straveny konstrukci
pak odrazi to, jak pfesny chceme mit konecny vysledek. Kdyz
nam staci pfesnost jen piiblizné, konstrukce skute¢né mnoho prace
neda.

Tato nevyhoda zcela odpadéa, pokud se rozhodneme vytvaret
fraktalni objekty, které nejsou striktné geometrické. PowerPoint
umoznuje vytvaret i objekty, jako jsou ruzné fraktalni stromy,
kapradi a podobné. U téchto fraktalti nejsou poméry zmenseni,
velikosti rotaci nebo presna poloha snimkt pevné dany a zavisi
¢isté na fantazii nasi a naSich zaka. Na obrazku 1 mizete vi-
dét nékres stromu a kapradi. V obou pripadech byly vytvofeny
v PowerPointu vlozenim pouhych t¥i ndhledd stranek.

Obr. 1: Obrazky fraktalniho stromu a kapradi vytvorené
v PowerPointu
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Chaos game

Dalsim prekvapivym zpusobem, jak je moZné generovat fraktaly,
je metoda chaos game, kterou v osmdesatych letech minulého sto-
leti objevil Michael Barnsley. Do konstrukce touto metodou vstu-
puje ndhoda a ze zdanlivé ndhodné rozmisténych bodu zac¢ne po
chvili vystupovat fraktalni struktura. Fraktal je v tomto pripadé
atraktorem nahodného rozmistovani bodi podle danych pravidel
(Peitgen et al., 1992a).

Pojdme rovnou pristoupit ke konstrukci. K ni budeme potie-
bovat papir, tuzku, pravitko a hraci kostku. Pokud nemate po ruce
kostku, na mobilni telefon si mtizete nainstalovat generator nahod-
nych ¢isel. Nejdrive na papir narysujeme tfi cilové body. Body by
mély byt vrcholy rovnostranného trojihelniku. Konstrukce bude
probihat uvnitf tohoto trojuhelniku, nebojte se proto vyuzit plo-
chu celého papiru. Jeden bod pojmenujte 12, druhy 34, tieti 56.
Zvolte ¢tvrty ndhodny bod uvniti trojuhelniku, toto bude star-
tovni bod. Hodte hraci kostkou. Kdyz padne 1 nebo 2, odméite
polovinu vzdalenosti mezi startovnim bodem a cilovym bodem
12, kdyz padne 3 nebo 4, tak mezi startovnim bodem a bodem 34,
obdobné, kdyz padne 5 nebo 6. V odméfené poloviné vzdalenosti
vyznacte novy startovni bod. Znovu hodte kostkou a opakujte pro-
ces od nového startovniho bodu (Lesmoir-Gordon et al., 2006).

Tento postup je v porddku, nicméné problémem je, Ze je dost
pracny a trva dlouho, nez lze poznat, kam celd konstrukce sméfuje.
Ve Fractals: A tool kit of dynamics activities (Choate et al., 1999)
navrhuji pouzit pilici pravitko. Je to pravitko, které ma uprostred
nulu a stupnice bézi od této nuly na obé strany. Takové pravitko
si mtzeme dopfedu ptipravit a vytisknout. Ke konstrukci mizeme
vyuzit i GeoGebru, kterd umi rychle sama pulit vzdalenosti. I tak
je konstrukce zdlouhava.

Ponékud jinym zptsobem ke konstrukei pristupuji ve Fractals
for the classroom: Strategic activities volume one (Peitgen et al,
1993). Ptedem si pfipravime vyti§tény rovnostranny trojahelnik,
ve kterém je trojuhelnikové sit. Ke kazdé strané trojihelniku pti-
1éha Sestnact malych trojthelnicku sité. Trojihelnik se siti si mi-
zeme pfedem pripravit v GeoGebfe a vytisknout. Chaos game pak



104 ToMAS FABIAN

hrajeme stejnym zptsobem jako v pfedchozim pripadé. Rozdil je
v tom, Ze nyni pouze nevyznacujeme novy startovni bod, ale rov-
nou vybarvujeme cely trojuhelnicek, ve kterém se bod nachéazi.
To délame s vyjimkou prvnich tfi startovnich bodd, u téch ne-
chavame trojuhelnicky nevybarveny. Pokud se ndm stane, ze bod
padne na rozhrani dvou trojuhelnickti a my nejsme schopni roz-
hodnout, do kterého z nich bod patti, nechame oba trojuhelnicky
nevybarveny a pokracujeme dal. Pokud hru chceme hrat s mensi-
mi zéky nebo ji chceme urychlit, miZzeme sit v trojuhelniku udélat
s hrubsim délenim a misto Sestnacti trojuhelnickt u jedné strany
pouzit osm.

A opét nékolik otézek, které mizeme polozit zakim:

Jaka struktura uvnitf trojuhelniku vznika? Vysvétlete, proc
tomu tak je. Pro¢ se zadny bod kromé tplné prvniho nemiize oct-
nout ve stfedni ¢asti trojihelniku? Co by se zménilo, kdybychom
misto rovnostranného trojihelniku pouzili pravouhly? Startovni
bod jsme volili uvnit¥ trojihelniku. Co by se délo, kdybychom
na zacatku zvolili vnéjsi bod? Kdyz jsme vybarvovali trojuhel-
nicky v siti, pro¢ jsme s vybarvovanim zacali az u ¢tvrtého star-
tovniho bodu? Jaka je pravdépodobnost, ze prfi této konstrukei
bude vybarveno pfedem vybrané pole po péti, deseti, dvaceti kro-
cich? Jaka je pravdépodobnost, Ze se octneme v konkrétnim poli
v nasledujicim kroku konstrukce? Zalezi na tom, jestli zname svou
aktudlni polohu?

Kdyz si studenti vyzkousi pracnost konstrukce a odhali, ze
vznika Sierpinského trojihelnik (az dosud jsem se drzel Peitge-
novy (Peitgen et al., 1993) rady neprozrazovat predem, jak
bude vypadat vysledny obrazek), mizeme jim ukdzat simulaci
této konstrukce ve webové aplikaci: https://thewessens.net/
ClassroomApps/Main/chaosgame.html. Je velice snadnd na ovla-
dani a probiha v ni konstrukce stejné jako ve vySe popsaném po-
stupu, dokaze provést nejen jeden, ale i deset, sto nebo tisic kroki
konstrukce najednou. Lze v ni jako vstupni Gtvar misto trojuhel-
niku pouzit i ¢tverec nebo Sestithelnik.

Druhé zajimava aplikace na tvorbu fraktald pomoci chaos
game je na této adrese: https://andrew.wang-hoyer.com/


https://thewessens.net/ClassroomApps/Main/chaosgame.html
https://thewessens.net/ClassroomApps/Main/chaosgame.html
https://andrew.wang-hoyer.com/experiments/chaos-game
https://andrew.wang-hoyer.com/experiments/chaos-game
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experiments/chaos-game. Lze v ni ménit pocet vrchold od tii
do deseti, ale navic mé i dalsi nastaveni. Daji se napiiklad nasta-
vit pravidla o zakazanych vysledcich hodti — mtzeme tfeba na-
stavit, ze nesmi byt cilem dvakrat za sebou stejny vrchol nebo ze
po vrcholu nesmi nasledovat sousedni vrchol a podobné. Muzeme
i volné nastavovat, o kolik procent vzdalenosti k cilovému vrcholu
se k nému mame ptiblizit. Tato zména se d& provadét plynule
a tim hned vidime, jak se projevuje na konec¢ném fraktalu. Na ob-
razku 2 jsou vidét fraktaly, které byly vytvoreny v této aplikaci.
P1i tvorbé fraktald je mozné nastavit i rotaci pro cestu do dalsitho
cilového bodu. Tou jsem se vSak v tomto ¢lanku nezabyval. V pfi-
padé zadjmu je vypracovana piiprava lekce uziti rotace v chaos
game ve Fractals: A Tool Kit of Dynamics Activities (Choate et
al., 1999). Nékolik dalsich obrazka fraktala, které se daji vytvorit
metodou chaos game, se da nalézt v knize Fraktdly: Na hrané
chaosu (Linton, 2021).

Obr. 2: Fraktaly vytvofené metodou chaos game

Celularni automat

Celularni neboli bunéény automat je matematicky model, ktery
simuluje chovéani systému v prostiedi rozdéleného do diskrétnich
Casti — bunék. Kazda bunka mutze nabyvat konec¢ného poctu stavi
(byt zapnutd nebo vypnutd, mit urcitou barvu). Vyvoj systému
probiha v diskrétnich éasovych krocich (kolech), kdy se stav kaz-


https://andrew.wang-hoyer.com/experiments/chaos-game
https://andrew.wang-hoyer.com/experiments/chaos-game
https://andrew.wang-hoyer.com/experiments/chaos-game
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dé bunky aktualizuje podle jednoduchého predem daného pravi-
dla. Novy stav butiky tak zavisi pouze na tom, jaky byl stav jeji
a jejich nejblizsich sousedti. P¥ikladem celuldrniho automatu je
hra Zivota. Ta probiha v roviné rozdélené na ¢tvercové bunky. Na
pocatku se vSechny bunky nachéazeji v jednom ze dvou stavi: ziva
(Gernd) a mrtva (bild). V kazdém dalsim kole kazda buiika méni
nebo neméni sviij predchozi stav podle toho, kolik méla zivych
sousednich bunék. Zaroven, protoze vyhodnocujeme zménu stavu
u vSech bunék, méni se i pocet jejich zivych sousedd. Tato hra
byla pomérné popularni v sedmdesatych letech dvacatého stoleti.
Podrobnéji je fungovéani hry vysvétleno v Chaos and Fractals (Pe-
itgen et al, 1992a, s. 407). Daji se stahnout i aplikace na telefon,
které hru zivota simuluji.

Celularni automat, ktery si vyzkousime, bude probihat na roz-
dil od hry zivota v Sestitthelnikové siti. Tu je dobré si predem pti-
pravit a vytisknout. Sestitthelniky budeme mit uspofadany v fad-
cich. Za¢neme s jednou zivou (vybarvenou) butikou v hornim fad-
ku. Béhem hry budeme postupovat po fadcich smérem doli a bu-
deme rozhodovat o stavu bunék v tomto fadku. Pravidla jsou jed-

Obr. 3: Struktura Sierpinského trojuhelniku vytvorend metodou

celularniho automatu
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noducha. Jestlize buiilka sousedi v faddku nad ni se dvéma butikami
se stejnym stavem, zlistane mrtva. Jestlize maji dvé sousedni buii-
ky nad ni rozdilny stav, obzivne (vybarvime ji).

Struktura, kterd vznika pfi dodrZovani téchto pravidel, na-
padné pfipomind Sierpiriského trojihelnik (obr. 3). Pro¢ tomu
tak je? Pro¢ stejna struktura vznika pii vybarvovani lichych cisel
v Pascalové trojuhelniku?

Uloha se da modifikovat poc¢tem a polohou na pocatku vybar-
venych bunék a pfirozené zménou pravidel, kdy o stavu buriky
miuze rozhodovat stav vice nez dvou sousednich bunék. Takova
a dalsi ulohy se daji nalézt ve Fractals for the classroom: Strategic
activities volume one (Peitgen et al, 1993).

Dimenze fraktalu

V definici fraktalu, kterd je uvedena v pocdatku ¢lanku, Mandel-
brot (2022) pise, ze Hausdorfl-Besicovitchova dimenze méa byt
ostfe vétsi nez dimenze topologicka. Topologicka dimenze odpo-
vida na8i intuitivni pfedstavé o dimenzi, bod ma dimenzi nula,
usecka jedna, ctverec dva a krychle dimenzi tii. Jak to je s di-
menzi Hausdorfl-Besicovitchovou (¢asto také oznacovanou pouze
jako Hausdorffovou)? Jeji definici lze nalézt tfeba v knize Frak-
talni geometrie: principy a aplikace (Zelinka et al., 2006, s. 82)
nebo ve Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Appli-
cations (Falconer, 2014, s. 47). Jeji vypocet je obtiZzny a pro skolni
praxi tézko pouzitelny. My pouzijeme jeji zjednodusenou verzi —
sobépodobnostni dimenzi. Ta je specidlnim piipadem Hausdor-
ffovy dimenze. Jeji vypocet je jednodussi, snadno zvladnutelny
prostfedky stfedoskolské matematiky, avSsak da se pouzit pouze
u sobépodobnych fraktald, u kterych zjednodusena verze vypoctu
dava stejné vysledky jako vypocet nezjednoduseny (Edgar, 2008).
Nebudeme tedy schopni spocitat dimenzi pro jakykoliv fraktal,
ale stdle méame k dispozici dostatek takovych, pro které to umeét
budeme.

Predstavme si, Ze mame usecku, ¢tverec a krychli a budeme
je délit postupné na mensi tsecky, ¢tverce a krychle. Nejprve tak,
aby nové vzniklé objekty méli polovi¢ni, poté tretinovy a nako-
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nec ¢tvrtinovy rozmér. Podivejme se, na kolik shodnych ¢asti je
rozdélime (tab. 1).

Tab. 1: Pocet ¢asti vzniklych po déleni tsecky, ¢tverce a krychle

faktor zmenseni 2 3 4
usecka 2=2'| 3=3 | 4=4!
Ctverec 4=22|9=3% | 16 =42
krychle 8§=23|27=33 | 64=43

MiuZeme si povSimnout, Ze pocet vzniklych ¢asti odpovida fak-
toru zmenseni umocnénému na dimenzi ptislusného objektu. Kdyz
jsme naptiklad délili ¢tverec na ctvrtinové ctverce, ziskali jsme jich
Sestnact, coz je ¢tyfi na druhou. Dvojka, kterou umocnujeme, od-
povida tomu, ze Ctverec je dvourozmeérny objekt. Obecné tento
vztah muzeme zapsat:

n =m",
kde n je pocet casti, na které jsme objekt rozdélili, m koeficient
zmenSeni, tedy kolikrat je vznikla ¢ast mensi nez ptvodni celek,

a d je dimenzi objektu. Tento vztah mtzeme logaritmovat a vyja-
dfit z ného d. Tim ziskdme:

_ logn

~logm’

Hodnota d se nazyva sobépodobnostni dimenze (Peitgen et al,
1992b). Tu budeme schopni spoéitat, kdyz objekt, véetné fraktalu,
budeme schopni rozdélit na ur¢ity pocéet shodnych éasti. Pojdme
si nyni ukazat, jak vypada vypocet dimenzi pro nékteré konkrétni
fraktaly.

Kdyz se podivame na obrazek Kochovy kiivky, vidime, Ze se
da rozdélit na ctyti stejné casti. Kazda tato ¢ast ma tfetinovou
velikost oproti celé kiivce. Hodnota n je tedy ¢tyfi a hodnota m
je tri.

log 4

= =1,2619
log 3 ’
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U Cantorovy mnoziny vidime dvé shodné ¢ésti s tfetinovou veli-
kosti, n je dva a m je tii.
log 2

d= =0,6309
log 3 ’

Sierpiniského trojthelnik lze rozdélit na tfi stejné ¢asti s polo-
viéni velikosti, n je tii a m je dva. Mohli bychom si rovnéz vSim-
nout, Ze se sklada z deviti ¢asti o ¢tvrtinové velikosti, n pak je de-
vét a m Ctytfi. V pripadé dvaceti sedmi ¢asti s osminovou velikosti
m je dvacet sedm a n osm. Na dimenzi Sierpiniského trojuhelniku
nemiize mit vliv, které z téchto hodnot pouzijeme.

__log3 log9 log27
~log2 log4  log8

= 1,5850

Dimenze Cantorovy mnoziny je vétsi nez dimenze samotného bo-
du, avsak mensi nez dimenze tsecky. Dimenze Kochovy kiivky
a Sierpinského trojuhelniku je nékde mezi dimenzi Gsecky a ¢tver-
ce. D4 se Tici, Ze posloupnost fraktalnich dimenzi raznych objekta
odpovidaji hodnotdm uvedenym v tabulce 2 (Ventrella, 2019).
Tabulku 2 musime brat jako orientacni. Existuji fraktalni ob-
jekty, které nebudou do naznacenych kategorii presné zapadat.
Naprtiklad drac¢i kfivka ma sobépodobnostni dimenzi rovnou pies-
né dvéma. Stejnou hodnotu dimenze ma i Sierpiniského Ctytstén,
coz je analogie k Sierpinskému trojuhelniku v topologickém tii-
rozmérném prostoru. K vytvoreni predstavy o usporadani dimenzi
ruznych kategorii fraktalnich objekti tato tabulka plné postacuje.
Vedle jiz zminénych definic dimenzi existuji i dalsi, které se
pouzivaji pro vypocet dimenzi fraktali. Jmenovité jiz zde zminim
pouze box-counting dimenzi. P¥i jejim vypoctu se fraktalni objekt
prekryje ¢tvercovou siti a pocitaji se pole, do kterych fraktal nebo
jeho hranice zasdhne. Tento postup se opakuje pro jinou velikost
poli sité a z toho se pocita dimenze. Slozitost vypoctu je jen mirné
vétsi oproti sobépodobnostni dimenzi. Relativné pracné a zdlou-
havé je pocitani poli, do kterych fraktal zasahuje. Pokud byste
chtéli tento vypocet ve skole zkusit, popis postupu se da nalézt
tieba ve Fractals for The Classroom (Peitgen et al, 1992b).
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Tab. 2: Fraktalni dimenze riznych kategorii objekt

Dimenze Objekt

0 Bod .

Fraktalni prach -— -- — -

1 Usecka
&3

Fraktalni kiivka «fgn?? £ g

2 Ctverec

Fraktalni povrch a télesa

3 Téleso
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Zaveér

Fraktaly predstavuji poutavou oblast matematiky, kterd nabizi
nekonec¢né moznosti pro objevovani a zkoumaéni. Jejich vizuélni
pritazlivost a komplexita je ¢ini idedlnim tématem pro zapojeni
zéka do aktivniho a tvofivého uceni. Vedle jiz zminénych oblasti
nabizi fraktalni geometrie mnoho moznosti pro dalsi prozkouma-
vani s zaky. Za pozornost stoji napfiklad L-systémy nebo Juliovy
mnoziny a Mandelbrotova mnozina. Ale i jiz zminéné objekty,
jako tfeba Cantorova mnozina, maji mnoho zajimavych vlastnosti.
Fraktaly lze provazat s celou fadou dalsich oblasti vyuky matema-
tiky, jakymi jsou naptiklad vypocty délek a obsahti, geometrické
fady, mohutnosti mnozin nebo kombinatorika.

Zkouméni fraktalt neni omezeno pouze na matematiku. Zaci
mohou hledat fraktaly v pfirodé, coz propojuje matematiku s bio-
logii nebo geografii. Fraktaly se daji nalézat i ve vytvarném umeéni
nebo hudbé. Zaci mohou vytvéiet i vlastni vytvarna dila s tema-
tikou fraktala. Na internetu lze rovnéz nalézt fadu navoda, jak
vyrabét ruzné modely fraktald z papiru. Doufam, ze vas tento
clanek presvédcil o tom, Ze fraktaly jsou nejen fascinujici, ale také
pristupné pro zaky rtznych vékovych kategorii. Zaroven nabizeji
Siroké pole moznosti k objevovani zajimavého.
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Zde je vyse slibeny odkaz na sdilenou slozku, kde je mozné najit
soubory s konstrukcemi v GeoGebie a v PowerPointu, obrazky
fraktalt, které jsem zkonstruoval pomoci metod zminénych ve
¢lanku, a odkazy na webové néstroje na tvorbu fraktala:

https://drive.google.com/drive/folders/
17MPuOgh9KozDeQcGmDY8WalYUxcUFtTh?usp=drive_link

Abstract

The article begins by briefly answering the question of what a frac-
tal is and provides reasons why fractals are worth exploring in
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education. Various methods of constructing fractals suitable for
classroom use are then presented. Fractals can be easily integrated
into the curriculum as early as upper primary school, either as part
of a comprehensive course or as individual thematic units. Con-
structions are primarily created using GeoGebra, but also through
traditional methods (pencil, paper) or other digital tools (Power-
Point, web applications). The conclusion demonstrates that the
concept of fractal dimension can be accessible to high school stu-
dents.
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