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MATEMATIKA

Prirozena Cisla ve zlomcich podruhé

José Marcial Ndjares Romero, zZS Gutova, Praha 10

Abstrakt. Ukazeme, jak neotfelymi zpusoby generovat zlomky s hodnotou
1/k, kde k je pFirozené &islo, pfi¢emz v ¢itateli bude soudet prvnich n p¥iroze-
nych &isel a ve jmenovateli bude soucet n ¢lent jisté aritmetické posloupnosti.
Identitu dokédZeme algebraicky i geometricky.

Tato prace navazuje na sadu nedavnych ¢lankta z Rozhledi. Nejprve
V. Cerianova [I] pfedstavila generovani zlomki tvaru 1/(m? —1), kde m
je pfirozené ¢islo vétsi nez jedna, pomoci lichych &isel, poté P. Tlusty [2]
interpretoval ziskané identity geometricky, nakonec autor tohoto ¢lanku
v [3] generoval zlomky ve tvaru 1/(m? — 1) pomoci piirozenych &isel a
ziskané vztahy vysvétloval i geometricky pomoci trojihelnikovych ¢isel.

Zde se budeme vénovat generovani zlomkt tvaru 1/k, p¥i¢emZ pro
k =2 a k = 3 vyrobime identity specialnim zptsobem (kapitoly a
pro k > 3 odvodime i vzorec univerzalni (kapitola .

K upravam vyrazti budeme pouzivat vzorec pro soucet prvnich n ¢lent
libovolné aritmetické posloupnosti aq, as, ..., a,:

a1+ ap)n
a1+a2+...+an:(1f).

1. Generovani 1/2

V prvni ¢asti nejdiive popiSeme, jak generovat 1/2 dvéma zptisoby.
Tyto postupy budou odlisné od ostatnich pfipadi pro £ > 3, proto je
uvadime zvlast. Vzorce vypozorujeme z obrézki, poté popiseme slovné,
zapiSeme vzorcem a dokaZzeme algebraicky.

Prvni zptsob

Pozorujme trojihelnikova ¢isla [/| na obr. [1} Vidime, Ze pod ¢arou jsou
dva ¢erné trojuhelniky, které jsou stejné jako nad ¢arou. Kdyz si tedy
odmyslime Sedé puntiky, pak pocet ¢ernych puntiki pod carou je dvoj-
nasobny oproti po¢tu nad ¢arou. Zkusme to zformulovat slovné.

D n-té trojihelnikové &islo je 1+2+---4+n = @ Duvod je jasny, lze je zapsat
pomoci puntiki do trojuhelniku. Viz obrazky v tomto ¢lanku.

Roc¢nik 100 (2025), ¢islo 1 25



MATEMATIKA

Kdyz v citateli seCteme prvnich n pfirozenych &isel a ve jmenovateli
bude rozdil sou¢tu bezprostfedné nasledujicich n ¢isel a souctu prvnich
n — 1 pfirozenych &isel, pak se tento zlomek rovna 1/2.
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Obr. 1: Ilustrace identity z véty [llpron =3 an =4
Zapsano forméalné:

Véta 1. Pro kazZdé prirozené c¢islo n plati

1+2+34-+n 1

(n+1)+(n+2)+-+2n)—(1+2+--+(n-1)) 2
Diikaz. Pouzitim vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti mame

14243+ +n
(n+1)+(n+2)+-+2n)— (14+2+-+(n—1))
e n+1 1

T Gnin _n-D T 3ntl-n4l 2

Druhy zpisob

Popisme jesté druhy zptsob generovani 1/2. Tentokrat na obr. barvime
trojuhelnikova ¢isla trochu jinym zptisobem, Sedych je vétsi podil nez
v predeslém pripadé. Opét plati, Ze pocet Cernych puntiki nad a pod
¢arou je v poméru 1 : 2.

Zkusme znovu slovné zformulovat nase pozorovani. V &itateli budeme
opét s¢itat prvnich n prirozenych ¢&isel, ve jmenovateli tentokrat bude
rozdil souctu bezprostifedné néasledujicich n+ 1 pfirozenych ¢&isel a souctu
prvnich n 4+ 1 pfirozenych ¢&isel. Pak zlomek bude roven 1/2.

Zapsano matematicky:

Véta 2. Pro kazdé prirozené ¢islo n plati

1+24-+n 1

(n+D)+n+2)+-+Cn+1)) = (1+2+ - +n+(n+1) 2
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Obr. 2: Tlustrace identity z v&ty ] pro n = 1,2,3

Diikaz. Opét staci pouzit soucet aritmetické posloupnosti.

14+24+---4n
(n+1)+(n+2)+-+@2n+1)—(1+2+--+n+(n

(n+1)n
2 —

+
=

=

S—

1
= (3n+2;(n+1) _ (n+2)2(n+1) - 3n+2—n—2 = 5

2. Generovani 1/3

Generovani 1/3 jsme se vénovali i v ¢lanku [3]. Pojdme ukazat jesté
dalsi mozny postup. Na obr. [3| jsou opét trojuhelnikova ¢&isla, tentokrat
barvime puntiky vpravo pod ¢arou Sedé. Pocet ¢ernych puntiki pod ¢a-
rou je trojnasobny oproti po¢tu nad ¢arou. Odvodime z toho nasledujici
tvrzeni. Abychom generovali 1/3, budeme sé¢itat v ¢itateli prvnich n pii-
rozenych Cisel a ve jmenovateli tentokrat budeme s¢itat bezprostifedné
n 4+ 1 nasledujicich pfirozenych ¢isel a od tohoto sou¢tu odecteme n + 1,
tedy od kazdého ¢isla odecteme 1.

KR o°o %% 0.0:0.0

Obr. 3: Ilustrace identity z véty 3] pro n = 1,2,3

Vge, co bylo diive feCeno, shrneme do nasledujici véty.
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Véta 3. Pro kaZdé prirozené c¢islo n plati

1424 +n 1
m+1)+n+2)+--+@2n+1)—(n+1) 3
Diikaz.
1+2+---+n -
n+1)+n+2)+-+2n+1)—(n+1)
(n+21)n 1

- (3TL+2%(771+1) o (n+ 1) 3

Dalsi zpisob generovani 1/3 uvidime v dalsi kapitole.

3. Generovani zlomka 1/k

Obecny piipad generovani zlomku 1/k, kde k je pfirozené ¢islo vétsi
nebo rovno 3, odvodime z trojiahelnikovych ¢isel na obr.[d] [5a[6] Prvni
z obrazki ilustruje, jak generovat 1/3 (stejny zpisob uz byl prezentovan
v ¢lanku [3]), druhy, jak vyrabét 1/4, a tfeti, jak ziskat 1/5.

Slovy, v Citateli seCteme n pfirozenych ¢isel, poté vynechame k — 2
¢isel a ve jmenovateli pak s¢itame n ¢lent aritmetické posloupnosti s di-
ferenci k — 2. Tedy v pfipadé 1/3 vynechame jedno &islo a ve jmenovateli
s¢itame n nasledujicich pfirozenych ¢isel, viz obr. 4] V pFipadé 1/4 vyne-
chame 2 ¢isla a ve jmenovateli s¢itdme n ¢lent aritmetické posloupnosti
s diferenci 2, viz obr. |5} V pfipadé 1/5 vynechame 3 ¢isla a ve jmenovateli
séitame n Clend aritmetické posloupnosti s diferenci 3, viz obr. [6}

Obr. 4: Ilustrace identity pron=1,2,3

Véta 4. Pro kazdé prirozené cislo k > 3 plati
1+2+---+n 1

n+1+E-2)+Mm+1+2k-2)+ -+ n+1+n(k-2) k
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Obr. 6: Ilustrace identity pron =2

Diikaz.

1+2+---4n

MATEMATIKA

(n+1)
n2n 1

n+k—1)+n+2k-3)+-+n+k-2n+1) (k) ok

Po dosazeni k = 3 do véty ] mame vztah

14+24+-4n
n+2)+m+3)+--+n+n+1)

Po dosazeni k = 4 do véty [l mame vztah

1+24--+n

(n+3)+(m+5)+ -+ (n+2n+1)
Po dosazeni k = 5 do véty ] mame vztah

14+24--4n
n+4)+n+7)+--+(n+3n+1)
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4. Otazky pro c¢tenare

Pokuste se vymyslet dalsi analogické identity pro vSechny zlomky
tvaru 1/k. A poslete nam je do redakce, radi se podivame, jaké jste
objevili.

Mizete také zkusit dokazat dalsi zajimavy vztah, ktery plati pro li-
bovolnou m-tici po sobé jdoucich pfirozenych &isel, kde m > 3, a fika, ze
kdyz v Citateli se¢teme prvni a posledni ¢len dané m-tice a ve jmenova-
teli se¢teme v8echny ¢leny mezi prvnim a poslednim, dostaneme zlomek
2/(m —2).

Priklad.
Pro m = 3 a trojici (1,2,3) dostaneme 13 = 2.
Pro m = 4 a ¢tvefici (3,4,5,6) mame % =1

Pro m =5 a pétici (10,11,12,13,14) vychazi {1554 = 2.

Vztah plati nejen pro pfirozena ¢isla, ale pro aritmetické posloupnosti
obecné.

Véta 5. Nechl (a,) je libovolnd aritmetickd posloupnost s kladnymi
cleny. Necht m je prirozené c¢islo, m > 3, a k celé nezaporné ¢islo. Pak
plati

Gk+1 + Qk4m 2

Qgq2 + Qg3+ -+ AQgpm_1 M — 2

Podé&kovani

Rad bych podékoval pani $éfredaktorce Lubomife Dvotrakové za po-
moc se strukturou a jazykovou strankou c¢lanku.
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