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GEOMETRICKE MISTO, NEBO MNOZINA BODU

FRANTISEK KURINA, JANA CACHOVA

Uvod

V prvni ¢asti ¢lanku se budeme zabjvat pojmem geometrické
misto bodt, ve druhé ¢asti uvedeme nékolik vhodnych tloh k vy-
hledani geometrického mista bodi.

Geometricka mista bodu

V roce 1964 napsal Jan Vysin, vyznamny didaktik matematiky
své doby:

Neméli bychom uzivat zastaralého terminu ,,geomet-
rické misto bodi“ (tento nazev pochédzi od Platénal)
a méli bychom disledné fikat ,mnozina boda“. Tento
pozadavek méa hlubsi divody nez pouhé ,,zmodernizo-
vani“ terminu; chceme totiz vstipit zakim, ze ,,geo-
metrickd mista bod“ jsou utvary mnohem rozmani-
t&j81 nez jisté kiivky (takové bylo tradiéni pojeti tohoto
pojmu), a chceme s témito utvary skutecné pracovat
jako s mnozinami, nap¥. p¥i zjistovani totoznosti dvou
mnozin, pfi tvofeni priniku apod. (Hrusa & Vysin,
1964, s. 192).

Nepodatilo se nam ovérit, zda Platén byl opravdu autorem
pojmu geometrické misto bodi, avSak je-li tomu tak, povedlo se
Vysinovi neuvétitelné. Neékolika radky vytlacil termin stary vice
nez 2300 let z nasi skoly.

V obdobi tzv. modernizace vyucovani matematice se tedy na-
hradil pojem geometrické misto bodt (dédle jen GMB) terminem
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mnozina bodd. Mnozinami bodd byly vniméany i veskeré geomet-
rické pojmy.

Avsak: Co je to bod?

Napf. podle Kabeleho a kol. (1976) se definuje napf. trojihel-
nik M N P jako mnozina vSech bodi S, které lezi na tiseéce M R,
kde R je libovolny bod strany PN.

Mnozinami bodu jsou i secky. Pritom v pfipadé modelu tsec-
ky je bod reprezentovan kulickou z plastické gumy. U Hrusi a Vy-
Sina (1964) je Gsecka rovnéZz nahlizena jako mnozina bodi, pfi¢emz
body jsou vykladany jako korélky na napjaté niti. Zadny z téchto
pristupti nepovazujeme za vhodny. Vzdyt pfece na libovolné dlou-
hé niti je sebemensich koralkt jen koneény pocet. Jde vlastné jen
o jistou formu Archimédova axiomu: Jsou-li AB a CD libovolné
dvé usecky, pak nanasime-li ase¢ku C'D na polopfimku AB, do-
staneme se po koneéném poctu kroki ,za bod B* (obr. 1).

0000000000000 - 00000
Obr. 1

V obdobi , mnozinového opojeni“ modernizuji autofi uc¢ebnic
sviyj jazyk. Pfitom nap¥. v Anglii se stile pouziva termin GMB.
Napt. ve slovniku z roku 1989 uzivaji anglicti autofi:

... locus (plural loci) A set of points satisfying given
conditions. For instance, the locus of points in a plane
that are all a distance r from a given point in the
plane is a circle. The equation of the locus, in Cartesian
coordinates, is 22 + y?> = r2... (Daintith & Nelson,
1989, s. 203).

Souhlasime s nazorem Jaroslava Sedivého (1977), Ze termin
geometrické misto bodt oznacuje takovou ¢ast zakladni mnoziny,
jejiz prvky maji dané vlastnosti. Jde tedy o mnoziny, podobné
jako mnozinu kofenti feseni rovnic atp.

Termin GMB budeme chapat takto:

Utvar U je GMB vlastnosti V, pravé kdyz plati:
1. Kazdy prvek utvaru U ma vlastnost V.
2. Kazdy prvek, ktery méa vlastnost V', nalezi atvaru U.
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Ve skole miizeme uzivat jak termin mnozina vsech bodd dané
vlastnosti, tak i termin GMB.

Jak bychom méli seznamovat zaky s terminem bod? Vsimnéme
si podnéti z jazyka.

Nejvyse polozené misto na hote je bod (triangula¢ni). Misto
spoleéné dvéma rtznobéznym primkam je bod, ktery se nazyva
prusecik. Misto spoleéné tfem sténam krychle je vrchol krychle.
7 anglictiny zname napiiklad misto setkdni — meeting point.

V duchu téchto ptrikladi budeme chipat v souladu s Platénem
GMB jako mnozinu mist na p¥imce, v roviné nebo v prostoru.

Usecka AB je mnozina viech mist, kterymi musime projit p¥i
pohybu od mista A nejkratsi cestou do mista B. Usecka AB je
mnozina vSech mist, kterad lezi mezi body A, B (spolu s body A,
B). V mnozinové symbolice a s pouZzitim symbolu |AB| pro vzda-
lenost bodu A, B miuZeme psat:

AB = {X € o: |AX| + |XB| = |AB|}.

Chépani bodu jako mista v prostoru je v souladu s nidzorem
Petra Vopénky (2013, s. 61):

... Protoze klasicky geometricky prostor se stal pro-
storem realného svéta, stala se i geometrie védou ni-
koliv pouze o idedlnim geometrickém svété, ale pfimo
0 svété redlném, neboli védou piirodni. Do realného
svéta tak vstoupily i idedlni geometrické objekty jako
body, pfimky, kruznice a podobné, ne nutné jako sa-
mostatné realné objekty, ale pfinejmensim jako mista
v redlném prostoru. ..

Vysinova kritika Platéna z roku 1964 snad nebyla podle naseho
nazoru zcela opravnéna.

Ulohy

Ve vsech tlohach hleddme GMB v roviné. Tento pozadavek neni

explicitné u jednotlivych tloh uveden. Budeme uzivat tuto sym-
boliku:



GEOMETRICKE MISTO, NEBO MNOZINA BODU 133

e |AB| ... vzdélenost bodt A, B

e |[MN]| ... vzdélenost geometrickych atvart M, N
e h ... hranice oblasti

e I(h) ... vnitini oblast s hranici h

e FE(h) ... vnéjsi oblast s hranici h

e 0X ... polorovina s hranici ¢ a vnitfnim bodem X
e P(a,b) ... pasroviny s hranicemi a, b

Vzdalenosti bodu B od utvaru M rozumime nejmensi ze vzda-
lenosti |BX]|, kde X je libovolny bod utvaru M.

Uloha 1. Je dana piimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Urcete
geometrické misto bodu X, které maji od bodu A a piimky p sou-
¢et vzdélenosti s (kde s je kladné redlné ¢islo; s > |Ap|).

Sestrojme primky r, ¢ rovnobézné s p ve vzdélenostech s od
primky p.

Je-li bod X bodem hledaného GMB, plati v oznaceni podle
obrazku 2: |[ X A| + | Xp| = s.

Obr. 2
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To ovSem znamend, ze: | X A| = | Xq|.

Bod X nalezi parabole s ohniskem A a fidici pfimkou gq.

V poloroviné opa¢né k poloroviné pA lze stejnym zpisobem
ukazat, ze k hledanému geometrickému mistu nalezi body para-
boly s ohniskem A a tidici ptimkou r.

Pro libovolny bod zobrazenych obloukti parabol zfejmé plati,
ze soucet vzdalenosti tohoto bodu od bodu A a od pfimky p je
rovny ¢islu s. Hledanym GMB jsou tedy zobrazené oblouky téchto
parabol.

Uloha 2. Kruznice k(K,r) se dotyka zevniti kruznice I(L, R)
v bodé U. VySetrete geometrické misto stfedd X kruznic x, které
maji vnéjsi dotyk s kruznici k a vnitini dotyk s kruznici [ (obr. 3).

Obr. 3

Je-li X bod hledaného geometrického mista bodd, pak v ozna-
¢eni podle obrazku 2 plati:

[KX|=7+o,
kde p je polomér jedné z hledanych kruznic, a

ILX|=R - o.
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Je tedy:
|[KX|+ |LX|=7r+R. (1)

Bod X proto lezi na elipse e s ohnisky K a L a hlavni osou
o velikosti (r + R). Tato elipsa prochézi bodem U a stiedem S
usecky HV (v oznadeni podle obrazku 4).

Je-li X libovolny bod elipsy e, oznacme M prisecik usecky
KX s kruznici k a T prisecik polopiimky LX s kruznici [. Kaz-
d4 kruzmice z(X; | X M]|) se v bodé M dotyka kruznice k. Kazdd
kruznice z(X; |TX|) se v bodé T' dotyka kruznice [.

Obr. 4

Protoze podle konstrukee je |[MX| = (|KX| —r) a |[TX]| =
= (R—|LX|), je IMX| = |TX|, nebot tato rovnost je ekvivalentni
s rovnosti |[KX| —r = R — |LX|, neboli (1).

Nalezi-li bod X elipse e, pak je stfedem kruznice, ktera se
dotyka kruznic k a .

Mnozinou stiedt kruznic, které se dotykaji kruznic k£ a [, je
elipsa e s ohnisky K a L a hlavni osou o velikosti (r + R). Bod U
musime ovSem z hledaného geometrického mista vynechat.
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Dalsimi tlohami budeme ilustrovat vétu:

Jsou-li M(X), N(X), P(X) vyrokové formy definované na
mnoziné g, @), R, T obory jejich pravdivosti, a plati-li pro kazdy
bod X € p: M(X)VN(X)VP(X)=1,pak QURUT = p.

U tloh uvadime pouze vysledky. Podrobné feSeni ponechavame
Ctenari.

Uloha 3. Je dana polopiimka p = SQ. Vysetiete GMB, které
jsou od poloptimky p vzdaleny

a) pravé 3cm;
b) méné nez 3 cm;
¢) vice nez 3cm.

Obr. 5

V oznaceni podle obrazku 5 dostavame tyto vysledky (viz
obr. 6):

a) sjednoceni h polopfimek a, b a kruznicového oblouku k: h =
=aUbUEL;

b) vnitfek ttvaru s hranici h: I(h);

¢) vnéjsek atvaru s hranici h: E(h).
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a) h b) I(h) c) E(h)
Obr. 6

—_— —
Uloha 4. Je dan duty tihel s rameny a = VM, b = VN. Urcete
GMB, které jsou od ramen a, b vzdaleny

a) pravé 3 cm;

b) méné nez 3 cm;

¢) vice nez 3 cm.

Obr. 7

V oznaceni podle obrazku 7 dostdavame tyto vysledky (viz
obr. 8):
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a) Sjednoceni h polopfimek aj, ag, by, by s kruznicovym oblou-
kem k: h =a, Uk Uby Uasg U bs.

b) Vnitini oblast s hranici h: I(h).

¢) Vnéjsi oblast s hranici h: E(h).

<

a) h b) I(h) c) E(h)
Obr. 8

. —_ [
Uloha 5. Je dan duty tihel s rameny a = VN a b=V M. VySe-
trete GMB, které jsou

a) stejné vzdaleny od polopfimky a jako od polopfimky b;

b) které jsou blize k polopfimce a nez k poloptimce b;

c¢) které jsou blize k polopiimce b nez k poloptimce a.

Obr. 9
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Vzdélenosti bod@ od ramen thlu méfime dvojim zptsobem.
V ahlu 4 AV B je vzdélenost bodu od ramen thlu rovna jeho vzda-
lenosti od vrcholu V.

V thlu SMVN je éasti hledané mnoziny osa thlu <MV N.
V thlu 4 AV O méfime vzdalenost od polopfimky na kolmici k ra-
meni VM. Podobné je tomu v thlu ¢ BVO.

V souladu s posledni poznamkou pfed tlohou 1 zde v ¢lanku
mtiZzeme postupovat tak, ze pokud pata kolmice spusténé z libo-
volného bodu napf. na pfimku V' M nelezi na polopfimce V M, pak
je tim nejblizsim bodem tutvaru, od kterého méfime vzdalenost,
bod V.

V oznaceni podle obrazku 9, kde o je osa thlu < MV N, dosta-
neme tyto vysledky (viz obr. 10):

a) SAVBUo;
b) SAVO;
¢) J0VB.

b) I(4AVO)
Obr. 10

Uloha 6. V roviné p, z niz je vyhata pfimka AB, vySetiete GM
vrcholtt X trojuhelnika ABX

a) pravouhlych;
b) ostrodhlych;
¢) tupothlych.

a) Podle Thalétovy véty je hledanym GM kruznice k a pfimky a,
b podle obrazku 11 (ovSem mimo bodt A, B).
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k X
\B
X
b
Obr. 11

b) GM vrchold X ostrouhlych trojahelnikit ABX je vnitfek ro-
vinného pasu P s hranicemi a, b mimo kruh s hranici k (viz

obr. 12).

X

N

Obr. 12

¢) GM vrcholi X tupothlych trojahelnikt ABX je vnitini oblast
kruhu K s hranici &, spolu s vnitinimi oblastmi polorovin aM
a bN (ovSem mimo piimku AB) (viz obr. 13).

k.

X
®

Obr. 13
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Ptehled vysledku je na obrazku 14.

a) kUaUD\ {4, B} b) PNK  ¢) I(K)UI(aM)UI(bN)
Obr. 14

Uloha 7. Je dan trojthelnik ABC. Uréete GMB, které maji
a) stejnou; b) mensi; ¢) vétsi vzdalenost od mnoziny {A, B} jako
od bodu C.

Sestrojme nejdiive stiedy stran trojuhelniku ABC' a oznacme
je M, N, O podle obrazku 15. S je stfed kruznice trojihelniku
ABC opsané. V poloroviné oA znamena vzdalenost libovolného
bodu od mnoziny {4, B} vzdéalenost tohoto bodu od bodu A,
v poloroviné opac¢né pak vzdalenost téhoz bodu od bodu B.

c

o

Obr. 15

GMB stejné vzdalenych od {4, B} jako od bodu C jsou tedy
poloptfimky SN a SM. Tato lomena ¢ara ¢ déli rovinu na dvé dis-
junktni oblasti, v nichz je vzdéalenost libovolného bodu od {4, B}
mensi, nebo vétsi nez vzdalenost téhoz bodu od bodu C. Prehled
vysledkt je na obrazku 16.
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a) L b) I(.C) c) I(tA)
Obr. 16

Uloha 8. Je dana tisecka AB dlouhé 5 cm. Vysetiete GMB, které
jsou od mnoziny {4, B} vzdaleny

a) 3cm;

b) méné nez 3 cm;

¢) vice nez 3cm.

Sestrojme kruznice s polomérem 3 cm a stiedy v bodech A, B
a osu o useCky AB.

GMB vzdalenych od mnoziny {A, B} pravé 3 cm je sjednoceni
kruznicovych obloukt p, g sestrojenych kruznic (viz obr. 17). Tyto
kruznicové oblouky tvoii geometricky utvar h = pUgq. Utvar h déli
rovinu na dvé disjunktni oblasti. V jedné je vzdalenost bodu od
{4, B} mensi, ve druhé vétsi nez 3 cm, piehledné viz obrazek 18.

M

Obr. 17
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Uloha 9. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC se stranami dlou-
hymi 5cm. Uréete GMB, které jsou od mnoziny {A, B,C} vzda-
leny

a) pravé 3 cm;

b) méné nez 3 cm;

¢) vice nez 3cm.

Sestrojme kruznice s polomérem 3cm a stfedy v bodech A,
B, C' a ozna¢me jejich pruseciky M, N, P podle obrazku 19. Déle
ozna¢me S prusecik pfimek M B, NA a PC. V konvexnim thlu
MSP je vzdalenost jeho vnitintho bodu od mnoziny {A, B,C}
rovna vzdalenosti tohoto bodu od bodu A. Podobné je tomu v kon-
vexnich thlech M SN a NSP.




144 FRANTISEK KURINA, JANA CACHOVA

GMB vzdalenych 3 cm od mnozZiny {A, B,C} je sjednoceni h
tuéné nakreslenych kruznicovych obloukt a,b,c. Ve vnitini ob-
lasti s hranici h jsou body vzdalené od mnoziny {A, B,C} méné
nez 3 cm, ve vnéjsi oblasti s touto hranici jsou body vzdalené od
mnoziny {A, B,C} vice nez 3cm (viz obr. 20).

Uloha 10. Je dén obdélnik ABCD. Vysetiete GMB. které jsou
vV roviné
a) stejné vzdaleny od polopiimek AB a CD;
b) blize vzdaleny od poloptimky AB neZ od polopfimky CD;
c¢) déle vzdaleny od polopiimky AB neZ od polopfimky CD.

q A B
K S L
- C\
a b
Obr. 21

V rovinném pasu ohrani¢eném rovnobéznymi primkami a,b
tvori body stejné vzdalené od polopfimek AB a C'D stfedni p¥ic-
ku KL obdélniku ABCD (obr. 21).
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V poloroving opacné k poloroviné bA plati, Ze pro body stejné
vzdélené od obou polopiimek je jejich vzdalenost od jedné nebo
druhé polopfimky rovna vzdalenosti bodu C od pfimky AB. Touto
mnozinou je tedy oblouk p paraboly s ohniskem C' a fidici pfim-
kou AB. Podobné sestrojime oblouk ¢ paraboly s ohniskem A a ¥i-
dici pfimkou DC'. Body stejné vzdalené od obou polopiimek tvoii
sjednoceni h parabolickych oblouki p a q a stfedni piicky K L ob-
délniku ABCD. V jedné ¢asti roviny s hranici i jsou body blize
vzdalené k polopfimce AB, ve druhé oblasti se nachézeji body,
které jsou dale vzdéalené od poloptimky AB. Piehledné viz obra-
zek 22.

g A B N B N A B

\( 5 L K| I B K] L

D) cx D) c PN D) c P
y

a) h b) I(h) c) E(h)
Obr. 22

Ve skole by patrné bylo vhodné poukézat na tii moznosti vzda-
lenosti bodu od geometrického utvaru na pitikladu kruznice, osy
usecek, pfimek rovnobéznych a riznobéznych a podobné.
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Abstract

In the first part of the article we present a historical perspective
on the replacement of the traditional term locus by the “modern”
term set of points. We define our position on this substitution of
the term. The formulation of our position is followed by ten solved
problems where we search for the locus. These problems illustrate
that in school we can use not only the term set of all points of
a given property, but also the term locus.
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