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TEORETICKE RESENI PLOCHYCH STRECH
V PROGRAMU GEOGEBRA

JOHANKA SADILKOVA, VLASTA MORAVCOVA

Uvod

Kétované promitani patii mezi zobrazovaci metody deskriptivni
geometrie vyucované na strednich a vysokych skolach. Jednou
z jeho aplikaci je teoretické FeSeni stfech, neboli sestrojeni stie-
chy (odpovidajici néjakym vstupnim pfedpokladiim) nad danym
plidorysem budovy. V soucasnosti je k dispozici fada on-line ma-
teriald zaméfenych na teorii a vzorové priklady k tomuto tématu.
Napiiklad v diplomové préci (Bisova, 2020) je mozné najit tlohy
s podrobnym FeSenim rdznych typu stfech vcetné jejich 3D na-
hled® nebo v diplomové praci (Bezstarostova, 2022) jsou vytvore-
ny a popsany nastroje v programu GeoGebra, které feseni stfech
usnadiiuji. S kazdym rokem se objevuji nové zdroje podporujici
studium i vedeni vyuky teoretického feseni stiech, které usnadnuji
praci ucitele. Pfi prochazeni dostupnych materidlti na internetu
jsme vsSak nenalezli jeden univerzalni nastroj pro feSeni plochych
stiech, ktery by mohl ucitel ¢i student vyuzit k jednoduché a rych-
1é kontrole svého feSeni a k prohloubeni geometrické predstavi-
vosti. To motivovalo prvni z autorek tohoto prispévku k vytvoreni
GeoGebra appletu vénovanému této problematice. Nez vSak app-
let (Sadilkova, 2024) podrobnéji predstavime, stru¢né pfipome-
neme teoretické feseni stfech a pojem Voroneho diagram, na jehoz
principu applet funguje.

Jak ivodni odstavec naznacuje, pfispévek je urcéen pfedevsim
uCitelim deskriptivni geometrie. Muze vSak rozsifit povédomi
o vyuziti elementarnich matematickych pojma a vztaht v praxi
také ucitelim matematiky zékladnich i stfednich skol. Jedna se
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predevsim o uplatnéni stereometrie, nebot feSeni stiech je zalozeno
na urcovani vzajemnych poloh dvou i vice rovin, hledani prisec-
nic rovin a praci s trsem rovin. V nasem ptispévku déale pracujeme
s pojmy rotac¢ni kuzelova plocha a jehlanova plocha ¢i s mnozi-
nou bodi v roviné, konkrétné s osou usecky jako mnozinou bodi
stejné vzdalenych od krajnich bodu této tsecky v eukleidovské
i manhattanské metrice. V neposledni fadé muze byt inspiraci
dale popsany proces vizualizace prostorovych utvart, modelovani
situaci pomoci softwaru dynamické geometrie a jeho uziti k feseni
prostorové tlohy v roviné.

Teoretické FeSeni stfech

V piispévku se vénujeme pouze stifecham tvofenym ¢astmi rovin
s konstantnim spadem, pfi¢emz urcujici prvky téchto rovin lezi
v jedné horizontalni roviné. Takové stfechy jsou obvykle feSeny
na stfedni skole v ramci deskriptivni geometrie a pribuznych pred-
méti. Dle urcujicich prvka muzeme rozlisit strechy s okapy, bez
okaptl, poptipadé strechy s obéma témito prvky.

zadéni zacéatek reseni reseni

<>

Obr. 1: Reseni valbové st¥echy

Ukéazkou stiechy s okapy je feseni valbové stfechy nad obdél-
nikovym piidorysem (obr. 1). Zadanim je obdélnik v horizontalni
roviné a tkolem je nalézt prusecnice jednotlivych stfesnich rovin
navzajem stejného spadu, které prochazi stranami daného obdél-
niku. Tyto strany nazyvame okapy stfechy.
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Neékteré okapy nebo jejich ¢asti mohou byt tzv. zakdzané (v za-
déni zndzornéno dvojitou ¢arou), coz mé vliv na vysledny tvar
stfechy (obr. 2). V piipads, Ze jsou zakdzané vSechny okapy, musi
byt zadano jedno nebo vice jednobodovych odtokovych mist nazy-
vanych vypust ¢ gula. Opét predpokladame, ze vSechny vypusti
lezi v jedné horizontalni roviné. U stfech tohoto typu zpravidla
volime maly spad stiesnich rovin (mensi nez 5°) a nazyvame je
stfechami plochymi.

zadani zacatek reseni feSeni

— >

Obr. 2: Reseni valbové stfechy se zakdzanym okapem

Ukéazka stfechy se vSemi zakadzanymi okapy je na obrazku 3.
Pii feSeni plochych stiech hleddme prisec¢nice takovych stfesnich
rovin, které jsou rovnobézné se stranami ptidorysu dané budovy
a zaroven prochézeji danymi vypustmi.

zadani zacatek FeSeni reSent
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Obr. 3: Reseni ploché stfechy zadané dvéma odtoky
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Voroneho diagram

Na obrazku 3 vpravo dole vidime dva trsy stfesnich rovin, na
které mtizeme nahlizet jako na ¢asti shodnjch jehlanovych ploch
s vrcholy lezicimi ve stejné horizontalni roving. Cést feseni sttechy
je tvorena jejich prunikem. Tento princip ilustrujme na obecnéjsim
prikladu z matematiky, kterym je Voroneho diagram, a poté se
k myslence s jehlanovymi plochami vratime.

Obecnou definici Voroneho diagramu a dalsi s nim souvisejici
poznatky lze nalézt naptiklad v (Samkova, 2007). My se budeme
zabyvat Voroneho diagramem v roviné, ktery lze definovat nésle-
dovné: Méjme rovinu g a mnozinu jejich navzajem ruznych boda
B;. Voroneho diagramem v roviné rozumime rozdéleni roviny na
souvislé oblasti V(B;) takové, ze kazdy bod oblasti V(B;) je blize
k bodu B; nez k libovolnému bodu Bj, kde i # j.

By

Obr. 4: Voroneho diagram v roviné

Je ziejmé, ze Voroneho diagram zadany dvéma riznymi body
B, By je tvofen dvéma polorovinami, jejichz hranici je osa tsecky
B1Bs. Na obréazku 4 je ptiklad Voroneho diagramu zadaného 10
body. Jeho jednotlivé oblasti jsou ohraniceny ¢astmi os useéek
B;B;j, i # j. Uvédomme si, Ze osa usecky B;B; je mnozinou
spoleénych bodd vsech kruznic k;(B;;r), k;j(Bj;r), kde r pro-
bih4 kladna realnéd cisla. Proces vzniku Voroneho diagramu si
tedy mizeme také predstavit pomoci navzajem shodnych kruhi se
stiedy v bodech B; a postupné se zvétsujicimi poloméry (obr. 5).
Tuto situaci lze vSak také reprezentovat pomoci rotac¢nich kuzelo-
vych ploch.
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Obr. 5: Tvorba Voroneho diagramu pomoci kruhi,
generovano v (Walsh, 2017)

UvaZujme umisténi roviny ¢ do prostoru, kde body B; zto-
toznime s vrcholy shodnjch rota¢nich kuzelovych ploch, jejichz
osy jsou kolmé k roviné g (obr. 6). Kruhy s postupné se zvétsuji-
cimi poloméry muzeme simulovat pomoci pohybu roviny «, kterou
v pocatecni fazi ztotoznime s rovinou ¢ a nasledné ji posouvame ve
sméru kolmém k roving ¢ (pfi¢emz se pohybujeme pouze v jednom
poloprostoru vymezeném rovinou g). Pravothly pramét ¢asti ku-
zelovych ploch vymezenych rovinnym pasem oo do roviny « pak
odpovidé4 kruhtim generujicim Voroneho diagram. Podotknéme, ze
v prostorové situaci (obr. 7) je prinikem kazdé dvojice sousednich
kuzelovych ploch hyperbola, jejiz ¢ast se v daném pravotthlém
pramétu zobrazi jako tsecka, poptipadé polopiimka ¢i primka.

Obr. 6: Rezy rota¢ni kuzelové plochy pohybujici se rovinou o

LIhene

Obr. 7: Tvorba Voroneho diagramu pomoci kuzelovych ploch,
generovano v (Walsh, 2017)




184 JOHANKA SADILKOVA, VLASTA MORAVCOVA

Poznamenejme, ze v programu GeoGebra existuje specilni
funkce, kterd ze seznamu bodi dokaze sestrojit Voroneho dia-
gram v roviné. Staci do vstupniho prikazového radku zadat Vo—
ronoi (<Seznambodu>).

Vyuziti poznatkti o Voroneho diagramu pri rese-
ni plochych stfech pomoci appletu

Poznatky o Voroneho diagramu v roviné, zejména myslenku jeho
konstrukce pomoci prinikt navzajem shodnjch rotacnich kuzelo-
vych ploch, nyni vyuZijeme pfi teoretickém feSeni plochych stiech.

Pracujme se zadanim stfechy z obrazku 3. Body, které pred-
stavuji odtoky, ztotoznime s body zadavajicimi Voroneho dia-
gram a podrobné rozebereme postup feseni této konkrétni stfechy.
7 kazdého z danych bod vedeme ¢tyti polopfimky — priméty prii-
se€nic stesnich rovin (obr. 8 vlevo). Priise¢nice dvou rovin se v ké-
tovaném promitani sestrojuje nejéastéji pomoci hlavnich pfimek
roviny, tj. pfimek, které nalezi dané roviné a zaroven jsou rovno-
bézné s priumétnou. Uvazujeme-li roviny prochazejici jednou gulou
a sestrojime-li priméty hlavnich piimek téchto rovin o stejné kété
(vysce), vymezi tyto pfimky Gtverec, jehoz thlopficky nalezi jiz
sestrojenym primétim priisecnic (obr. 8 uprostfed). Budeme-li
proces opakovat, zjistime, Ze pro libovolnou kétu muZeme sestro-
jit odpovidajici skupinu priamétt hlavnich pfimek, které vzdy vy-

X % A P-4 E@ =

Obr. 8: Zobrazeni ¢asti hlavnich pfimek v feseni stfechy
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mezi ¢tverec. Proces hledéani této stiechy si tedy mtizeme predsta-
vit pomoci navzajem shodnych dvojic ¢tvercit s pevnymi stiedy
v danych bodech (priisecik thlopiFicek) a postupné se zvétsujicimi
velikostmi stran (obr. 8 vpravo).

Tyto postupné se zvétsujici ¢tverce mizeme prezentovat pro-
storové, stejné jako jsme kruhy prezentovali pomoci kuzelovych
ploch u Voroneho diagramu. V pfedchozi kapitole jsme jiz zminili,
7%e v obrazku 3 vpravo dole (a také nyni v obrazku 8) vidime dva
trsy stfesnich rovin. Na tyto trsy rovin mtzeme nahlizet jako na
navzajem shodné jehlanové plochy s vrcholy ve stejné horizontalni
roviné. Kruhy tedy nahradime ¢tverci (obr. 9) a kuzelové plochy
jehlanovymi plochami (obr. 10).

g

Obr. 9: Proces feSeni stfechy pomoci ¢tverci

e

Obr. 10: Proces feseni stfechy pomoci jehlanovych ploch

Postupné se zvétsujici ¢tverce s pevné danymi stfedy thlo-
pricek z obrazku 9 simuluji proces hledédni primét priisecnic

LCtverce misto kruhti lze také ziskat pomoci manhattanské metriky, viz
(Moravcova & Skalova, 2023). Voroneho diagram sestrojeny v této metrice
odpovida casti fesSeni stiechy.
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st¥ednich rovin. Uhlopficky ¢tvercti predstavuji priméty priisec-
nic, které primo vychazeji z danych gul. Hranice, kde se ¢tverce
o sebe v obrazku 9 ,zastavi“ (tj. hranice dvou barev), pak pfed-
stavuji pruméty prusecnic, které jsou rovnobézné s prumeétnou.
Spolecné tvori feseni dané stfechy. Zduraznéme, ze oproti situaci
s Voroneho diagramem, kde jsme vyuzili pouze prumét prinika
kuzelovych ploch, zde vyuzivame i priméty ¢asti hran jehlanovych
ploch.

Vsimnéme si, Zze oproti predstavé z obrazku 3 a 8, kde pro
vrchol jehlanové plochy pfedstavujici trs stfesnich rovin plati, ze
z néj vychizime ,nahoru“ (jelikoz tvorfime odtok), v obrazku 10
postupujeme opacné, tj. z vrcholu vychazime ,dolid“. Timto zpt-
sobem totiz v GeoGebie 3D ziskdvame vhodnou viditelnost — vi-
dime pouze ty ¢asti hran jehlanovych ploch, které skutec¢né pred-
stavuji v priamétu feSeni stfechy, a také pouze ty Casti spolec-
nych prisecnic jehlanovych ploch, které v primétu opét tvori ¢ast
feSeni sttechy.

zadani reSeni situace ve 3D

- F

Obr. 11: Tvorba feseni stfechy pomoci appletu v GeoGebie

Na popsané myslence je zaloZzen dale prezentovany applet Teo-
retické veseni plochyjch strech s aZ 5 odtoky (dale jen TRPS)
(Sadilkovd, 2024), v némz jsou zaddvajicimi prvky body lezici
v jedné horizontalni roviné. Tyto body pfedstavuji pozice odto-
kovych mist. Kazdy takovy pevny bod je vrcholem pravidelného
¢tyfbokého jehlanu, jehoz vysku mizeme libovolné ménit pomoci
posuvniku, ¢imz reprezentujeme postupné nartistajici ¢ast jehla-
nové plochy vymezené rovinnym pasem. Ztotoznime-li pozici za-
davajicich bodt s odtokovymi misty dané stfechy, mizeme urcit
FeSeni této stfechy pomoci pohledu shora (obr. 11).
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zadani spravné feseni vodorovny zlab

Obr. 12: Spravné feseni ploché stfechy vs. vodorovny zlab

Poznamenejme, ze applet TRPS spravné fesi situace, kde hrozi
vznik nezaddouciho tzv. Zlabu (tj. vodorovné priiseénice, k niz stéka
voda). V obrazku 12 je pro porovnani zobrazeno spravné i ne-
vhodné FeSeni takové stfechy. JelikoZ vznik stfechy v TRPS mii-
Zeme simulovat postupné se zvétsujicimi ¢tverci, vidime, Ze pripad
vodorovného zlabu nemutze nastat, jelikoz ctverce, které by gene-
rovaly stfechu se zlabem, maji prazdny prinik.

Vyuziti appletu TRPS ve vyuce teorie plochych
stfech

Applet TRPS (Sadilkova, 2024) je mozné vyuzit k rychlé kontrole
zékladnich ptikladd z teorie plochych stfech, k samostudiu stu-
dentti ¢i jako pomtcku pri vykladu avodni teorie plochych stiech.
Je vSak nezbytné studenty upozornit, Ze pfestoze applet vraci od-
povidajici feSeni v pohledu shora, prostorova situace skute¢nému
tvaru ploché stfechy neodpovida. Za tcelem ziskani adekvatni
prostorové predstavy je vhodné vyuziti appletu kombinovat s od-
kazy na prostorova feseni priklad uvedenych napiiklad v (Bisova,
2020). Dalsim limitem appletu je zptsob, jakym vykresluje FeSeni
v pripadé, kdy dvé ¢i vice gul lezi na rovnobéZce s nékterou ze
stran daného pidorysu. Urcité stény navzajem raznych jehlant
(tedy zobrazené riznou barvou) pak lezi v téze stfesSni roving,
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tedy barevné by mély splynout, coz applet TRPS neumi (viz ob-
rézek 13, v némz dvé guly nélezi téze strané daného ptidorysu).

Obr. 13: Problém s vykreslenim specifického zadani (Sadilkova,
2024)

Applet TRPS lze zobrazit v internetovém prohlizeéi ¢i piimo
v programu GeoGebra. Pfi zobrazeni v prohlizeci je applet ve for-
métu 4 : 3 (obr. 14). Pro tpravu formétu je t¥eba soubor bud
oteviit ve webové aplikaci nebo jej stahnout a oteviit mimo pro-
hlizec.

Teoretické feseni plochych strech aZ s 5 odtoky
3P N L n@De : &
Angle

uhel = 45°

© 0 — e ° (i
Number

o odtok = 4
0 @ 10 (0
pocetodtoku = 3
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T ——e—n G
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Obr. 14: Zobrazeni appletu v internetovém prohlizeci

V algebraickém okné (sloupec vlevo v obrazku 14) jsou uve-

vvvvv

a zadavajici body stfechy (body O;). Vyznam jednotlivych ovla-
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dacich prvku a jejich pouziti jsou shrnuty v tabulce 1. S body O;,
které predstavuji zadana odtokova mista, lze pomoci mysi pohybo-
vat a libovolné ménit jejich polohu v roviné obdélniku. Pro pfesné
zadani bodd O; pomoci soufadnic je mozné vyuzit algebraické

okno.

Tab. 1: Ovladaci prvky appletu TRPS

ndzev proku

vyznam a pouziti prvku

uhel

slouzi k zméné odchylky stén pravidelnych ctyt-
bokych jehlanti od jejich podstavy, pro kontrolu
feSeni neni nutné tuto hodnotu ménit

odtok

slouzi k zvétSeni stran Ctvercovych podstav
jehlant, postupnym zvétSovanim této hod-
noty simulujeme hledani feSeni stfechy, zmé-
nou hodnoty na nulu zobrazime pouze zadava-
jici body O;

pocet odtoku

urcuje pocet odtokovych mist (bodd O;), je
mozné zobrazit nejvyse 5 takovych boda

sirka stanovuje prvni rozmér obdélniku, ktery pted-
stavuje hranici ptidorysu stfechy
vyska stanovuje druhy rozmér obdélniku, ktery ptred-

stavuje hranici ptidorysu stfechy

Zmeéna pohledu se v appletu realizuje zakliknutim volného pro-
storu pravym tlacitkem mysi a nasledovnym pohybem. Pro opé-
tovné vraceni do pohledu shora, ve kterém je vidét feseni stfechy,
staci kliknout v pravém hornim rohu na symbol domecku a poté na
prvni z nabizenych krychli, tj. na tu se zvyraznénou horni sténou

(obr. 15).

H A @ »e ¢ 7N
ﬂ‘Vo@DDD

Obr. 15: Volba pohledu v appletu

189
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Ovladani appletu je koncipovano tak, aby jej zvladl pouzit
i uzivatel, ktery nemé zkusenosti s programem GeoGebra. K na-
lezeni TeSeni stfechy totiz neni nutné ménit pohled; staci zadat
pozadovanou polohu zadavajicich bodi a vyuzit posuvniky.

Pracovni list

Piilohou tohoto p¥ispévku je pracovni list? ve forméatu A4 ob-
stfech nad obdélnikovym ptidorysem. VétSinu z téchto stfech lze
fesit pomoci appletu TRPS. Obtiznost tloh postupné graduje.
Zadani uloh 9 a 10 jsou zdmérné stejna, v feSeni jsou poskytnuty
dvé varianty — s vodorovnym zlabem a bez néj. Tato dvé zadani
také odpovidaji pfikladtun feSenym ve ¢tvrté kapitole prace (Bi-
sové, 2020, s. 75-77), v niz je uveden i odkaz na jejich prostorové
feseni vymodelované pomoci GeoGebry. Ulohy z pracovniho listu
muZeme vyuzit pfi odvozovani teorie stejné jako pfi procvicovani
daného tématu. Pracovni list lze vytisknout ¢i promitnout za uce-
lem procvicovani, popripadé zadat v ramci samostudia studentii.

ZAavér

V ¢lanku jsme predstavili applet TRPS (Sadilkova, 2024) vy-
tvofeny jako semindrni prace prvni z autorek pfispévku. Prin-
cip fungovéni appletu vychézi z teorie Voroneho diagramu. App-
let umoznuje fesit plochou stfechu konstantniho spadu nad ob-
délnikovym pudorysem zadanou pomoci jedné az péti gul. Sou-
casti prispévku je také pracovni list s 32 tilohami na téma Teseni
plochych stfech. Domnivame se, ze tlohy z pracovniho listu jsou
spolu s vyuzitim appletu TRPS vhodné nejen jako podklad k vy-
uce tohoto tématu v ramci hodin deskriptivni geometrie, ale také
k samostudiu. Student totiz, kromé kontroly svého feSeni, muze
v appletu pozorovat zmény, k nimz dojde zménou zadani, proces

2Pracovni list je dostupny ve formatu pdf p¥imo z appletu (Sadilkova,
2025, viz odkaz ve spodni ¢4sti obrazovky) a bude také souc¢asti on-line vydani
casopisu Ucitel matematiky na https://www.dml.cz.
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vzniku feseni apod. U studenti s dobrou prostorovou predstavi-
vosti a zdjmem o matematiku a geometrii 1ze sezndmeni s apple-
tem propojit s pfedstavenim Voroneho diagramu.

Bohuzel jsme zatim neméli moznost realizovat vyuku s vyu-
zitim tohoto appletu ve tfidé. Vyse uvedend doporuceni vychézi
z osobni zkusSenosti autorek s vyukou deskriptivni geometrie, z vy-
uziti appletu pri doucovani jednotlivcit a z konzultaci appletu
i zvolenych tloh s kolegy vyucujicimi deskriptivni geometrii na
riznych typech stiednich skol. Véfime, Ze applet TRPS nalezne
vyuziti ve vyuce deskriptivni geometrie jako nazorna pomiicka
k vyuce teoretického feseni plochych strech.
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Abstract

The paper presents an applet for solving flat roofs created with
GeoGebra. This applet is based on the idea of the Voronoi dia-
gram. The paper provides the necessary theory, explains the prin-
ciple of the applet’s working and describes its use, including re-
commendations for teaching. A worksheet containing 32 tasks and
solutions for flat roofs is attached.
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