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BERNARD BOLZANO 
(5. 10. 1781-18. 12. 1848) 

Dne 5. října 1961 uplynulo 180 let od narození pražského rodáka Bernarda Bolzana. 
Československá vědecká veřejnost vzpomněla toho dne jeho památky na slavnostním zase
dání, které uspořádala Československá akademie věd (její matematicko-fyzikální sekce, 
historická sekce a komise pro dějiny přírodních, lékařských a technických věd) a Jednota 
československých matematiků a fyziků. 

Světové matematické veřejnosti je Bernard Bolzano znám především jako jeden z prů
kopníků onoho směru matematického bádání devatenáctého století, který si postavil za cíl 
kritickou revizi základních pojmů matematické analýzy. Bolzanovo dílo má v této své 
části mnoho styčných bodů s těmi pracemi jeho velkého současníka, A. Cauchyho, které se 
zabývají základními větami analýzy. Přesto však je mezi pracemi obou matematiků v tomto 
oboru podstatný rozdíl. Bolzano nebyl jen matematikem, nýbrž také filozofem a logikem. 
Sám o sobě praví, že matematika ho zajímala především jako odvětví filozofie a prostředek 
k výcviku správného myšlení. Proto je Bolzanovo dílo, pokud se týká matematické analýzy, 
věnováno téměř výhradně lepšímu fundování jejích nejzákladnějších partií a nedá se srovná
vat s obrovitou šíří díla Cauchyova; s touto jistou jednostranností patrně také souvisí ne
dostatek odborné technické zručnosti, s kterým se u Bolzana často setkáváme. Naproti tomu 
ve studiu rozsahu základních pojmů matematické analýzy a jejich vzájemných vztahů jde 
Bolzano mnohem dále a hlouběji než kterýkoliv z jeho vrstevníků. Charakter Bolzanových 
prací ze základů matematické analýzy poznáme snad nejlépe z dvou jeho prací, o nichž se 
nyní zmíníme. 

První z nich je pojednání „Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen 
je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewáhren, wenigstens eine reelle Wurzel 
der Gleichung liege", vydané r. 1817. Práce podává důkaz věty, ze funkce1) /, spojitá v uza
vřeném intervalu [a, 6], nabývá uvnitř tohoto intervalu všech hodnot mezi f(d) a f(b) 
(u Bolzana je formulace trochu jiná). V úvodu ukazuje Bolzano, proč tato „názorně evident
ní" věta potřebuje důkaz, a kritizuje některá nesprávná „odvození". Jeho pojem spojitosti 
(v intervalu) je totožný s dnešním pojmem a je týž, kterého užívá Cauchy ve svém díle Cours 
ďAnalyse (1821). Důkaz věty spočívá u Bolzana na větě o existenci supréma omezené ne
prázdné množiny čísel. Věta o suprému je pak odvozena z tzv. Bolzanovy-Cauchyovy 
podmínky pro konvergenci posloupnosti reálných čísel (u Cauchyho se vyskytuje tato pod,-

*) V dalším jde stále o reálné funkce jedné reálné proměnné. 
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minka o čtyři léta později). Bolzano se také pokouší postačitelnost této podmínky dokázat; 
zde je ovšem u něho mezera v důkazu, neboť neměl k dispozici teorii reálných čísel. 

Již tato práce ukazuje Bolzanovo hluboké pochopení pro základní otázky analýzy. 
Touž problematikou, ale na vyšší úrovni a ve větší šíři se zabývá jeho práce, objevená v Bolza-
nově rukopisné pozůstalosti M. Jaškem okolo r. 1920 a vydaná v r. 1930 pod názvem 
„Functionenlehre" Královskou Českou společností nauk. Tento spis měl tvořit součást 
velkého díla „Grossenlehre". 

„Functionenlehre", která vznikla asi v první polovině třicátých let, se skládá z předmluvy 
a dvou oddílů; první se týká spojitosti, druhý derivace. Hloubkou pojetí i systematičností 
a zdařilostí podání vyniká hlavně oddíl o spojitosti funkcí jedné proměnné. Na rozdíl od 
dřívějších formulací u Bolzana i Cauchyho zavádí zde Bolzano nejenom spojitost v intervalu, 
nýbrž i spojitost v bodě, a to i spojitost zprava a zleva. Že si byl plně vědom významu 
této lokalizace spojitosti, je patrno z toho, že udává příklad funkce, která je nespojitá v kaž
dém bodě, i příklad funkce, která je spojitá právě v jednom bodě. Bolzano dokazuje pak řadu 
vět o spojitých funkcích v tomto pořadí (píšeme je v moderní symbolice a terminologii): 

I. Je-li lim sup |/(x)| = oo, není f spojitá v bodě c. 
x-+c 

II. Funkce spojitá v uzavřeném intervalu [a, b] je v něm omezená. 
III. Je-lif spojitá v uzavřeném intervalu [a, fe] a existuje4i posloupnost čísel xn e [a, b] 

tak, že lim/(xn) = C, nabývá f v [a, Ď] hodnoty C. 
n-*oo 

IV. Každá funkce spojitá v uzavřeném intervalu [a, Ď] nabývá v něm své největší a nej
menší hodnoty. (Snad je zajímavé, jak pečlivě se Bolzano vyjadřuje: „největší v tom smyslu, 
že žádná jiná není větší".) 

V. Funkce /, spojitá v intervalu J, má tuto vlastnost: (A) Je-li ote J, /? e J, /(a) =f= f(P)> 
nabývá f v otevřeném intervalu (a, /?) všech hodnot mezif(ot) af(fí). (To je ovšem věta z „Rein 
analytischer Beweis ...".) 

Důkazy vět jsou vybudovány systematicky na větě o suprému a na tzv. větě Bolzanově-
Weierstrassově: Každá omezená posloupnost má hromadný bod. Bolzano si byl dobře vědom 
významu kompaktnosti uzavřeného intervalu: ukazuje, že věty III, IV neplatí pro otevřené 
intervaly. Zdůrazňuje také, že vlastnost (A) není postačující k tomu, aby funkce byla spojitá 
v J — avšak jeho argumentace zde není uspokojivá. 

Věty, které jsme dosud uvedli, mají jeden společný rys. Ukazují, že všechny spojité 
funkce mají kromě vlastnosti vyslovené v definici spojitosti ještě řadu dalších vlastností, 
které jsou v souhlasu s naivní představou „spojitosti". Bolzanovo zkoumání pojmu spojitosti 
jde však také ještě v druhém, téměř opačném směru. Bolzano konstruuje příklady funkcí, 
které jsou spojité a přesto mají některé vlastnosti, které jsou v nesouhlasu s naivní předsta
vou spojitosti a jevily se proto v jeho době paradoxními. Z nich je nejzávažnější a nejznámější 
tzv. Bolzanova funkce. 

Tato funkce F je definována v intervalu [a, b] jako limita posloupnosti funkcí yi9 y2> • • • 
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po částech lineárních, jejichž grafy se dostanou z úsečky postupným opakováním jisté jedno
duché geometrické konstrukce. Bolzano ukazuje, že funkce F, ač je spojitá v [a, fe], není 
monotónní v žádném intervalu a nemá konečnou ani nekonečnou derivaci v žádném bodě 
jisté množiny, která je hustá v [a, b\. Dnes víme, že F nemá konečnou derivaci v žádném bodě 
intervalu (a, b), ale Bolzano to nikde nedokazuje a také netvrdí. Bolzanův důkaz obsahuje 
jednu závažnou mezeru: spojitost funkce F dedukuje prostě z toho, že je limitou spojitých 
funkcí yn. K pojmu stejnoměrnosti a k poznání jeho významu se tedy Bolzano nedostal; 
tím se dostalo do jeho díla několik závažných omylů. To je tím podivuhodnější, že na jiných 
místech důrazně a bystře před omyly tohoto druhu varuje. 

Hluboké studium obecných vlastností spojitých funkcí a především konstrukce funkcí 
s „paradoxními" vlastnostmi nám ukazuje Bolzana jako bezprostředního předchůdce mo
derní teorie reálných funkcí. Je škoda, že jeho „Functionenlehre" nebyla publikována dříve, 
v době, kdy mohla ještě ovlivnit a urychlit vývoj této větve matematiky. 

K dovršení Bolzanovy teorie funkcí jedné reálné proměnné bylo zapotřebí vyplnit jednu 
mezeru, totiž vytvořit teorii reálných čísel. Jak známo, bylo několik takových teorií podáno 
okolo r. 1870 (Cantor, Dedekind, Méray, Weierstrass). Jak referuje K. Rychlík (Theorie 
der reellen Zahlen in Bolzanos handschriftlichem Nachlasse, Czech. Math. Journal 7(82) 
(1957), str. 553 — 567), je v Bolzanově pozůstalosti rukopis obsahující pokus o systematickou 
teorii reálných čísel; jejím vrcholem je důkaz postačitelnosti Bolzanova-Cauchyova kritéria 
pro konvergenci posloupnosti, důkaz věty o suprému a důkaz Dedekindovy věty. Bolzanův 
pokus je na svou dobu velmi pozoruhodný, ne však plně zdařilý. Závada je v tom, že se Bol
zano snaží zahrnout do své teorie všechny „výrazy", obsahující nekonečně mnoho aritme
tických operací s racionálními čísly („unendliche Zahlenausdriicke"); kdybychom se místo 
toho omezili např. na řady s racionálními čísly, dal by se asi Bolzanův pokus dovést se zdarem 
až do konce. 

Právě tak jako se Bolzanův zájem o filozofii a logiku obráží v jeho matematickém díle, 
jeví se jeho matematické založení v jeho velkém logickém spise „Wissenschaftslehre" (1837); 
význam Bolzanův jako předchůdce matematické logiky je všeobecně uznáván. Také v tomto 
směru je možno očekávat nové nálezy v Bolzanově pozůstalosti, jak o tom svědčí zpráva 
K. Rychlíka (Betrachtungen aus der Logik in Bolzanos handschriftlichem Nachlasse, Czech. 
Math. Journal 8(83) (1958), str. 197-202). 

Velká rukopisná pozůstalost Bolzanova není ještě plně probádána; mnohé náčrtky 
a koncepty zůstanou asi navždy nerozluštitelné. Dá se však očekávat, že pečlivé studium této 
pozůstalosti přinese ještě nové poznatky o díle tohoto hlubokého a originálního myslitele. 

Bolzano nebyl jen matematik, logik a filozof, nýbrž i význačný společenský myslitel. 
V dusném ovzduší rakouské absolutní monarchie, v níž reakce po francouzské revoluci ještě 
zesílila, se stal jedním z prvních hlasatelů nových idejí v české společnosti a doplatil na tuto 
činnost i sesazením z místa profesora. Ale ani pak jeho snažení v tomto směru neustalo a za-
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čátkem třicátých let 19. století vytvořil první a vlastně jedinou ucelenou socialistickou utopii, 
která vznikla v naší zemi. 

Vycházeje z kritiky současného státu, za jehož nejvyšší nedostatek pokládá nerovnost 
stavů a majetků, vytváří Bolzano představu ideálního státu. Jeho stát je republikou, kde 
funkce parlamentu je nahrazena lidovým hlasováním. Stát je řídícím orgánem i v hospo
dářství, je vlastníkem půdy, výrobních prostředků i části spotřebních prostředků. Rozvoj 
výroby a strojová výroba zvláště nabudou tím netušených možností. Obchod a peněžnictví 
je v rukou státu. Výchova a výživa dětí se děje na státní útraty. Stát poskytuje také lékařskou 
péči občanům a zaopatření všem práce neschopným. Slabost pokrokových složek společ
nosti se obráží u Bolzana v nedůvěře v možnost uskutečnění jeho utopie, v zásadním odmítání 
revolučních metod, ve víře ve vyřešení třídních rozporů cestou přesvědčování. Zaostalost 
hospodářských poměrů vede u Bolzana k nevíře v možnost hojného uspokojování potřeb 
všeho obyvatelstva, proto hlásá nutnost asketického omezení a vyrovnání spotřeby. Vcelku 
lze říci, že Bolzanova utopie patří svým obsahem a formou do okruhu socialistických utopií 
18. století; nejblíže stojí asi Mablymu. 

Mnoho z učení velkého humanisty Bolzana patří jistě historii. Přesto v době dnešních 
zjitřených mezinárodních poměrů celé partie jeho díla promlouvají k nám s velkou naléha
vostí. V době, kdy neuvážené rozhodnutí může přinést záhubu velké části lidstva a vážné 
ohrožení civilizace, stává se velmi aktuálním Bolzanovo přesvědčení o moci lidského rozumu, 
o možnosti dohody mezi lidmi a o rozumném a všem stranám prospěšném uspořádání světa. 
Tento názor nebyl u Bolzana výsledkem pouze racionální úvahy, nýbrž i bolestných osobních 
zkušeností. Desetiletí trvající, Evropu pustošící napoleonské války vypukly již v době Bolza
nova dětství a poznamenaly jistě převážnou část jeho učitelské činnosti. Proto ve svých pro
mluvách tak plasticky líčí hrůzy vojny, v níž na jedné straně tisíce lidí umírají mečem, na 
druhé tisíce hynou hladem, mrazem a morem. V údobí nejhoršího temna však Bolzano věří 
v kladný vývoj společnosti, ve vítězství lidského rozumu, zdravého cítění a volá (r. 1811) 
prorocky: „Es wird — ich sage es mit aller Zuversicht — es wird eine Zeit erscheinen, 
wo man den Krieg, diess widersinnige Bestreben, sein Recht durchs Schwert zu beweisen, 
eben so allgemein verabscheuen wird, wie man den Zweikampf jetzt schon verabscheuetl"2) 
Je symbolické, že dnes právě přesně po 150 letech vystupuje tato otázka výrazně do popředí, 
že ještě ne všechny složky lidské společnosti došly k přesvědčení, že válka je nepřípustný 
způsob řešení sporných otázek mezi státy. Za této situace přebírají odpovědnost za vývoj 
světa především ti, kteří si zachovávají Bolzanem tolik vyzdvihovaný zdravý rozum, zvětšuje 
se úloha inteligence, k jejímuž svědomí se Bolzano především obracel. Jen při dohodě a spoje
ní všech lidí dobré vůle, jen v míru může se uskutečnit Bolzanovo životní heslo: „Fortschrei-

2) Přijde čas — pravím to se vší odpovědností — kdy válka, toto protismyslné úsilí dokázat 
své právo mečem, bude zavrhována právě tak všeobecně, jako je již nyní zavrhován 
souboj — pozn. red. 
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ten soll man". Jen za techto podminek rozprostfe se na zemi ono prave stesti, jak je lici 
Bolzano: 

„Unser Geschlecht wird endlich auch immer weiter schreiten in wahrer Glückseligkeit, 
das ist, das Heer der Leiden, welche uns drücken, wird in der Folge der Zeiten sich immer 
mehr und mehr verringen;je länger, je wirksamer werden die Mittel sein, die man zu ihrer 
Abhilfe erfunden haben wird, die Zahl derjenigen aus uns, die sich unglücklich fühlen, 
wird immer kleiner werden, und immer grösser die Anzahl jener, die eine naturgemässe 
Befriedigung ihrer menschlichen Bedürfnisse auf Erden finden, die ruhig und vergnügt ihr 
Dasein zubringen, und alt und lebenssatt dem Tode ohne Murren in die Arme sinken, 
weil auch sie sagen können: dass sie gelebt, und dieser Erde Glück genossen haben" (1811).3) 

Náš rod dosáhne konečně pravé blaženosti, neboť vláda strastí, která nás tíží, se bude 
s postupem času stále více a více zmírňovat; čím dál tím účinnější budou prostředky, 
které lidstvo nalezne k jejich nápravě; počet těch z nás, kteří se cítí nešťastni, se bude stále 
zmenšovat, a stále více bude těch, kteří najdou přirozené uspokojení svých lidských 
potřeb na zemi, a staří a syti života klesnou do náruče smrti bez reptání, neboť i oni bu
dou moci říci, že žili a podíleli se na štěstí této země — pozn. red. 
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