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30Kapitola 2Kostra grafuV první èásti této kapitoly se krátce zmíníme o historii vy¹etøování vlastnostígrafù, které neobsahují kru¾nice. Budeme hovoøit o souvislých grafech, kte-rým øíkáme stromy. Druhou èást vìnujeme otázkám fundamentálního systémukru¾nic grafu, pojmu, který s kostrou grafu úzce souvisí. V krátké tøetí èástise zmíníme o poètu koster v nìkterých typech grafù. V poslední èásti pojedná-me o problému minimální kostry, k jeho¾ øe¹ení významným zpùsobem pøispìlièe¹tí a sloven¹tí matematici.2.1 StromyPojem strom se objevil v matematické literatuøe v druhé polovinì 19. století.Byl nejèastìji de�nován jako souvislý graf, který neobsahuje jako podgraf ¾ád-nou kru¾nici. Objevily se ov¹em i jiné de�nice. Napø. Camille Armand de Polig-nac (1832{?) de�noval v pracech [69, 70] strom jako koneèný graf, ve kterém jelibovolná dvojice jeho uzlù spojena právì jednou cestou. Název strom byl jistìzvolen proto, ¾e znázornìní takového grafu nìkdy pøipomíná obrázek stromu(viz. obr. 2.1). Také se pomìrnì rychle ustálil. J. J. Sylvester u¾íval pro stro-my název rami�cation a slovem tree nazýval pouze koøenové stromy. Podobnìve francouz¹tinì nacházíme kromì pojmu arbre i název rami�cation a CamilleJordan (1838{1922) u¾íval názvu assemblage (de lignes) ¸ continuité simple.D. K}onig pou¾il ve své knize klasický nìmecký název Baum.Obr. 2.1: Strom



31Charakteristickou vlastností stromù je, ¾e jsou to souvislé grafy, ve kterýchje poèet hran v¾dy o jednièku men¹í ne¾ poèet uzlù. K}onig pøipisoval prvnídùkaz tohoto jednoduchého tvrzení J. B. Listingovi [33]. Snadno se také uká¾e,¾e strom, který má více ne¾ jeden uzel, musí obsahovat alespoò dva uzly prvníhostupnì.Studium vlastností stromù bylo jednou z prvních èástí teorie grafù, kteráse ji¾ v minulém století rozvíjela na teoretickém základì (ne¹lo pouze o høíèkytypu königsbergských mostù èi tahu jezdce) a nalezla praktické aplikace ze-jména v organické chemii. Vzpomeòme otázky stanovení poètu stromù, kterépoutaly pozornost matematikù a také chemikù poté, co chemie zaèala zhrubav polovinì 19. století u¾ívat grafu jako prostøedku znázornìní a zkoumání vlast-ností chemických látek. Pøipomeòme v této souvislosti napø. jméno nìmeckéhochemika Augusta Kekulého (1829{1896) (potomka starého èeského ¹lechtickéhorodu, jeho¾ pøíslu¹níci po roce 1620 nucenì opustili svoji vlast), který výraznýmzpùsobem pøispìl k otázkám chemické vazby.Významnými matematickými pracemi, které se v 19. století zabývaly sta-novením poètu stromù, byly práce anglického matematika Arthura Cayleyho(1821{1895). Ten ji¾ v roce 1857 v práci On the theory of the analytical formscalled trees [25] pou¾il název strom (tree), kdy¾ zkoumal poèet tzv. koøeno-vých stromù (stromù, v nich¾ je jeden uzel oznaèen jako koøen) s n hranami.Pøíkladem koøenového stromu je graf na obr. 2.2. Cayley pøitom nebyl inspiro-ván chemickými problémy, ale Sylvesterovými výsledky v oblasti diferenciálníchoperátorù. Je mo¾né, ¾e názvy øady pojmù, které se v práci objevily, pocháze-jí právì od Sylvestera, který je autorem velkého poètu dnes bì¾nì u¾ívanýchmatematických termínù. Cayleyho studium poètu stromù dále pokraèovalo pra-cemi [30, 47]. V první z nich se zabýval koøenovými stromy, jejich¾ ka¾dá volnáhrana (hrana incidentní s uzlem prvního stupnì) je stejnì vzdálená od koøene.Ve druhé dal autor své výsledky do souvislosti s problematikou isomerù alkanùCnH2n+2. Snadno se toti¾ uká¾e, ¾e grafem tìchto chemických látek je v¾dystrom. V roce 1875 objevil Cayley obecnou metodu urèení poètu tìchto isome-rù [49, 50], ale odvodit vzorec pro výpoèet poètu isomerù v závislosti na poètuatomù uhlíku se mu nepodaøilo. Jak ukázal D. K}onig v knize [275, str. 77], jetato úloha ekvivalentní problému nalezení poètu stromù, ve kterých je ka¾dýz n uzlù incidentní nejvý¹e se ètyømi hranami.Obr. 2.2: Koøenový stromPøi zkoumání poètu stromù bylo v 19. století vyu¾ito pojmù centroid a bi-centroid grafu. Jako první tyto pojmy zavedl C. Jordan v roce 1869. V práci [41]



32ukázal, ¾e ka¾dý strom má buï uzel, nebo dvojici sousedních uzlù, které jsoujistým zpùsobem centrální. Jordan oznaèil m poèet hran stromu a ka¾démuuzlu pøiøadil èíslo q, které udává maximální poèet hran vìtví, které z toho-to uzlu vycházejí. Pak ka¾dý strom obsahuje uzel (centroid), pro který platíq � 12m, nebo dva uzly spojené hranou (bicentroid), pro které q = 12(m+ 1).Pro v¹echny ostatní uzly je q > 12(m + 1). Kromì tìchto pojmù zavedl Jor-dan je¹tì dal¹í dva pojmy, které de�noval následující konstrukcí: Odstraòmeze stromu v¹echny volné hrany a tento postup opakujme tak dlouho, dokudnezùstane jediný uzel (centrum), resp. dvojice hranou spojených uzlù (bicen-trum). Výsledkem této konstrukce nemusí být v¾dy centroid nebo bicentroid,jak ukazuje obr. 2.3. Na obrázku vidíme strom s centroidem A a centrem B.B AObr. 2.3: Centroid a centrum stromuV roce 1874 oznámil J. J. Sylvester, ¾e stejnou konstrukci pou¾il nezávislena Jordanovi pøi studiu vztahu stromù k tehdej¹ím nejnovìj¹ím výsledkùmorganické chemie. A. Cayley nejprve vyu¾íval pøi stanovení poètu nekoøenovýchstromù pojmù centrum a bicentrum (napø. v [49, 50]). Pozdìji v práci [76] pou¾ilpojmy centroid a bicentroid a dosáhl lep¹ích výsledkù.Uveïme, ¾e D. K}onig ve své knize de�noval tyto pojmy pod názvy Massen-zentrum, Massenachse, Zentrum a Bizentrum a vìnoval tìmto problémùmcelou5. kapitolu. Struènì se zde zmínil o historii tìchto pojmù. Dal¹í podrobnostik pracem Sylvestera, Cayleyho a Jordana nalezneme v [367, Kapitola 3.].Hlavním nástrojem urèování poètu stromù byly dlouhou dobu vytvoøujícífunkce. Významnýmmezníkem nejen v teorii grafù, ale i v celé matematice, bylobjev Pólyovy enumeraèní teorie, která se stala mocným nástrojem pro øe¹enítìchto problémù. Jednou z prvních prací, která se této problematice vìnovala,byla Pólyova práce [268]. Ve své dobì zùstala zcela nepov¹imnuta práce [212]J. H. Red�elda z roku 1927, která obsahovala celou øadu Pólyových my¹lenek.George Pólya (1887{1985) odvodil vztah pro poèet stromù s vyu¾itím pojmùcentroid a bicentroid v práci [399]. Po druhé svìtové válce dosáhl podobnéhovýsledku R. Otter, který v práci [400] u¾il k výpoètu vztah pro poèet koøeno-vých stromù.Na závìr uveïme, ¾e otázky stanovení poètu rùzných typù grafù byly øe¹e-ny v 50. a 60. letech 20. století zejména americkými matematiky (F. Harary,E. M. Palmer, G. Prins, W. T. Tutte). Podrobnosti o výsledcích získanýchv tomto období podává Hararyho kniha [359, Kapitola 15], ve které také na-lezneme znázornìní v¹ech stromù s ménì ne¾ 11 uzly.



332.2 Kostra a fundamentální systém kru¾nic2.2.1 Fundamentální systém kru¾nicJednou z prvních prací v oblasti teorie grafù byla práce Gustava Roberta Kir-chho�a (1824{1887) z roku 1847. Kirchho� je¹tì jako student objevil v roce1845 dva fyzikální zákony, které umo¾òují stanovit velikosti proudù v elektric-ké síti. Na základì tìchto zákonù mù¾eme pro ka¾dou elektrickou sí» sestavitsoustavu lineárních rovnic, ve kterých jako neznámé vystupují velikosti proudùv jednotlivých obvodech sítì. Tato soustava v¹ak obsahuje rovnice, které jsoulineárnì závislé na ostatních. Druhý Kirchho�ùv zákon toti¾ neøíká, pro kteréobvody máme rovnice psát, a tak je pí¹eme pro v¹echny. Bylo by tedy vhodnénajít pouze ty obvody, pro které by soustava byla lineárnì nezávislá. Problémemstanovení minimálního poètu tìchto nezávislých obvodù se Kirchho� zabýval vesvé práci Über die Auösung der Gleichungen, auf welche man bei der Unter-suchung der linearen Vertheilung galvanischer Ströme geführt wird [13] v roce1847.Pøi zkoumání topologických vlastností elektrických sítí pøiøazujeme síti ne-orientovaný graf G, který ignoruje fyzikální podstatu elektrických prvkù v jed-notlivých obvodech. Uzlùm sítì pak odpovídají uzly grafu G a elektrickýmvodièùm, které spojují dva uzly, odpovídají hrany grafu G.Kirchho� dokázal, ¾e poèet nezávislých obvodù v síti je roven èíslu �(G) =m� n+ 1, kde m udává poèet hran a n poèet uzlù odpovídajícího grafu. Totoèíslo dnes nazýváme cyklomatické èíslo grafu a nacházíme je ji¾ v pracíchCarla Georga Christiana Staudta (1798{1867) [16], J. B. Listinga [33] a pozdìjiu mnoha dal¹ích autorù. O. Veblen ve své práci [178] zavedl tento pojem i pronesouvislé grafy. D. K}onig ve své knize èíslo �(G) oznaèil Zusammenhangszahl.Mù¾eme na tomto místì uvést, ¾e u¾itím teorie grafù pøi zkoumání elektric-kých sítí se v roce 1952 zabýval Vladimír Knichal v práci [291] a v 60. letechv pracích [352, 353, 401] Václav Dole¾al, Josef Prokop a Zdenìk Vorel. Výsledkyjejich práce lze nalézt také v knize [362, Kapitola III].Podívejme se nyní, jakým zpùsobem de�noval pojem kostra grafu (Gerüst)ve své knize D. K}onig a jak zobecnil Kirchhofovy výsledky. V de�nici kostrypøitom pøipou¹tìl i nesouvislé grafy (str. 56):þPodgraf G0 libovolného (koneèného nebo nekoneèného) grafu G nazvemekostrou grafu G, kdy¾ má následující dvì vlastnosti:1. G0 neobsahuje kru¾nici;2. pokud ke grafu G0 pøidáme libovolnou hranu grafu G, která není obsa¾enav G0, pak vzniklý graf obsahuje právì jednu kru¾nici.ÿPro souvislé grafy takto de�novaný pojem odpovídá dnes bì¾né de�nicikostry souvislého grafu. Kostrou souvislého grafu G rozumíme podgraf G0, kte-rý je stromem a obsahuje v¹echny uzly grafu G (viz. obr. 2.4). K}onig ukázal(Vìta 25, str. 58), ¾e ka¾dý koneèný graf G s cyklomatickým èíslem �(G) mákostru, kterou dostaneme tak, ¾e z G odstraníme právì �(G) hran. Tento faktbyl znám ji¾ Kirchho�ovi.



34 Obr. 2.4: Graf a jeho kostraK}onig ukázal (Vìta 28, str. 61):Nech» G0 je kostra grafu G a k libovolná hrana grafu G, která nepatøí doG0, pak existuje právì jedna kru¾nice Kk v grafu G, která obsahuje hranu ha v¹echny její ostatní hrany patøí do G0.Kru¾nice, které takto pøiøadíme jednotlivým hranám, které nepatøí do kost-ry G0, tvoøí tzv. fundamentální systém kru¾nic1 grafu G, který má �(G)prvkù. Ka¾dé kostøe tak odpovídá právì jeden fundamentální systém kru¾nic.Tento vztah mezi kostrou grafu a fundamentálním systémem kru¾nic ukázalO. Veblen v práci [178]. K}onig dokázal, ¾e ka¾dá kru¾nice tohoto systému ob-sahuje hranu, která nepatøí do jiné kru¾nice systému (Vìta 29, str. 61).Vra»me se nyní zpìt k problému stanovení nezávislých obvodù elektrické sí-tì. Nejprve síti vý¹e uvedeným zpùsobem pøiøadíme graf G. Sestrojíme kostruG0 tohoto grafu a k ní postupnì pøidáváme hrany, které do G0 nepatøí. Do-stáváme v¾dy graf, který obsahuje právì jednu kru¾nici a ta pøedstavuje jedennezávislý obvod vy¹etøované sítì.Otázkou kompozice kru¾nic grafu se D. K}onig zabýval v X. kapitole svéknihy. Kompozici grafù G1; G2; : : : ; Gr de�noval2 jako graf, který obsahu-je právì ty hrany, které jsou obsa¾eny v lichém poètu grafù G1; G2; : : : ; Gr.Je zøejmé, ¾e takto de�novaná kompozice je komutativní a asociativní. Gra-fy systému S = fG1; G2; : : : ; Grg nazval vzhledem ke kompozici vzájemnìnezávislé, kdy¾ ¾ádný z tìchto grafù se nedá vytvoøit kompozicí z nìkterýchostatních grafù tohoto systému.Systém S� � S K}onig nazval kompozièní bází pro systém S, kdy¾ grafyz S� jsou vzhledem ke kompozici vzájemnì nezávislé a ka¾dý graf systému Sje kompozicí jistých grafù z S�. Pak dokázal (Vìta 5, str. 147):Ka¾dý fundamentální systém kru¾nic grafu G pøedstavuje kompozièní bázisystému v¹ech kru¾nic tohoto grafu.Kirchho�ùv výsledek formulovaný pro nezávislé obvody sítì je pak mo¾novyjádøit tímto zpùsobem:V pøípadì koneèného grafu G s cyklomatickým èíslem �(G) obsahuje ka¾dákompozièní báze v¹ech kru¾nic tohoto grafu �(G) prvkù.1Název fundamentální systém kru¾nic grafu pochází od W. Ahrense [117].2De�nice pojmu kompozice grafù pochází od Alberta Thoralfa Skolema (1887{1963) [213].



352.2.2 Práce A. KotzigaOtázkami fundamentálního systému kru¾nic grafu a zobecnìním pojmu kostragrafu se zabýval slovenský matematik A. Kotzig.V práci Význam kostry grafu pre kon¹trukciu kompozièných báz istých èias-toèných grafov [302], která vy¹la v roce 1956, dokázal nìkterá tvrzení pro fun-damentální systém øezù grafu, která jsou analogická k vìtám o fundamentálnímsystému kru¾nic. Pøitom vycházel pøímo z X. kapitoly K}onigovy knihy.Dùle¾itým podgrafem grafu G je podgraf G0, který má tuto vlastnost: ka¾dákru¾nice grafu G obsahuje sudý poèet hran grafu G0. Mno¾inu v¹ech takovýchpodgrafù grafu G Kotzig oznaèil PG. Pro tyto podgrafy pou¾il K}onig oznaèeníp-Teilgraph a ukázal, ¾e kompozice p-Teilgraphù je opìt p-Teilgraph (viz. [275],Vìta 9, str. 149).Kotzig de�noval obvyklým zpùsobem pojem øez G0 souvislého grafu G jakonenulový podgraf grafu G, který má tyto dvì vlastnosti:(i) kdy¾ odstraníme z grafu G v¹echny hrany grafu G0, vznikne graf, kterýmá právì dvì komponenty;(ii) pokud odstraníme z grafuG v¹echny hrany grafuG0 s výjimkou libovolnéjediné hrany, vznikne graf, který je souvislý.Kotzig dokázal, ¾e ka¾dý takto de�novaný øez G0 grafuG je prvkemmno¾inyPG (Lemma 2, str. 69). Také libovolná hvìzda3 grafu G (tímto pojmemrozumíme podgraf G0 grafu G, který je tvoøen v¹emi hranami incidentnímis libovolnì pevnì zvoleným uzlem u a z uzlù, které jsou s tìmito hranamiincidentní (viz. obr. 2.5)) je prvkem této mno¾iny (Lemma 3, str. 69).Obr. 2.5: HvìzdaV dal¹í èásti Kotzig uvedl de�nice kompozice grafù, kompozièní báze a øaduvìt, které pøevzal z K}onigovy knihy.Platí napøíklad ([302], Lemma 6, str. 70):Ka¾dý podgraf G0 koneèného grafu G mù¾eme vytvoøit kompozicí hvìzd prá-vì tehdy, kdy¾ G0 je prvkem mno¾iny PG.3Kotzig pou¾íval název krík, kdy¾ vycházel z K}onigova názvu Büschel. Název hvìzda(étoile) pou¾il poprvé Sainte-Lagu�e v práci [207]. Také James Wanddel Alexander (1888{1971) pou¾íval oznaèení star [198].



36 Tato vìta zùstává v platnosti, kdy¾ místo o grafech mno¾iny PG mluvímeo eulerovských grafech a pojem hvìzda nahradíme pojmem kru¾nice.Kotzig dále de�noval pojem kostra grafu a fundamentální systém kru¾nicodpovídající nìjaké kostøe S. Ukázal, ¾e mohou existovat kompozièní báze kru¾-nic grafu G, které nejsou fundamentálním systémem kru¾nic ¾ádné kostry grafuG, stejnì jako existují kompozièní báze kru¾nic, které jsou fundamentálním sys-témem kru¾nic více koster. Platí (Vìta 1, str. 71):Nech» C = fK1;K2; : : : ;Kng je systém kru¾nic tvoøící kompozièní bázi kru¾-nic pro v¹echny kru¾nice jistého koneèného souvislého grafu G. Nech» Mi jemno¾ina tìch hran kru¾nice Ki (i = 1; 2; : : : ; n), které se ji¾ nevyskytují v ¾ád-né jiné kru¾nici systému C, �i poèet hran mno¾iny Mi.Platí:a) Pokud je nìkterá z mno¾in Mi prázdná, pak v G neexistuje kostra, jejím¾fundamentálním systémem kru¾nic by byl systém C.b) Nech»Mi 6= ; pro v¹echna i. Vyberme z ka¾dé mno¾inyMi po jedné hranì(vybranou hranu z Mi oznaème hi). Mno¾ina v¹ech hran grafu, které nebylyvybrány (tedy hrany grafu, které nepatøí do mno¾iny M0 = fh1; h2; : : : ; hng), jemno¾inou hran kostry S, jejím¾ fundamentálním systémem kru¾nic je systémC. c) Pro poèet rùzných koster {(C), jejich¾ fundamentálním systémem kru¾-nic je systém C, platí: {(C) = �1�2 : : :�n.d) Kdy¾ {(C) > 1, pak v G existuje alespoò jedna mno¾ina hran T" nejmé-nì se dvìma prvky taková, ¾e platí: ka¾dá kru¾nice grafu, která obsahuje hranuz T", obsahuje v¹echny hrany z T".Dále platí (Vìta 2, str. 73):Nech» S je kostra souvislého grafu G a h libovolná hrana z S, pak existujeprávì jeden øez Rh grafu G, který obsahuje hranu h, a jeho ostatní hrany ne-patøí do S.Tato vìta nám øíká, ¾e ka¾dé hranì kostry S mù¾eme pøiøadit právì jedenøez, který u¾ neobsahuje jinou hranu této kostry. Oznaème ES systém v¹ech øe-zù, které takto odpovídají jednotlivým hranám kostry S. Tento systém Kotzignazval fundamentální systém øezù konstruovaný pomocí kostry S. Pla-tí podobná tvrzení jako pro fundamentální systém kru¾nic (Vìty 3 a 4, str. 74):Nech» ES je fundamentální systém øezù konstruovaný pomocí libovolné kost-ry S souvislého grafu G. Pak ES je kompozièní bází pro v¹echny øezy grafu G.Nech» systém øezù B = fR1; R2; : : : ; Rng je kompozièní bází v¹ech øezù jisté-ho souvislého grafu G a nech»Mi je mno¾ina tìch hran øezu Ri (i = 1; 2; : : : ; n),které se nevyskytují u¾ v ¾ádném jiném øezu systému B, �i nech» udává jejichpoèet.Platí:a) Pokud je nìkterá z mno¾in Mi prázdná, pak v G neexistuje taková kostra,pomocí které konstruovaný fundamentální systém øezù by byl systém B.b) Nech» Mi 6= ; pro v¹echna i = 1; 2; : : : ; n. Vyberme z ka¾dé mno¾iny Mi



37po jedné hranì hi a vytvoøme z nich mno¾inu M0 = fh1; h2; : : : ; hng. Graf,který je tvoøen hranami mno¾iny M0, je kostrou grafu G, pomocí které kon-struovaný fundamentální systém øezù je systém B.c) Pro poèet rùzných koster {(B), pomocí kterých konstruovaný fundamen-tální systém øezù je systém B, platí: {(B) = �1�2 : : : �n.d) Kdy¾ {(B) > 1, pak v G existuje alespoò jedna dvojice uzlù u; v, taková,¾e s obìma tìmito uzly jsou incidentní nejménì dvì hrany.Otázkám spojeným s kostrou grafù se Kotzig zabýval dále o nìkolik letpozdìji v práci Ob osnovach grafov porjadka vys¹ego, èem pervogo [348], kterávy¹la v roce 1961.V této práci de�noval nový pojem kostra k-tého øádu:Kostrou k-tého øádu nazýváme podgraf G� grafu G (který je tvoøen alespoòdvìma uzly) s vlastnostmi:1) G� obsahuje v¹echny uzly grafu G;2) G� je souvislý a po odstranìní ménì ne¾ k libovolných hran (k { pøirozenéèíslo) zùstává souvislý;3) neexistuje vlastní podgraf grafu G� s vlastnostmi 1, 2.Kotziga k zavedení tohoto pojmu pøivedlo zøejmì zobecnìní problému mini-mální kostry, který se v té dobì stal v¹eobecnì známým po vydání Kruskalovypráce [402].Je zøejmé, ¾e bì¾nì u¾ívaný pojem kostra grafu mù¾eme chápat jako kostruprvního øádu. Izolovaný uzel za kostru nepova¾ujeme.V úvodu práce Kotzig zopakoval de�nici stupnì hranové souvislosti �G(u; v)mezi dvìma uzly u; v grafu G, kterou zavedl ji¾ døíve v práci [298].4 Kotzigtímto pojmem oznaèoval minimální poèet hran, po jejich¾ odstranìní z grafu Gle¾í uzly u; v v rùzných komponentách takto vytvoøeného grafu. Pomocí tohotopojmu pak takto de�noval funkci �G(h) na mno¾inì hran grafu G: jestli¾e hje hrana grafu G, která spojuje uzly u; v, pak �G(h) = �G(u; v). Pro libovolnépøirozené èíslo k pak de�noval mno¾inuHG(k) jako mno¾inu hran grafu G, prokteré platí �G(h) = k.Souvislost mezi kostrou k-tého øádu a touto mno¾inou ukazuje následujícívìta (Vìta 1, str. 291):Podgraf G� grafu G je kostrou k-tého øádu grafu G právì tehdy, kdy¾a) G� obsahuje v¹echny uzly grafu G;b) G� je souvislý graf;c) �G�(h) = k pro v¹echny hrany grafu G�.V souvislém grafu G s minimálnì dvìma uzly existuje kostra k-tého øáduG� právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dou hranu z G platí �G(h) � k (Vìta 2, str. 291).Tato kostra obsahuje v¹echny hrany mno¾iny HG(k) (Vìta 3, str. 291).Kotzig ukázal, ¾e platí (Vìta 4, str. 292):4Rozboru této práce se budeme vìnovat v kapitole 4. Zde také uvedeme pøesnou de�nicipojmu stupeò souvislosti mezi dvìma uzly.



38 Nech» G je libovolný graf, ve kterém existuje kostra (k + 1)-ního øádu G�,a nech» h je libovolná hrana G�. Potom existuje nejménì jedna kostra k-téhoøádu, která obsahuje hranu h.Kotzig konstatoval, ¾e nìkteré vìty, které jsou známy pro kostry prvníhoøádu, neplatí pro kostry k-tého øádu (k > 1). Platí ov¹em následující tvrzení(Vìta 5, str. 293):Nech» G� je kostra k-tého øádu grafu G a nech» Gi je libovolný èlen5 grafuG. Pak podgraf G�i grafu G, který obsahuje v¹echny prvky z G�, které jsou ob-sa¾eny v Gi, a pouze tyto prvky, je kostrou k-tého øádu grafu Gi.V dal¹í èásti Kotzig vìnoval pozornost pravidelným pravidelnì souvis-lým grafùm k-tého stupnì, ve kterých pro libovolnou dvojici uzlù u 6= v platí�G(u; v) = k. Takové grafy jsou zøejmì kostrou k-tého stupnì, ale obrácené tvr-zení neplatí. Existují kostry k-tého øádu, které nemají pravidelnou souvislost.Kotzig de�noval následující operaci:Nech» G je libovolný graf a �U = fU1; U2; : : : ; Ung libovolný rozklad mno¾inyuzlù grafu G. Z grafu G vytvoøme graf �G takto:(1) graf �G obsahuje uzly �u1; �u2; : : : ; �un; �ui vznikne spojením v¹ech uzlù tøídyUi 2 �U .(2) graf �G obsahuje v¹echny hrany z G, které spojují v G uzly z rùzných tøídrozkladu �U , a pouze tyto hrany.Øekneme, ¾e graf �G vznikl z grafu G splynutím uzlù podle rozkladu �U .Kotzig odvodil nìkolik vìt, zabývajících se existencí kostry k-tého øáduv grafech, které vznikly touto operací.V dal¹í èásti práce Kotzig studoval problém kostry k-tého øádu v souvislostis øezy grafu. De�noval pojem jednoduchý øez, kterým rozumìl øez, jeho¾v¹echny hrany jsou incidentní s jistým uzlem grafu. Kostru k-tého øádu G�nazval jednoduchou, jestli¾e neobsahuje ¾ádnou artikulaci a ka¾dý její øezobsahující k hran je jednoduchý. Triviálnímpøíkladem jednoduché kostry k-téhoøádu je graf se dvìma uzly spojenými k hranami. Je zøejmé, ¾e ¾ádná kostraprvního øádu není jednoduchá.Kotzig ukázal, ¾e libovolnou kostru k-tého øádu, která není jednoduchá,mù¾eme jistým postupem pøevést na kostru, její¾ ka¾dý èlen je kostrou k-téhoøádu. Ukázal dále konstrukci jednoduchých koster druhého øádu.V poslední èásti Kotzig zobecnil problém nalezení minimální kostry na pro-blém nalezení minimální kostry k-tého øádu libovolného souvislého grafu, jeho¾hrany jsou ohodnoceny kladnými reálnými èísly. Problémem minimální kostryse budeme zabývat v poslední èásti této kapitoly. Na tomto místì pouze uveï-me, ¾e Kotzig si uvìdomoval, ¾e dosud známé metody pou¾itelné pro kostryprvního øádu k vyøe¹ení tohoto problému nevedou. Znalosti vlastností kostryk-tého øádu odvozené v této práci dosud neumo¾òovaly tento problém vyøe¹it.5Místo star¹ího názvu èlen se dnes pou¾ívá název blok. Blokem grafu G rozumíme maxi-mální uzlovì 2-souvislý podgraf nebo hranu.



39Dal¹ím problémem, který Kotzig formuloval, je nalezení v¹ech hran souvis-lého grafu G, ve kterém pro ka¾dou hranu h platí �G(h) � k, takových, ¾enele¾í v ¾ádné kostøe k-tého øádu grafu G. Vyøe¹ení tohoto problému by námsamozøejmì usnadnilo øe¹ení pøedcházejícího problému.Na závìr uveïme, ¾e o nìkterých výsledcích týkajících se koster k-tého øádupøedná¹el v Diskusích o nových pracích brnìnských matematikù Karel Èulík ji¾v roce 1959 a jeho referát K jednomu minimálnímu problému O. Borùvky [338]byl publikován v roce 1960, tedy døíve ne¾ vy¹la vlastní Kotzigova práce.V úloze [337] pak Èulík formuloval po¾adavek spolehlivosti elektrické sítìa vyzval k øe¹ení problému, ve kterém hledáme v úplném ohodnoceném grafuKn souvislý podgraf, který obsahuje v¹echny uzly grafu, jeho¾ ka¾dá hranale¾í alespoò na jedné kru¾nici a souèet ohodnocení jeho hran je minimální. Jezøejmé, ¾e øe¹ením bude kostra druhého øádu.2.3 Poèet kosterJi¾ z Kirchho�ových výsledkù vyplývá, ¾e ka¾dý koneèný souvislý graf obsahujekostru. Vzniká otázka, kolik koster graf obsahuje. Je zøejmé, ¾e strom je sámsobì kostrou. Proslulý výsledek odvodil v roce 1889 A. Cayley v práci [91],kdy¾ ukázal, ¾e poèet koster úplného grafu Kn je roven nn�2. Tento vztah bylv úplnì jiné souvislosti znám ji¾ o nìco døíve. Samotný Cayley ukázal na jistousouvislost tohoto výsledku s vlastnostmi determinantù. Dnes existuje mnohozpùsobù odvození tohoto vzorce. Pøehled o nich podává práce J. W. Moona[403]. V¹ech 16 koster grafu K4 vidíme na obrázku 2.6.
Obr. 2.6: Kostry grafu K4V roce 1954 H. M. Trent ukázal v práci [404], jakým zpùsobem je mo¾nourèit poèet koster grafuG pomocí tzv. Laplaceovy matice sousednostigrafuG. Grafu G o uzlech 1; 2; : : : ; n (n � 2) pøiøadil ètvercovou matici A = (aij)øádu n, kde pro i 6= j je aij = aji = �1 (resp. 0), je-li (resp. není-li) v Ghrana ij. Prvky aii jsou rovny stupni uzlu i v G. Trent ukázal, ¾e poèet kostergrafu G je roven libovolnému hlavnímuminoru stupnì n�1. Poznamenejme, ¾ejednoduchou metodu výpoètu tohoto determinantu ukázal L. Weinberg v práci[405].66Poznámky k této metodì stanovení poètu koster grafu najdeme v knize [362, str. 92{96]



40 V roce 1958 podali nový dùkaz Trentovy metody stanovení poètu kostergrafu M. Fiedler a J. Sedláèek v práci O W -basích orientovaných grafù [319].Na pøíkladu pak ukázali (str. 221), ¾e úplný bipartitní graf Kn1;n2 mánn2�11 nn1�12koster. Tento vztah nezávisle na jejich práci odvodil pozdìji H. I. Scoins v práci[406] (viz.[393, str. 48]).Výsledek pro bipartitní grafy zobecnil T. Austin v práci [407] na k-chro-matické grafy.7 Mìjme graf G s n uzly, které jsou obarveny k barvami tak, ¾ehrany grafu spojují v¹echny uzly rùzných barev. Nech» ci (i = 1; : : : ; k) ozna-èuje poèet uzlù obarvených barvou i. Austin dokázal (Vìta II, str. 537):Poèet koster grafu G jenk�2(n� c1)c1�1(n� c2)c2�1 : : : (n� ck)ck�1:Odhad poètu koster grafu G, je-li znám poèet uzlù n a chromatické èíslo�(G) = c, odvodil J. Sedláèek pozdìji v práci O kostrách koneèných grafù [408](Vìta 2, str. 223):Nech» graf G má n uzlù a chromatické èíslo c � 2. Potom platík(G) � nn�2�c� 1c �n�c ;kde k(G) udává poèet koster grafu G.Sedláèek v této práci odvodil je¹tì nìkteré dal¹í zajímavé výsledky. Ukázalnapøíklad, ¾e úplný graf Kn (n � 2) má bn=2c hranovì disjunktních koster(Vìta 3, str. 223).8Zaèneme-li v souvislém grafu G sestrojovat kostru tak, ¾e vyjdeme z nìja-kého stromu S, který je podgrafem grafu G, pak mù¾eme konstrukci dokonèitrùznými zpùsoby. Sedláèek ukázal, ¾e v pøípadì úplného grafuKn platí (Vìta 4,str. 224):Nech» Kn je úplný graf. Nech» S je jeho podgraf, který je stromem a obsa-huje s uzlù. Pak Kn obsahuje právì snn�s�1 koster takových, ¾e ka¾dá z nichobsahuje S jako podgraf.V závìru své práce Sedláèek ukázal, ¾e dva navzájem duální rovinné multi-grafy bez smyèek a mostù mají stejný poèet koster (Vìta 5, str. 224).9Pøehled dal¹ích prací z poèátku 60. let nalezneme v èlánku I. Rohlíèkové[409], kde autorka uvedla vzorec pro výpoèet poètu koster jistého speciálníhotypu grafù, a napø. v knize [393].7k-chromatickýmgrafem rozumíme graf, jeho¾ uzly lze obarvit k barvami takovým zpùso-bem, ¾e hrany grafu spojují pouze uzly rùzných barev. Bipartitní graf tak mù¾eme pova¾ovatza graf 2-chromatický.8Symbolem bxc budeme v celé na¹í práci oznaèovat dolní celou èást èísla x.9Mìjme souvislý rovinný graf bez izolovaných uzlù G, který je v rovinì nakreslen tak,¾e ¾ádné dvì hrany nemají spoleèný vnitøní bod. Uvnitø ka¾dé oblasti s grafu G umístíme



412.4 Minimální kostra grafuUva¾ujme nyní graf, který má hrany ohodnoceny reálnými èísly. Objevuje seotázka, jak najít kostru tohoto grafu, která má souèet ohodnocení na svýchhranách minimální.Této kostøe øíkámeminimální kostra. Pøíklad grafu a jehominimální kostry vidíme na obr. 2.7.Nalezení minimální kostry má praktický význam napø. pøi budování rozvoduelektrické energie, plynu ap. Pokud uzly grafu pøedstavují odbìratele a ohodno-cení hran odpovídá nákladùm na vybudování elektrického vedení mezi tìmitoodbìrateli, pak nalezení minimální kostry tohoto grafu odpovídá nalezení op-timální elektrické sítì.1 2 345 6 1 2 34Obr. 2.7: Minimální kostra grafu2.4.1 Práce O. BorùvkyProblém minimální kostry patøí mezi star¹í grafové úlohy. Jako první se toutoúlohou zabýval brnìnský matematik Otakar Borùvka koncem roku 1925, právìinspirovaný úkolem nalézt optimální elektrickou sí». Bylo to v dobì, kdy sena ji¾ní a západní Moravì provádìla elektri�kace nìkolika desítek obcí. Z dù-vodu úspory materiálu a ztrát elektrické energie bylo tøeba najít optimálníelektrické spojení. K øe¹ení tohoto problému vyzval Borùvku pracovník Zá-padomoravských elektráren Jindøich Saxel. Borùvka problém snadno vyøe¹ila v roce 1926 publikoval o problému dvì práce [284, 285], které pova¾ujeme zaprvní pøíspìvky èeskoslovenské matematiky k teorii grafù. Borùvka podal prv-ní algoritmus nalezení minimální kostry grafu. Vzhledem k praktické aplikaciuva¾oval úplný graf, který je ohodnocen tak, ¾e ¾ádné dvì hrany nemají stejnéohodnocení. Takovému ohodnocení øíkáme ostré ohodnocení. V práci O jistémproblému minimálním [284] formuloval úkol v pojmech teorie matic takto:þBudi¾ dána matice M èísel r�� (�; � = 1; 2; : : : ; n;n � 2), a¾ na podmínkur�� = 0; r�� = r��, kladných a vzájemnì rùzných.Jest vybrati z ní skupinu èísel vzájemnì a od nuly rùzných takovou, abyuzel u0 grafu G0. Ka¾dé hranì h grafu G pøiøadíme hranu h0 grafu G0, spojující dva uzlyu0; v0, které odpovídají oblastem s a t, majícím spoleènou hranu h. Grafy G a G0 nazývámenavzájem duální (Viz. [357, str. 235{236]). Multigrafem nazýváme graf, ve kterém existujídvojice uzlù spojené více ne¾ jednou hranou.



42 10 bylo mo¾no, jsou-li p1; p2 libovolná od sebe rùzná pøirozená èísla � n,vybrati z ní skupinu èásteènou tvarurp1c2 ; rc2c3 ; rc3c4 ; : : : ; rcq�2cq�1 ; rcq�1p2 ;20 souèet jejích èlenù byl men¹í ne¾ souèet èlenù kterékoliv jiné skupiny èíselvzájemnì a od nuly rùzných, hovící podmínce 10.ÿSamotný popis øe¹ení tohoto problému zahrnuje asi 5 stran textu a ne-ní mo¾no ho na tomto místì uvést. Konstatujme pouze, ¾e celé øe¹ení bylov závìru práce pøelo¾eno do nìmèiny a bylo tak (alespoò jazykovì) dostupnéi zahranièním matematikùm.Podrobný popis Borùvkova algoritmu je mo¾no najít v knize [362, str. 31].Zde se hledá minimální kostra [V;K] grafu [U;H] s ohodnocením hran ' tak, ¾ese postupnì konstruují podgrafy [Ui;Hi], které splòují nìkteré z následujícíchpodmínek: A) jsou souvislé, B) Ui = U , C) jsou to lesy a D) jejich komponentyjsou minimálními kostrami tìch podgrafù daného grafu, které obsahují právìv¹echny uzly komponent a v¹echny je spojující hrany. Borùvkùv algoritmus pakmù¾eme formulovat takto:þ(i) Zvolíme libovolný uzel u1 2 U a vybereme takovou hranu, která máza koncový uzel u1 a pøitom má co nejmen¹í hodnotu (øíkejme krátce mini-mální hranu); nech» je to hrana u1u2. Tím je urèena cesta (u1; u2). Jestli¾eu¾ jsme urèili nìjakou cestu C1 = (u1; u2; : : : ; un), pak zase vybereme mi-nimální hranu, která má koncový uzel un; nech» je to hrana unun+1. Jestli-¾e platí '(un�1un) > '(unun+1), prodlou¾íme uva¾ovanou cestu C1 na cestu(u1; u2; : : : ; un+1) a zkou¹íme ji zase prodlu¾ovat. Jestli¾e platí '(un�1un) �'(unun+1), cestu C1 dále neprodlu¾ujeme, ale znovu zvolíme libovolný uzelun+1 2 U n fu1; u2; : : : ; ung a pokraèujeme jako na zaèátku; sestrojíme cestuC2 a její prodlu¾ování ukonèíme buï z toho dùvodu, jak tomu bylo s C1, neboz toho dùvodu, ¾e její poslední uzel je uzlem cesty C1. Takto sestrojujeme dálecesty C3; C4 atd. dokud to jde, tj. dokud není ka¾dý uzel daného grafu uzlemnìkteré ze sestrojených cest. Touto mno¾inou cest je jednoznaènì urèen podgraf[U1;H1], který zøejmì splòuje B), C), a lze ukázat, ¾e i D).(ii) Jestli¾e jsme ji¾ urèili podgraf [Ui;Hi], který splòuje BCD), pak zjistíme,zda splòuje také A). Jestli¾e ano, pak jsme hotovi a polo¾íme [Ui;Hi] = [V;K],nebo» z ABD) plyne, ¾e jsme urèili hledanou minimální kostru. Jesli¾e ne,tj. [Ui;Hi] není souvislý, pak ke ka¾dým dvìma rùzným jeho komponentám[Vp;Kp] a [Vq;Kq] vybereme minimální hranu, která je spojuje, tj. hranu vpvq ,kde vp 2 Vp a vq 2 Vq, a pøitom '(vpvq) je co nejmen¹í. Dále si v¹ímáme je-nom tìchto vybraných hran spojujících rùzné komponenty a postupujeme jakov (i) jen s tím rozdílem, ¾e místo uzlù uj volíme komponenty Gj a sestrojujemeposloupnosti (G1; G2; : : : ; Gn) místo cest, tj. G1 je libovolná komponenta a z nívychází minimální hrana uv, kde u patøí ke G1, zatímco v patøí k nìjaké kompo-nentì G2, atd. Skonèíme zase, a¾ ka¾dá komponenta patøí nìjaké posloupnostia mno¾inou v¹ech urèených posloupností komponent spolu s hranami, které jespojují, je urèen podgraf [Ui+1;Hi+1], a zaèneme zase jako v (ii).ÿ



43V krátké práci Pøíspìvek k øe¹ení otázky ekonomické stavby elektrovodnýchsítí [285] v èasopise Elektrotechnický obzor, která èasovì tìsnì pøedchází vydánípráce [284], formuloval Borùvka problém i øe¹ení srozumitelnìji:þV rovinì (v prostoru) jest dáno n bodù, jejich¾ vzájemné vzdálenosti jsouvesmìs rùzné. Jest je spojiti sítí tak, aby:1. ka¾dé dva body byly spojeny buï pøímo, nebo prostøednictvím jiných,2. celková délka sítì byla co nejmen¹í.Øe¹ení je následující:Ka¾dý z daných bodù spojím s bodem nejbli¾¹ím. Obdr¾ím øadu polygonálníchtahù. Ka¾dý z nich spojím nejkrat¹ím zpùsobem s tahem nejbli¾¹ím. Obdr¾ímøadu polygonálních tahù. Takto postupuji stále dál, a¾ obdr¾ím koneènì jedinýpolygonální tah, jen¾ øe¹í danou úlohu.ÿO. Borùvka práci [284] zaøadil do seznamu svých publikací pøi konkurzu namísto profesora matematiky na univerzitì v Záhøebu na pøelomu let 1925{1926.Ve ¹kolním roce 1926{1927 byl Borùvkovi umo¾nìn studijní pobyt u profesoraÉlie Josepha Cartana (1869{1951) v Paøí¾i, kde s problémem nalezení minimál-ní kostry vystoupil v semináøi profesora Juliana Lowella Coolidge (1873{1954).Citujme na tomto místì samotného Borùvku:10þV semináøi profesora Coolidge jeho èlenové vìt¹inou pøedná¹eli o výsled-cích své práce. Já jsem se k pøedná¹ce pøihlásil na jaøe roku 1927. ProfesoruCoolidgemu jsem dal na výbìr tøi témata a on mne bez váhání po¾ádal, abychpøedná¹el o výsledcích mé práce o algoritmickém urèení minimální kostry ko-neèného grafu, co¾ pro tu dobu byla pøedná¹ka velmi nekonvenèního obsahu.Navzdory tomu, nebo mo¾ná právì proto, dopadla velice dobøe a vzbudila¾ivou diskusi.ÿ2.4.2 Pøíspìvek V. JarníkaNa Borùvkovu práci reagoval 12. února 1929 Vojtìch Jarník, který mu v dopi-se (jeho èást byla pozdìji publikována v práci O jistém problému minimálním[286]) popsal své þ jednodu¹¹í øe¹eníÿ. Ani Jarník neuva¾oval v pojmech teoriegrafù. Oba autoøi se touto problematikou nezabývali a literatura prakticky ne-existovala. Jarník dokázal existenci minimální kostry a na¹el algoritmus, kterýji nalezne. Opìt uva¾oval úplný graf, který má ostré ohodnocení hran. Ve svémèlánku u¾íval tehdy bì¾né názvy mno¾ství a èásteèné mno¾ství pro pojmy, kterédnes nazýváme mno¾ina a podmno¾ina.þBudi¾ dáno n (� 2) prvkù, je¾ oznaèím èísly 1; 2; : : :; n. Z tìchto prvkùsestrojím 12n(n � 1) dvojic [i; k], kde i 6= k; i; k = 1; 2; : : : ; n; dvojici [k; i]pova¾uji za toto¾nou s [i; k]. Ka¾dé dvojici [i; k] budi¾ pøiøazeno èíslo kladnéri;k (ri;k = rk;i). Tato èísla ri;k (1 � i < k � n) v poètu 12n(n � 1) buïtenavzájem rùzná.10B. Pù¾a, P. ©armanová, Z. Tøe¹òák: Otakar Borùvka. Universitas Masarykiana. Brno1996.



44 Mno¾ství v¹ech dvojic [i; k] oznaème M . Jsou-li p; q dvì pøirozená èísla � n,p 6= q, nazvu ka¾dou skupinu dvojic z M tvaru[p; c1]; [c1; c2]; [c2; c3]; : : : ; [cs�1; cs]; [cs; q]øetìzcem (p; q). Také jedinou dvojici [p; q] nazývám øetìzcem (p; q).Èásteèné mno¾ství H z mno¾ství M nazvu kompletní èástí (znaèka kè),jestli¾e ke ka¾dé dvojici pøirozených èísel p; q, je¾ jsou � n a od sebe rùzná,existuje v H øetìzec (p; q), jeho¾ v¹echny dvojice patøí k H. Existují kè; nebo»M samo je kè.Je-li [i1; k1]; [i2; k2]; : : : ; [it; kt]nìjaké èásteèné mno¾ství K z mno¾ství M (nech» je ka¾dá dvojice z K napsánajen jednou), oznaème tXj=1 rij;kj = R(K):Jestli¾e pro nìjakou kompletní èást K má R(K) hodnotu men¹í nebo rovnoune¾ pro kteroukoliv jinou kompletní èást, nazvu K minimální kompletní èástímno¾ství M (znaèka mkè).Je¾to existuje aspoò jedna kè a pouze koneèný poèet kè, existuje patrnìaspoò jedna mkè.Úkol, který jste11 øe¹il ve své práci, lze pak formulovati takto:Dokázati, ¾e existuje jen jedna mkè a udati pøedpis pro její konstrukci.ÿJarníkùv algoritmus je dán následující de�nicí:þJest J � [a1; a2]; [a3; a4]; : : : ; [a2n�3; a2n�2];kde a1; a2; : : : jsou de�nována takto:1. krok. Za a1 zvolme kterýkoliv z prvkù 1; 2; : : : ; n; a2 budi¾ de�novánovztahem ra1;a2 = minra1;ll = 1; 2; : : : ; nl 6= a1:k-tý krok. Je-li ji¾ de�nováno (�) a1; a2; a3; : : : ; a2k�3; a2k�2 (2 � k < n),de�nujme (a2k�1; a2k) vztahemra2k�1;a2k = minri;j;kde i probíhá v¹echna èísla a1; a2; : : : ; a2k�2; j v¹echna ostatní z èísel 1; 2; : : : ; n.Pøitom budi¾ a2k�1 jedno z èísel (�), tak¾e a2k není obsa¾eno mezi èísly (�).ÿ11O. Borùvka. Poznámka autora.



45Jarník dokázal, ¾e takto de�nované mno¾ství J je jedinou mkè a skládá sez n� 1 dvojic. Nakonec podává názornou interpretaci problému:þJe dáno n kulièek, je¾ jsou oèíslovány èísly 1; 2; : : : ; n, a je¾ jsou po dvouspojeny tyèemi v poètu 12n(n� 1). Hmota tyèe, je¾ spojuje kulièku a s kulièkoub, budi¾ ra;b. Ty tyèe buïte eventuelnì tak prohnuty, aby se navzájem nestýka-ly. Jest odstraniti z tohoto systému tyèí nìkteré tak, aby tìch n kulièek dr¾elopohromadì a aby hmota zbylých tyèí byla co nejmen¹í.ÿJe¹tì ve 30. letech se problémem nalezení minimální kostry zabýval G. Cho-quet v práci [410]. Jeho algoritmus je podobný jako algoritmus Borùvkùv a zøej-mì vznikl pod vlivem Borùvkova vystoupení v semináøi profesora Coolidge.Dal¹í podobný postup navrhl brzy po válce Jan Lukasziewicz (1878{1956)[411]. Jeho konstrukce je v¹ak oprávnìna jen za pøedpokladu, ¾e jde o ostøeohodnocený graf (viz. [362, str. 32]).2.4.3 Kruskalùv algoritmusZákladními pøíspìvky k problému minimální kostry se v 50. letech staly práceJosepha B. Kruskala z roku 1956 a práce R. C. Prima z roku 1957. Zejména díkyKruskalovì práci se problém nalezení minimální kostry stal známým. Kruskalznal Borùvkovu práci, která se opsaná na psacím stroji objevila v USA. Kruskalve své práci On the shortest spanning subtree of a graph and the travelingsalesman problem [402] studoval rovnì¾ ostøe ohodnocené grafy, ale po¾adavekúplnosti grafu nepova¾oval za nutný. Uvedl, ¾e chybìjící hrany se dají nahradithranami s dostateènì velkým ohodnocením.Kruskal dokázal správnost tøí konstrukcí minimální kostry:þA. Provádìjme následující krok tolikrát, kolikrát je to mo¾né: Mezi hranamigrafu G, které je¹tì nejsou vybrány, vybereme nejkrat¹í, která netvoøí kru¾nicis tìmi, které u¾ byly vybrány. Mno¾ina nakonec vybraných hran tvoøí minimálníkostru grafu G.B. Buï V libovolná, ale pevná neprázdná podmno¾ina uzlù grafu G. Pro-vádìjme následující krok tolikrát, kolikrát je to mo¾né: Z hran grafu G, kterédoposud nebyly vybrány a které jsou incidentní buï s nìkterým uzlem z V nebos hranou, která ji¾ vybrána byla, vybereme nejkrat¹í z tìch, které s ji¾ vybraný-mi hranami netvoøí kru¾nici. Mno¾ina nakonec vybraných hran tvoøí minimálníkostru grafu G. V pøípadì, ¾e mno¾ina V je rovna mno¾inì v¹ech uzlù grafu G,pak konstrukce B odpovídá konstrukci A.A'. (V jistém smyslu duální k A). Provádìjme následující krok tolikrát, koli-krát je to mo¾né: Mezi hranami, které dosud nebyly vybrány, vybereme nejdel¹íz tìch, jejich¾ odstranìní neporu¹í souvislost. Pak mno¾ina hran, které po pro-vedení posledního kroku zùstanou nevybrány, tvoøí minimální kostru grafu G.ÿKruskal napsal, ¾e mu není známo, zda konstrukce B má také duální formu.Konstrukci A' pou¾il A. Kotzig v práci Súvislé podgrafy s minimálnou hod-notou v koneènom súvislom grafe [347]. Kotzig znal Kruskalovu práci; zobecnilkonstrukci s poukazem na skuteènost, ¾e tato (patøiènì pozmìnìná) konstrukce



46je mo¾ná i pro grafy, které nejsou ohodnoceny ostøe. V takových grafech mù¾eexistovat více ne¾ jedna minimální kostra. Kotzig na¹el nutnou a postaèujícípodmínku, kdy v grafu existuje právì jedna minimální kostra (Vìta 2, str. 4):Nech» G je souvislý ohodnocený graf a G0 je libovolná minimální kostragrafu G. Nech» H0 = fh1; h2; : : : ; hng je mno¾ina v¹ech tìch hran 2 G, kterénepatøí do G0. Sestrojme mno¾inu kru¾nic �K = fK1;K2; : : : ;Kng takto: kru¾-nice Ki 2 �K je ta kru¾nice grafu G, která obsahuje hranu hi 2 H0 a v¹echnyostatní její hrany patøí do G0.Platí: v grafu G existuje jedna minimální kostra právì tehdy, kdy¾ pro ka¾déi 2 f1; 2; : : : ; ng má hrana hi vìt¹í hodnotu ne¾ libovolná jiná hrana z Ki.Uvedený Kotzigùv pøíspìvek je zøejmì první prací, ve které je citována Jar-níkova práce [286]. Do redakce Èasopisu pro pìstování matematiky byl zaslánv roce 1958. Døíve ne¾ v roce 1961 vy¹el, zmiòuje se o Jarníkovì práci K. Èulíkv práci [338].Na tomto místì znovu vzpomeòme pozdìj¹í Kotzigovu práci [348], ve kteréukázal obtí¾e, které vznikají pøi zobecnìní problému minimální kostry na kost-ry vy¹¹ích øádù. K øe¹ení tohoto problému vyzval K. Èulík v [337], kde citovalpráce [284, 411, 402]. Èulík dále v práci K jednomu minimálnímu problémuO. Borùvky [338] zobecnil Kotzigovu nutnou a postaèující podmínku existencejediné minimální kostry i pro minimální kostry k-øádu (Vìta 3, str. 94). Dáleukázal, ¾e v pøípadì neostrého ohodnocení hran grafu mù¾eme dostateènì ma-lou zmìnou ohodnocení dosáhnout ohodnocení ostrého, ani¾ to bude mít vlivna minimální kostru co do její minimality (Vìta 4, str. 94).2.4.4 Primùv{Dijkstrùv algoritmusStejný postup øe¹ení problému minimální kostry jako dokázal V. Jarník napoèátku roku 1929, odvodil v roce 1957 R. C. Prim v práci [412] a nezávisle nanìm E. W. Dijkstra v roce 1959 v práci [413].Primova práce Shortest connection networks and some generalizations bylamotivována úkolem spojit nejkrat¹í souvislou sítí (SCN { Shortest ConnectionNetwork) terminály nacházející se ve Washingtonu a v dal¹ích 48 hlavních mìs-tech jednotlivých státù USA. Pøi výkladu u¾il pojmù izolovaný terminál (iso-lated terminal) a èást (fragment), kterými rozumìl terminál dosud nespojenýs jinými terminály, resp. mno¾inu terminálù, které jsou ji¾ spojeny dohromady.Algoritmus, který nalezl, vychází ze dvou nutných podmínek:1. Ka¾dý terminál je v SCN pøímo spojen nejménì s jedním nejbli¾¹ím ter-minálem.2. Ka¾dá èást je v SCN spojena nejménì s jedním nejbli¾¹ím terminálempomocí nejkrat¹í mo¾né cesty.Tyto podmínky odpovídají dvìma pomocným vìtám, které ve své prácidokázal V. Jarník pro ostøe ohodnocený graf. Prim nejprve dokázal, ¾e tytopodmínky jsou splnìny v pøípadì, ¾e ka¾dý terminál má právì jednoho nej-bli¾¹ího souseda. Pak ukázal, ¾e toto omezení není nutné. Na základì tìchto



47podmínek získáme nejkrat¹í souvislou sí» (minimální kostru) postupnou apli-kací dvou konstrukèních principù:P1. Ka¾dý izolovaný terminál mù¾eme spojit s nejbli¾¹ím terminálem.P2. Ka¾dou izolovanou èást mù¾eme spojit s nejbli¾¹ím terminálem.Izolovanou èástí pøitom Prim rozumìl èást, která v daném okam¾iku je¹tìnení spojena s okolními terminály. Pokud pou¾ijeme P1 pouze jedenkrát napoèátku konstrukce a pak ji¾ pou¾íváme pouze P2 dostáváme Jarníkùv algo-ritmus. Kruskalùv algoritmus je pak speciální pøípad postupu, kdy po prvnímkroku P1 se v dal¹í fázi mohou u¾ít oba konstrukèní principy. Prim cituje v té-to souvislosti Kruskalovu práci a zmiòuje se také o práci Borùvkovì (str. 1401):þKruskal refers to an obscure Czech paper as giving a construction anduniqueness proof inferior to his.ÿPrim také ukázal, ¾e jeho postup lze u¾ít i v pøípadì, kdy hrany jsou ohod-noceny obecnì reálnými èísly.E. W. Dijkstra publikoval algoritmus nalezení minimální kostry poprvév práci A note on two problems in connexion with graphs [413], ve které sou-èasnì uvedl známý algoritmus nalezení nejkrat¹í cesty mezi dvìma uzly grafu.Podobnì jako Kruskal uva¾oval grafy, které nemusí být nutnì úplné. Jeho øe-¹ení problému nalezení minimální kostry je následující:Hrany grafu rozdìlíme do tøí mno¾in:I. Hrany, které jsou de�nitivnì zaøazeny do minimální kostry.II. Hrany, ze kterých vybíráme následující hranu, která bude zaøazena domno¾iny I.III. Zbývající hrany (vyøazené èi je¹tì neuva¾ované).Uzly grafu rozdìlíme do dvou mno¾in:A. Uzly incidentní s hranami mno¾iny I.B. Zbývající uzly (jedna a pouze jedna hrana z mno¾iny II bude incidentnís ka¾dým z tìchto uzlù).Konstrukce zaèíná tím, ¾e vybereme libovolný uzel za jediný prvek mno¾inyA. V¹echny hrany s ním incidentní pøesuneme do mno¾iny II. Opakovanì pro-vádíme následující dva kroky:Krok 1. Nejkrat¹í hranu z mno¾iny II pøesuneme do mno¾iny I. Souèasnì setím jeden uzel pøesune z mno¾iny B do mno¾iny A.Krok 2. Uva¾ujme hrany incidentní s uzlem, který byl právì pøesunut do mno¾i-ny A, které vedou k uzlùm v mno¾inì B. Je-li uva¾ovaná hrana ohodnocena vícene¾ odpovídající hrana v mno¾inì II, pak ji vyøadíme. Je-li krat¹í, pak nahradíodpovídající hranu v mno¾inì II a ta je vyøazena.Pak se vrátíme ke kroku 1 a celý proces opakujeme tak dlouho, ne¾ jsoumno¾iny II a B prázdné. Hrany mno¾iny I tvoøí minimální kostru grafu.Druhou Dijkstrovou prací o minimální kostøe je práce Some theorems onspanning subtrees of a graph [414], která vy¹la v roce 1960. V této práci studo-val problém na ohodnoceném grafu G s n uzly, ve kterém je libovolná dvojice



48uzlù spojena nejménì jednou hranou. Nevylouèil tedy ani mo¾nost multigra-fu. Pøitom uva¾oval taková ohodnocení hran, kdy v grafu G neexistují kostryse stejným ohodnocením. Jednotlivé kostry pak mù¾eme seøadit podle jejichrostoucího ohodnocení do posloupnosti T0; T1; T2; : : : .Dijkstra nejprve dokázal, ¾e hrana s nejvìt¹ím ohodnocením v libovolnékru¾nici nepatøí nikdy do minimální kostry (Vìta 1, str. 196). Dále ukázal, ¾etato podmínka staèí k tomu, aby bylo mo¾né urèit minimální kostru (Vìta 2,str. 197). Dùkaz tohoto tvrzení je dán následující konstrukcí:Vyjdeme z grafu, který obsahuje pouze n izolovaných uzlù grafu G. Po-stupnì k tomuto grafu pøidáváme jednotlivé hrany grafu G v libovolném poøadítak dlouho, dokud nevznikne kru¾nice. Odstraníme nejdel¹í hranu této kru¾nicea pokraèujeme v pøidávání zbývajících hran. Pøi vytvoøení dal¹í kru¾nice z níopìt odstraníme nejdel¹í hranu a tímto zpùsobem postupujeme tak dlouho, do-kud nevy¹etøíme v¹echny hrany grafu G. Vzniklý graf je minimální kostrou grafuG. V podstatì stejný postup navrhl i R. Kalaba v práci [415]. Popis jeho algo-ritmu lze nalézt v [362, str. 34].Poznamenejme, ¾e Dijkstra znal Kruskalùv algoritmus i Lobermanovu{Weinbergerovu práci, o které se zmíníme za okam¾ik. Uvedl, ¾e Kruskalovaa Lobermanova{Weinbergerova konstrukce jsou speciální pøípady vý¹e uvede-ného postupu, ve kterém hrany vybíráme v libovolném poøadí. Primovu a po-chopitelnì Jarníkovu práci Dijkstra neznal.2.4.5 Nìkteré dal¹í otázkyPostupy hledání minimální kostry, které jsme doposud uvedli, neukazují mo¾-nosti, jak provádìt toto øe¹ení na poèítaèích. To nepøekvapuje, uvìdomíme-lisi v jaké dobì vìt¹inou vznikaly.První prací, ve které je algoritmus nalezení minimální kostry vylo¾en tak,aby byl snadno proveditelný na poèítaèi, je èlánek H. Lobermana a A. Wein-bergera Formal procedures for connecting terminals with a minimum total wirelenght [416], který vznikl v roce 1957 nezávisle na pracích Kruskala a Prima,které jej èasovì tìsnì pøedcházely. Autoøi v nìm odvodili dva algoritmy, z nich¾první odpovídá Kruskalovì konstrukci A a druhý Primovu algoritmu. Oba al-goritmy ji¾ dokonce vyjádøili i pomocí vývojových diagramù.Uka¾me, jakým zpùsobem Loberman a Weinberger popsali napø. Kruskalùvalgoritmus:12Hrany grafu nejprve seøadíme podle velikosti ohodnocení do neklesající po-sloupnosti a v tomto poøadí je vy¹etøujeme. První hranu této posloupnosti za-øadíme do minimální kostry. Postupnì vy¹etøujeme dal¹í hrany. Pro ka¾douzkoumanou hranu s koncovými uzly u; v nastane jedna z následujících mo¾nos-tí:12V pøípadì tohoto algoritmu jde o volnou formulaci Lobermanova{Weinbergerovapostupu.



491. ®ádný z uzlù u; v se dosud nenachází v minimální kostøe.2. Pouze jeden z uzlù u; v ji¾ byl zaøazen do minimální kostry.3. Oba uzly u; v ji¾ byly zaøazeny do minimální kostry, ale le¾í dosud v rùz-ných komponentách.4. Oba uzly u; v ji¾ byly zaøazeny do minimální kostry a le¾í ve stejné kom-ponentì.V pøípadech 1, 2 a 3 hranu uv zaøadíme do minimální kostry. Proces se za-staví tehdy, kdy¾ zjistíme, ¾e ji¾ bylo zaøazeno v¹ech n uzlù nebo bylo zaøazenon� 1 hran.Podobným zpùsobem je mo¾no popsat i Primùv algoritmus. Autoøi ukázali,¾e pokud je ohodnocení hran ostré, pak oba algoritmy dávají stejný výsledek(jedinou minimální kostru). V pøípadì neostrého ohodnocení mù¾eme stejnìohodnocené hrany vy¹etøovat v libovolném poøadí a výsledek se mù¾e li¹it i pøipou¾ití stejného algoritmu. Souèet ohodnocení hran je ov¹em v¾dy stejný.Problematika minimální kostry byla v dal¹ích letech dále studována. DavidCheriton a Robert Endre Tarjan ukázali v práci Finding minimum spanningtrees [417], ¾e Kruskalùv a Primùv algoritmus jsou speciálními pøípady tohotoobecného algoritmu:Hledejme minimální kostru souvislého grafu G.První krok. Zvolme nìjaký uzel. Vezmìme nejkrat¹í hranu, která je s tímtouzlem incidentní. To je první hrana minimální kostry.Obecný krok. Dosud vybrané hrany tvoøí les, který je podgrafem grafu G.(Izolované uzly, které nejsou incidentní s dosud vybranými hranami, pova¾uje-me za stromy s jediným uzlem.) Zvolme nìjaký strom T z tohoto lesa. Vybermenejkrat¹í nevybranou hranu fv; wg incidentní s nìjakým uzlem v T a s nìja-kým uzlem, který le¾í v jiném stromì T 0. Odstraòme v¹echny hrany krat¹í ne¾fv; wg, které jsou incidentní s T (tyto hrany tvoøí kru¾nice s hranami stromuT ). Hranu fv; wg pøidáme k minimální kostøe (dochází ke zmìnì lesa spojenímstromù T a T 0). Opakujme obecný krok tak dlouho, dokud v¹echny uzly nejsouspojeny.Mazací krok. (Tento volitelný krok mù¾e být vykonán po kterémkoliv obec-ném kroku. Zjednodu¹uje budoucí výpoèet odstranìním zbyteèných hran.) Vy-ma¾me v¹echny nevybrané hrany, které mají oba koncové uzly ve stejném stro-mu lesa. Pro ka¾dou dvojici stromù spojených nevybranými hranami, odstraòmev¹echny tyto hrany s výjimkou nejkrat¹í.Autoøi dále ukázali, ¾e Kruskalùv i Primùv algoritmus lze implementovattak, ¾e jejich slo¾itost je O(jEj log jV j).13 V dal¹í èásti uvedli algoritmus, kterýmá slo¾itost O(jEj log log jV j). Dále se jim podaøilo zkonstruovat algoritmus13Algoritmy posuzujeme podle poètu elementárních operací (èasu), které potøebují k vy-øe¹ení problému. Pro dvì kladné funkce g(n) a h(n) pí¹eme g(n) = O(h(n)), kdy¾ existujíc0 > 0 a n0 tak, ¾e g(n) � c0h(n) pro ka¾dé n � n0. Pak øekneme, ¾e algoritmusmá slo¾itostO(f(L)), kdy¾ pro dostateènì velké L vyøe¹í úlohu velikosti L v èase O(f(L)).



50pro nalezení minimální kostry rovinného grafu, který má slo¾itost O(V ), a al-goritmus slo¾itosti O(jEj) pro tzv. husté grafy (takové grafy splòují pro nìjakékladné konstanty c a " nerovnost jEj > cjV j1+").První algoritmusminimální kostry, který mìl slo¾itost O(jEj log log jV j) na-lezl krátce pøedtím Andrew Chi-chih Yao v práci [418], který modi�koval Bo-rùvkùv algoritmus z roku 1925. Yao ov¹em vycházel z knihy [419], kde autoøiC. Berge a A. Ghouila-Houri pøipisují tento algoritmus M. Sollinovi.Ukazuje se tedy, ¾e v Borùvkovì práci komplikovanì vyjádøený algoritmusje mnohem lep¹í ne¾ se v minulosti pøedpokládalo. Tuto skuteènost potvrdilyv poslední dobì i praktické testy provádìné na poèítaèích v USA.14Dal¹í historické podrobnosti o tìchto otázkách, které patøí spí¹e do Compu-ter Science, najdeme v práci [420], kde autoøi dosáhli dal¹ího zlep¹ení slo¾itostialgoritmù nalezení minimální kostry.Historické aspekty problému minimální kostry nalezneme jednak ve v¹echvý¹e zmínìných èláncích, dále napø. v knihách [421, 362] a v neposlední øadìv práci On the history of the minimum spanning tree problem [373] R. L. Gra-hama a P. Hella z roku 1985.Je tøeba se zmínit je¹tì o jednom starém problému, který s minimální kost-rou úzce souvisí. Na poèátku 19. století vyøe¹il Jakob Steiner (1796{1863) ná-sledující úlohu:Pro dané tøi body A, B, C v rovinì máme najít spojovací sí» nejkrat¹í mo¾nédélky. A BC1200 1200Obr. 2.8: Steinerùv stromZobecnìní této úlohy pro n (n � 2) bodù studovali Vojtìch Jarník a Milo¹Kössler (1884{1961) v roce 1934 v práci O minimálních grafech, obsahujícíchn daných bodù [287] a nyní je známa jako Steinerùv problém v rovinì (resp.obecnìji v n-rozmìrném euklidovském prostoru). Ka¾dá optimální sí» má tvarstromu a proto hovoøíme o steinerovském stromu. Dal¹í podrobnosti lze naléztv Plesníkovì knize [421, str. 163{172].14O tìchto testech pøedná¹elDonaldKnuth v bøeznu 1996 naMasarykovì univerzitìv Brnì.
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