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70Kapitola 4Faktorizace grafùV této kapitole se budeme zabývat rozkladem grafù na faktory. V první èástivìnujeme pozornost pracem P. G. Taita a zejména J. Petersena, na kteréhona poèátku 20. století navázali autoøi, kteøí usilovali o zjednodu¹ení dùkazuPetersenovy vìty o rozkladu pravidelných grafù 3. stupnì.V dal¹í èásti této kapitoly se budeme vìnovat zejména problematice rozkla-du pravidelných bipartitních grafù, ke které významným zpùsobem pøispìlD. K}onig, který vìnoval rozkladùm grafù celé tøi kapitoly své knihy. Zde kromìvýsledkù svých pøedchùdcù prezentoval i výsledky své práce.Ve tøetí èásti naznaèíme vývoj ve 40. a¾ 60. letech tohoto století. Soustøedí-me se pøitom hlavnì na práce týkající se vlastností grafù s lineárním faktorem.V poslední a nejrozsáhlej¹í èásti se seznámíme s dílem A. Kotziga, jeho¾práce v 50. a 60. letech pøímo navazovaly na klasické práce z konce 19. a poèátku20. století.4.1 Rozklady pravidelných grafù4.1.1 Problém ètyø barevPrvní práce, ve kterých mù¾eme najít problémy rozkladu pravidelných grafù,jsou práce [14] a [31]. V první T. P. Kirkman studoval rozklad úplných grafùKp na trojúhelníky, v druhé M. Reiss odvodil výsledek týkající se rozkladuúplných grafù K2n na lineární faktory.Dal¹ím z matematikù, kteøí se zabývali otázkami rozkladu pravidelných gra-fù na pravidelné faktory byl P. G. Tait. Jeho zájem o tuto problematiku úzcesouvisel s øe¹ením problému ètyø barev. Víme, ¾e tento problém se zdál po pub-likování Kempeho þdùkazuÿ v roce 1879 vyøe¹en. Tait byl jedním z tìch, kteøíse pokou¹eli o jednodu¹¹í dùkazy tohoto problému. U¾ A. Cayley a A. B. Kem-pe si uvìdomili, ¾e pro øe¹ení problému je dùle¾itý pouze ten pøípad map, nakterých se stýkají právì tøi hranièní èáry oblastí v jednom bodì. Tait si v práci[74] v¹iml, ¾e barvení takových map pomocí ètyø barev je ekvivalentní problé-mu obarvení pravidelného grafu 3. stupnì tøemi barvami tak, ¾e ka¾dý uzel



71grafu je incidentní s hranami tøí rùzných barev. Tato my¹lenka je správná, aleu¾ ne dal¹í Taitovy úvahy o tom, ¾e dùkaz existence tohoto obarvení je mo¾noprovést snadno indukcí. Je to stejnì slo¾itý problém, jako ten pùvodní.Ve své druhé práci [75], kterou mù¾eme zaøadit k tématu rozkladu grafù,Tait v roce 1880 pí¹e:Mìjme 2n bodù spojených pomocí 3n èar takovým zpùsobem, ¾e se v ka¾démbodì støetávají právì tøi èáry. Pak mù¾eme tyto èáry rozdìlit (obvykle mnoharùznými zpùsoby) do tøí skupin po n èarách tak, ¾e v ka¾dém bodì konèí z ka¾déskupiny pouze jedna èára.G L1 L2 L3Obr. 4.1: Rozklad grafu na lineární faktorySám Tait si byl vìdom toho, ¾e tato þvìtaÿ v¾dy neplatí. Uvedl ale dáletvrzení, které podle nìj platí v¾dy:Hrany mnohostìnu, který má v¹echny vrcholy tøetího stupnì, mù¾eme roz-dìlit do tøí skupin takovým zpùsobem, ¾e v ka¾dém vrcholu konèí pouze jednahrana ka¾dé skupiny.V tomto pøípadì jsou pro uva¾ované grafy dány implicitnì dvì podmínky.Jak v roce 1922 dokázal Ernst Steinitz (1871{1928) [448], je graf, který od-povídá konvexnímu mnohostìnu, rovinný a 3-souvislý. V dal¹í èásti práce seTait pokusil toto své tvrzení dokázat, proto¾e by se z nìj dalo odvodit øe¹eníproblému ètyø barev.V práci [85] vìnoval Tait pozornost podobné otázce. Pøedpokládal, ¾e ka¾dýmnohostìn, který má v¹echny vrcholy tøetího stupnì, má hamiltonovskou kru¾-nici. Kdyby to byla pravda, bylo by mo¾né jeho hrany obarvit tøemi barvami.Tato Taitova hypotéza v¹ak není pravdivá. V roce 1946 ji v práci [449] vyvrátilW. T. Tutte, který nalezl pravidelný 3-souvislý rovinný graf se 46 uzly, kterýhamiltonovskou kru¾nici nemá.14.1.2 Petersenova vìtaMezníkem v teorii rozkladù pravidelných grafù, ale i v teorii grafù vùbec, jerozsáhlá práce Die Theorie der regulären graphs2 [99] dánského matematika1Nejmen¹í známý protipøíklad s 38 uzly nalezli nezávisle na sobì J. Lederberg, J. Bosáka D. Barnette (viz. [359]).2Petersen vycházel ze Sylvesterova pojmu graph a v celém textu jej uvádìl kurzívou s ma-lým poèáteèním písmenem.



72J. Petersena z roku 1891. V úvodu této práce Petersen ukázal následující pro-blém teorie binárních forem, který pak grafovì interpretoval.Pro promìnné x1; x2; � � � ; xn uva¾ujme v¹echny souèiny tvaruYi<j(xi � xj)aij ;ve kterých je stupeò � ka¾dé promìnné xi stejný. Paul Albert Gordan (1837{1912) dokázal, ¾e existuje pouze koneèný poèet souèinù (Petersen je nazývalGrundfactoren), pomocí kterých získáme v¹echny ostatní.Na mo¾nost grafové interpretace tohoto algebraického problému upozornilPetersena v roce 1889 J. J. Sylvester.3 Petersen pøiøadil promìnným x1; � � � ; xnuzly grafu a èlenu (xi�xj)�ij �ij hran, které spojují uzel xi s uzlem xj. V tom-to pøípadì tak obdr¾el pravidelný graf stupnì �. Gordanovu vìtu pak mù¾emegrafovì interpretovat tak, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo n existuje pouze koneènýpoèet koneèných pravidelných grafù s n uzly, které jsou primitivní. Primitiv-ními grafy (primitiv graphs) Petersen nazval takové grafy, které nemají ¾ádnýpravidelný faktor. V úvodu dále obvyklým zpùsobem de�noval pojmy pravi-delný graf (regulär graph), poèet uzlù grafu (Ordnung) a stupeò pravidelnéhografu (Grad).Vlastní Petersenova práce je rozdìlena do dvou èástí. V první èásti se Peter-sen vìnoval rozkladùm pravidelných grafù sudého stupnì. Jak sám konstatoval,je tento problémmnohem jednodu¹¹í ne¾ zkoumání rozkladù pravidelných grafùlichého stupnì, kterým vìnoval druhou èást práce.V úvodu èásti vìnované rozkladùm pravidelných grafù sudého stupnì Peter-sen vyøe¹il otázku rozkladu pravidelných grafù druhého stupnì. Konstatoval,¾e graf druhého stupnì se skládá z uzavøených polygonù (dnes bychom øeklikru¾nic). Jsou-li v¹echny tyto polygony tvoøeny sudým poètem hran, pak mù-¾eme tento graf rozlo¾it na dva lineární faktory; ve v¹ech dal¹ích pøípadech jetento graf primitivní (str. 195). Petersen ukázal, ¾e v pøípadì grafu tvoøenéhop polygony, které mají v¹echny sudý poèet hran, mù¾eme tento graf rozlo¾it nadva lineární faktory 2p�1 rùznými zpùsoby.Petersen pak zavedl pojmy Wechselpolygon, Wechsellinie a Wechselweg,které pozdìji pou¾ila vìt¹ina autorù, kteøí se zabývali rozkladem grafù. Pøed-pokládejme, ¾e pravidelný graf stupnì � + � je mo¾no rozlo¾it na pravidelnýfaktor stupnì � a faktor stupnì �. Obarvíme hrany prvního faktoru modøea hrany druhého faktoru èervenì. Kru¾nici grafu (polygon), ve které se pra-videlnì støídají modré a èervené hrany nazval Petersen støídavá kru¾nice(Wechselpolygon).4Zámìnou barev hran v nìjaké takové kru¾nici dostaneme jiný rozklad grafu.Petersen dokázal vìtu (str. 196):3Samotný Sylvester se podobnými otázkami zabýval ji¾ døíve (napø. práce [48]). Zachovalase rozsáhlá korespondence J. Petersena se J. J. Sylvesterem, D. Hilbertem a F. Kleinemo tìchto otázkách (viz. práce [450]).4D. K}onig pou¾il pro Wechselpolygon ve své knize název alternierenden Kreis [275,str. 187]. Také A. Kotzig pou¾íval ve svých pracích název alternujúca kru¾nica.



73Mù¾eme-li libovolný graf rozlo¾it nìkolika zpùsoby na dva faktory (jedenmodrý a druhý èervený), pak ka¾dý rozklad dostaneme z ka¾dého jiného zámì-nou barev hran jistých støídavých kru¾nic.V dal¹í èásti Petersen dokázal, ¾e ka¾dý pravidelný souvislý graf sudéhostupnì mù¾eme nakreslit jedním tahem. Konstatoval, ¾e stejným zpùsobem bybylo mo¾né dokázat podobnou vìtu pro grafy, které nejsou pravidelné, ale majív¹echny uzly sudého stupnì. Petersen tak vlastnì podal dùkaz starého Eulerovatvrzení, které nedlouho pøedtím poprvé dokázal C. Hierholzer v práci [45]. ZdaPetersen znal Hierholzerùv dùkaz není zøejmé (viz. práce [372]).V tomto okam¾iku Petersen dokázal, ¾e ka¾dý pravidelný graf 4. stupnìmù¾eme rozlo¾it na dva kvadratické faktory (str. 198).5Dal¹ím pojmem, který Petersen zavedl, byl pojem sdru¾ené grafy (gepaar-ten graphs). Z pravidelného grafu G sudého stupnì odstranil dvì nestýkající sehrany ab a cd a nahradil je buï dvìma novými hranami ac a bd, nebo hranamiad a bc. Vniklý graf oznaèil G0 a dvojici grafù G a G0 nazval sdru¾ené gra-fy. Petersen ukázal, ¾e pokud je jeden graf z této dvojice rozlo¾itelný na dvakvadratické faktory, pak je mo¾né takto rozlo¾it i druhý graf (str. 198). Dáledokázal, ¾e ka¾dý graf je mo¾no transformovat opakováním konstrukce popsanév de�nici sdru¾ených grafù6 na libovolný jiný graf stejného stupnì a se stejnýmpoètem uzlù (str. 199).Na základì pøedcházejících úvah dokázal Petersen hlavní výsledek prvníèásti své práce (str. 200):Ka¾dý pravidelný graf sudého stupnì je rozlo¾itelný na faktory 2. stupnì.Jak napsal pozdìji D. K}onig [275, str. 162], je tato vìta øe¹ením celé øadykombinatorických úloh. Nový dùkaz této vìty podal ve 30. letech tohoto stoletíKurt Werner Friedrich Reidemeister (1893{1971) v práci [241].Z pøedcházejících výsledkù vyplývá, ¾e pomocí støídavých kru¾nic mù¾emezískat v¹echny kvadratické faktory pravidelného grafu 4. stupnì. Petersen v zá-vìru první èásti práce øe¹il otázku, kdy mají dvì hrany stejnou nebo rùznoubarvu v ka¾dém rozkladu na kvadratické faktory. Pravidelný graf 4. stupnìG s m hranami nakreslil jedním tahem. Tento tah znázornil jako m-úhelníkG0 (Petersen tento graf nazýval ausgestreckten graph), ve kterém se v¹echnyuzly grafu G nacházely dvakrát. V grafu G0 spojil dvojice uzlù, které odpo-vídaly stejnému uzlu pùvodního grafu. Ka¾dá taková úhlopøíèka rozdìlila G0buï na dvì sudé, nebo dvì liché cesty (podle poètu jejich hran na obvodum-úhelníka). Vzhledem k tomu Petersen dìlil tyto úhlopøíèky na sudé neboliché. Nyní vedl pøímku, která protínala v¹echny liché úhlopøíèky a ¾ádnou su-dou. Hrany m-úhelníka, které tato pøímka protnula, mìly stejnou nebo rùznoubarvu v ka¾dém rozkladu grafu G na kvadratické faktory.Druhá èást Petersenovy práce byla vìnována pravidelným grafùm lichéhostupnì. Petersen neøe¹il triviální pøípad rozkladu pravidelných grafù prvního5Poznamenejme na tomto místì, ¾e problematikou rozkladù pravidelných grafù 4. stupnìse v práci [312] zabýval A. Kotzig.6Petersen nemìl pro uvedenou konstrukci ¾ádný název.



74stupnì, které samy pøedstavují lineární faktor. Nejvýznamnìj¹ím výsledkemtéto èásti a vlastnì celé práce je Petersenova vìta, která øe¹í pøípad pravi-delných grafù 3. stupnì. Petersen se ale nejprve vìnoval pravidelným grafùmlichého stupnì obecnì. Zatímco primitivní grafy sudého stupnì 2� (� > 1) ne-existují, mù¾eme pro libovolné èíslo 2�+1 (� � 1) najít pravidelný graf stupnì2�+ 1, který je primitivní. Petersen ukázal jednoduchou konstrukci takovýchgrafù pro libovolné pøirozené èíslo �. Na obrázku 4.2 vidíme graf, který toutokonstrukcí dostal pro � = 1. Z Petersenovy korespondence je zøejmé, ¾e s tímtografem Petersena seznámil v roce 1889 J. J. Sylvester.
Obr. 4.2: Sylvesterùv grafPetersen dále ukázal, ¾e existuje pouze koneèný poèet pravidelných primi-tivních grafù s 2n uzly. Dokázal toti¾, ¾e pravidelný graf s 2n uzly, jeho¾ stupeòje vìt¹í ne¾ 2n3 + 1, nemù¾e být primitivní (str. 208).7Nyní si uká¾eme, jakým zpùsobem Petersen vyøe¹il problém rozkladu pra-videlných grafù 3. stupnì, kde mohou nastat pouze tyto mo¾nosti: Pokud graf3. stupnì není primitivní, pak existuje jeho rozklad na kvadratický faktor a li-neární faktor. V pøípadì, ¾e ka¾dá kru¾nice kvadratického faktoru je tvoøenasudým poètem hran, mù¾eme takový pravidelný graf 3. stupnì rozlo¾it na tøilineární faktory.Petersen dokázal platnost tvrzení, které dnes oznaèujeme jako Peterseno-va vìta. Ve své práci ji formulovat takto (str. 218):Primitivní graf 3. stupnì musí obsahovat nejménì tøi listy.Petersen pojem list (Blatt) pou¾il jako první a rozumìl tímto pojmem èástgrafu, která je se zbytkem grafu spojena jedinou hranou.8 Petersenùv dùkaztéto vìty byl komplikovaný a v literatuøe se témìø neobjevuje. Proto mu bude-me v na¹í práci vìnovat vìt¹í pozornost. Jednodu¹¹í dùkazy podali na poèátku20. století H. R. Brahana [162], A. Errera [168, 172], O. Frink [199] a T. Schön-7Pøi dùkazu tohoto tvrzení pou¾il Petersen pìkné my¹lenky, která v podstatì odpovídávìtì o maximálním párování v grafu G, kterou jako první vyslovil C. Berge v roce 1957 [451]a o které budeme mluvit v dal¹í èásti této kapitoly.8D. K}onig de�noval list ve své monogra�i na str. 180. Listem oznaèil èást grafu, kteráneobsahuje ¾ádnýmost a se zbytkem grafu je spojena jedinou hranou (mostem). Tato de�nicepochází od H. R. Brahany [162]. Z Petersenových úvah je ov¹em patrné, ¾e chápal pojem liststejnì. Pouze se pøi de�nici listu nepøesnì vyjádøil.



75berger [263]. O tìchto pracech budeme hovoøit v dal¹í èásti.Naznaème alespoò ve struènosti jakým zpùsobem Petersen dokázal svojetvrzení. Jeho postup je dùle¾itý v tom, ¾e øada my¹lenek v nìm obsa¾enýchbyla pozdìji dále vyu¾ívána pøi studiu faktorizace grafù. V této èásti rozumímegrafem G primitivní souvislý pravidelný graf 3. stupnì s 2n uzly a tedy 3nhranami.Petersen zavedl pojem tah (Kette), kterým oznaèil stejnì jako dnes my sledhran, ve kterém je ka¾dá hrana obsa¾ena nejvý¹e jednou. Na str. 210 ukázal,¾e hrany grafu G mù¾eme rozlo¾it do n tahù, které nazval sudé, resp. lichépodle poètu hran v nich obsa¾ených.9 Pokud by v¹echny tahy byly liché, pakby graf G nemohl být primitivní. K dùkazu tohoto tvrzení obarvil hrany tahùstøídavì modrou a èervenou barvou tak, aby obì krajní hrany byly modré.Pokud bychom spojením tìchto tahù vytvoøili opìt graf G, bylo by vidìt, ¾eka¾dý uzel je incidentní se dvìma modrými a jednou èervenou hranou. Modréhrany by tvoøily kvadratický a èervené hrany lineární faktor grafu G. Proto¾egraf G je primitivní, musí tedy v rozkladu existovat i sudé tahy, které majíjednu svoji koncovou hranu obarvenu èervenì. Ka¾dý takový tah má právìjeden koncový uzel incidentní se dvìma èervenými hranami a je tedy poèettìchto sudých tahù roven poètu takových uzlù v grafu.Petersen uva¾oval takový rozklad hran grafu G na n tahù, ve kterém poèetsudých tahù je nejmen¹í mo¾ný. Nyní vybral libovolný sudý tah T zaèínajícíèervenou hranou v uzlu a, který je incidentní se dvìma èervenými hranami.Hrany tahu T orientoval ve smìru procházení od uzlu a. Dále uva¾oval dal¹ístøídavé tahy, které zaèínají èervenou hranou v uzlu a a mají lichý poèet hran.Spoleènì s tahem T vytváøí orientovaný systém, ve kterém nìkteré hrany jsouorientovány pouze v jednom smìru a nìkteré v obou smìrech. Tento systémvytváøíme postupnì v jednotlivých krocích. Po ka¾dém kroku Petersen nazvalmodrým uzlem takový uzel systému, který je z uzlu a dosa¾itelný pouze pomodré hranì. Uzel dosa¾itelný z a i po hranì èervené nazval èervený. Nìkterémodré uzly se po dal¹ím kroku stanou èervenými. Uzly, které jsou incidentnís neorientovanými hranami Petersen nazval nenasycené.Po urèitém poètu krokù vzniknou podsystémy, které mají v¹echny hranyorientované v obou smìrech a které mají v¹echny uzly èervené. Nahradíme-li ka¾dý takový podsystém jediným uzlem (mù¾e pøedstavovat také pùvodníuzel a), obdr¾íme tak nový graf G0. Na graf G0 aplikujeme vý¹e popsaný po-stup (stále vycházíme z uzlu a). Pøi tomto postupu Petersen zkoumal rozdílmezi poètem nenasycených modrých uzlù a poètem nenasycených èervenýchuzlù. Proces konèí, kdy¾ ji¾ neexistují nenasycené èervené uzly. Rozborem v¹echmo¾ných pøípadù Petersen ukázal, ¾e primitivní graf Gmusí obsahovat nejménì3 listy.Petersen se zamyslel i nad tím, jak je to s rozkladem pravidelných grafùlichého stupnì vy¹¹ího ne¾ tøi. Vyslovil pøesvìdèení, ¾e tuto otázku je mo¾noøe¹it podobným zpùsobem jako problém pravidelných grafù 3. stupnì.Kromì této práce se J. Petersen zabýval otázkou rozkladu pravidelných9Existence tìchto n tahù vyplývá z Listingovy vìty. Touto vìtou se ve svých pracechzabýval v souvislosti s rozkladem grafù na lineární faktory A. Kotzig. (viz. [303, 321]).



76grafù je¹tì ve dvou dal¹ích pracech. V práci Sur le théor�eme de Tait [128], pub-likované v roce 1898, Petersen reagoval na práce P. G. Taita. Pøipomnìl svépøedchozí výsledky z roku 1891 a formuloval Taitovu þvìtuÿ takto:Pravidelný graf 3. stupnì bez listù mù¾e být rozlo¾en na tøi faktory 1. stupnì.Petersen zkonstruoval graf, pro který Taitovo tvrzení neplatí. Je to známýPetersenùv graf, který vidíme na obrázku 4.3. Édouard Goursat (1858{1936)v práci [124] ukázal, ¾e Petersen dokázal pouze skuteènost, ¾e neplatí obecnéTaitovo tvrzení (co¾ vìdìl samotný Tait), ale proto¾e Petersenùv graf nenírovinný, nevyvrátil Taitovu hypotézu pro grafy odpovídající mnohostìnùm.
Obr. 4.3: Petersenùv grafV práci [131] z roku 1899 Petersen reagoval na Goursatùv komentáø svépøedcházející práce a vìnoval se nìkterým otázkám souvisejícím se vztahemrozkladu pravidelných grafù 3. stupnì na lineární faktory a problému 4 barev.Je zajímavé, ¾e do¹el k názoru, ¾e vìta o 4 barvách zøejmì neplatí.4.1.3 Dal¹í dùkazy Petersenovy vìtyPetersenovy práce z 90. let minulého století vyvolaly pozornost o více jak 20 letpozdìji. Alternativní dùkaz Petersenovy vìty podal jako první v roce 1917 Hen-ry Roy Brahana [162], který byl ¾ákem americké topologické ¹koly J. W. Ale-xandera a O. Veblena. Brahanùv dùkaz byl veden matematickou indukcí.V roce 1922 publikoval svoji dizertaèní práci o problému ètyø barev A. Erre-ra [168]. Diskutoval v ní Brahanùv dùkaz Petersenovy vìty a zjednodu¹il nì-které jeho kroky. Èást této práce byla pozdìji publikována v [172].Pøímoèarý dùkaz Petersenovy vìty pak podal v roce 1926 O. Frink v práciA proof of Petersen's theorem [199]. O jeho dùkazu se zmíníme podrobnìji.Frink nejprve de�noval základní pojmy a pak vyjádøil Petersenovu vìtu. Ci-toval práce svých pøedchùdcù a pak postupnì dokázal tøi vìty, z kterých Peter-senova vìta vyplývá. Pod názvem prostý graf (simple graph) rozumìl souvislýpravidelný graf 3. stupnì bez listù. Frink zavedl v tìchto grafech následujícíkonstrukci, kterou D. K}onig ve své knize (str. 183) nazval ¹tìpení hrany (Spal-ten der Kante):Z grafu odstraníme libovolnou hranu a ètyøi hrany s ní incidentní spojímepo dvojicích jedním ze dvou mo¾ných zpùsobù.



77Frink nyní dokázal, ¾e z ka¾dého prostého grafu, který má více ne¾ dvauzly, dostaneme prostý graf s men¹ím poètem uzlù pomocí ¹tìpení nìkteréhrany (Vìta I). Toto tvrzení je základem celého Frinkova dùkazu Petersenovyvìty. Frink dále pou¾il stejné my¹lenky jako Petersen a ani¾ tento název zavedl,de�noval pojem støídavá kru¾nice. Prostý graf rozlo¾il na kvadratický a lineárnífaktor. Hrany lineárního faktoru obarvil èervenì a kvadratického modøe. Tentograf pak nazval obarvený. Z Petersenovy práce Frink vìdìl, ¾e zámìnou barevv nìkteré støídavé kru¾nici dostaneme nové obarvení a tedy i nový rozkladgrafu. Frink ukázal, ¾e ka¾dá hrana obarveného prostého grafu le¾í na uzavøenéèerveno{modré cestì a proto mù¾e být její barva zmìnìna (Vìta II). Na závìrdokázal, ¾e ka¾dý prostý graf je obarvitelný (Vìta III). Z uvedených vìt pakihned vyplynula platnost Petersenovy vìty.Krátce pøedtím ne¾ vy¹la K}onigova kniha podal dal¹í dùkaz Petersenovyvìty T. Schönberger v práci [263]. Jeho dùkaz vycházel z Frinkovy de�niceprostého grafu, obarvení grafu a z vìty III. Schönberger nejprve ukázal, ¾eka¾dý prostý graf mù¾e být obarven tak, ¾e dvì libovolnì vybrané hrany jsoumodré. Potom u¾ jen staèilo dokázat, ¾e pravidelný souvislý graf G 3. stupnì sedvìma listy má odpovídající rozklad na èervený lineární a modrý kvadratickýfaktor.4.1.4 Rozklady bipartitních grafùD. K}onig vìnoval ve své monogra�i rozkladu pravidelných grafù pomìrnì znaè-nou pozornost. V kapitole XI se zabýval rozkladem pravidelných grafù sudéhostupnì a rozkladem bipartitních grafù. Právì v této oblasti dosáhl sám K}onigvýznamných výsledkù. Tìmto otázkám se zde také budeme vìnovat podrobnìji.Bipartitní graf K}onig de�noval jako koneèný nebo nekoneèný graf, jeho¾ka¾dá kru¾nice je tvoøena sudým poètem hran.10 K}onig ve své knize ukázalznámou skuteènost, ¾e graf je bipartitní právì tehdy, kdy¾ mù¾eme jeho uzlyrozdìlit do dvou tøíd tak, ¾e pouze uzly rùzných tøíd jsou spojeny hranou(Vìta 12, str. 170).Je-li bipartitní graf koneèný a pravidelný, pak mají obì tyto tøídy stej-ný poèet uzlù. K}onig se øadu let zabýval otázkou existence lineárních faktorùv bipartitních grafech. V roce 1914 vystoupil s tímto problémem na Congr�esde Philosophie Mathématique v Paøí¾i a ukázal, ¾e ka¾dý koneèný pravidelnýbipartitní graf obsahuje lineární faktor a ka¾dý koneèný pravidelný bipartitnígraf g-tého stupnì se dá rozlo¾it na g lineárních faktorù. ([275, Vìty 13 a 14,str. 171]).Pøíspìvek z paøí¾ského kongresu byl publikován a¾ v roce 1923 [184], aleu¾ v roce 1916 vy¹la práce [160], ve které K}onig ukázal, ¾e pokud je ka¾dýuzel koneèného bipartitního grafu nejvý¹e g-tého stupnì, pak mù¾eme hrany10Místo názvu bipartitní graf pou¾íval D. K}onig název sudý graf (paarer Graph, graphe�a circuits pairs). Název bipartie u¾il poprvé Sainte-Lagu�e v práci [186]. V na¹í literatuøe sev 50. a 60. letech setkáváme také s názvem sudý graf. Richard Rado (1906{1989) v práci[452] zavedl pojem zobecnìný bipartitní graf, který mù¾e obsahovat i smyèky.



78tohoto grafu rozdìlit do g tøíd tak, ¾e dvì hrany, které jsou incidentní se stej-ným uzlem, patøí do rùzných tøíd (viz. [275, Vìta 15, str. 171]). Poslední vìtahraje dùle¾itou roli pøi øe¹ení rùzných kombinatorických úloh a úloh teorie mno-¾in. Je mo¾no ji odvodit z Mengerovy vìty o souvislosti grafù a Hallovy vìtyo systému rùzných reprezentantù. Tyto dvì vìty patøí k základním a souèasnìnejdùle¾itìj¹ím výsledkùm teorie grafù.Karl Menger (1902{1985) v roce 1927 ukázal v práci Zur allgemeinen Kur-ventheorie [210] vztah mezi souvislostí grafu a poètem disjunktních cest, kte-ré spojují dva rùzné uzly grafu. Dnes existuje celá øada variant této vìty.Pøevedeme-li pùvodní Mengerùv výsledek do dne¹ního jazyka teorie grafù, mù-¾eme Mengerovu vìtu formulovat takto:11Nejmen¹í poèet uzlù, které musíme odstranit z grafu G, aby se dva rùznéhranou nespojené uzly u a v nacházely v rùzných komponentách takto vytvoøe-ného grafu, je roven maximálnímu poètu disjunktních cest, spojujících v grafuG uzly u; v.Hallova vìta publikovaná v roce 1935 v práci On representatives of subsets[264] Philipem Hallem (1904{1982) je dnes vìt¹inou uvádìna takto:12Buï G = (A;B) bipartitní graf s rozkladem uzlù na dvì stejnì poèetné tøídyA a B. Nech» X � A a �(X) oznaèuje mno¾inu uzlù z B, které jsou alespoòjednou hranou spojeny s nìkterým uzlem mno¾iny X. Platí:Bipartitní graf G má lineární faktor právì tehdy, kdy¾ pro libovolnou mno-¾inu X � A platí j�(X)j � jXj.Hledáme-li lineární faktor nìjakého grafu G, hledáme vlastnì podmno¾inuL mno¾iny hran grafu G, která má tu vlastnost, ¾e ka¾dý uzel grafu G je in-cidentní právì s jednou hranou mno¾iny L. Pokud lineární faktor neexistuje,má èasto smysl hledat mno¾inu hran M , pro kterou platí, ¾e ka¾dý uzel grafuG je incidentní nejvý¹e s jednou hranou mno¾iny M . Takovou mno¾inu hrannazýváme párování v grafu G. Párování s nejvìt¹ím poètem hran pak nazý-váme maximální párování. Je zøejmé, ¾e pokud má graf G lineární faktor,pak tento faktor pøedstavuje jedno z maximálních párování v grafu G.D. K}onig v pracech [230, 252] ukázal, ¾e pro libovolný bipartitní graf platí:Velikost maximálního párování v bipartitním grafu G je rovna minimálnímupoètu uzlù grafu G, které jsou dohromady incidentní se v¹emi hranami grafu G.Je nutno zdùraznit, ¾e K}onig získal své výsledky týkající se otázek existencelineárních faktorù v bipartitních grafech pøi studiu vlastností matic. Grafovévyjádøení umo¾òovalo názornìj¹í dùkazy a interpretaci nìkterých výsledkù.V pøedcházející kapitole jsme de�novali matici sousednosti M bipartitníhografu G. Pokud v rozvoji determinantu matice M existuje alespoò jeden ne-nulový èlen, pak graf G má lineární faktor. D. K}onig ve své knize upozornilna mo¾nosti grafového vyjádøení celé øady výsledkù teorie matic a determi-nantù. Nìkteré z nich odvodil ve svých pracech Ferdinand Georg Frobenius11K. Menger vyslovil tuto vìtu pro rovinné køivky.12D. K}onig ji podobným zpùsobem formuloval ve své knize na str. 234{235.



79(1849{1917), který znal K}onigovy práce, ale o mo¾nosti vyu¾ití grafù pøi stu-diu determinantù se vyjadøoval skepticky.V kapitole XII se D. K}onig zabýval rozkladem pravidelných grafù 3. stupnìa podal pøitom rozbor výsledkù získaných pøi dùkazu Petersenovy vìty. K}onigse zamyslel i nad problémem rozkladu pravidelných grafù lichého stupnì vy¹¹íhone¾ tøi. Ukázal pøitom, ¾e ka¾dý faktor lichého stupnì nìjakého pravidelnéhokoneèného grafu G obsahuje v¹echny mosty grafu G. Na str. 193 pak ukázal,¾e koneèný pravidelný graf, který má most, není mo¾no rozlo¾it na tøi lineárnífaktory.13 K}onig poznamenal, ¾e tato vìta neplatí pro grafy nekoneèné.V kapitole XIII se pak K}onig vìnoval rozkladu nekoneèných pravidelnýchgrafù. Nejprve studoval vlastnosti nekoneèných pravidelných grafù, jejich¾ uzlymají koneèný sudý stupeò. Ukázal, ¾e takové grafy mù¾eme podobnì jako pra-videlné koneèné grafy sudého stupnì v¾dy rozlo¾it na faktory druhého stupnì(Vìta 2, str. 204). Podobnì jako pro grafy koneèné platí, ¾e pro ka¾dé liché èís-lo 2�+ 1 existuje souvislý primitivní nekoneèný pravidelný graf stupnì 2�+ 1(Vìta 5, str. 209). Èást této kapitoly K}onig vìnoval nekoneèným bipartitnímgrafùm a ukázal, ¾e ka¾dý pravidelný bipartitní graf koneèného stupnì mù¾emerozlo¾it na lineární faktory (Vìta 7, str. 212).4.2 Vývoj po roce 19364.2.1 Kritérium existence lineárního faktoruJedním z nejvýznamnìj¹ích výsledkù teorie grafù po druhé svìtové válce je vìtao existenci lineárního faktoru, kterou odvodil v roce 1947 William T. Tuttev práci The factorization of linear graphs [453]. Práce je zajímavá tím, ¾e pøidùkazu první pomocné vìty vyu¾il Tutte vlastností antisymetrických matic.14V roce 1952 ukázal F. G. Maunsell v [454], ¾e Tutteho dùkaz bylo mo¾no provéstcelý pomocí støídavých cest.Mìjme koneèný souvislý graf G s mno¾inou uzlù a1; a2; : : : ; an. Nech» S =fai; aj; : : : ; arg je její podmno¾ina. Oznaème GS graf, který dostaneme z Godstranìním uzlù mno¾iny S a hran, které jsou s nimi incidentní. Poèet v¹echkomponent grafu GS oznaème h(S) a poèet komponent s lichým poètem uzlùhu(S). Tutte ukázal (Vìta 4, str. 110):Graf G neobsahuje lineární faktor právì tehdy, kdy¾ existuje podmno¾ina Sjeho uzlù taková, ¾e platí hu(S) > jSjV roce 1953 odvodil jiné kritérium existence lineárního faktoru v grafechB. Kaluza [455], který ukázal, ¾e v libovolném grafu G existuje lineární faktorprávì tehdy, kdy¾ graf G nemù¾eme dostat z jisté cesty G0 liché délky pomo-cí dvou jednoduchých operací, pøípadnì jejich opakováním. První operace jepøipojení nové cesty sudé délky k nìkterému uzlu grafu a druhá spojení dvou13Tuto vìtu ve svých pracech pou¾íval A. Kotzig.14Na mo¾nost vyu¾ití antisymetrickýchmatic pøi studiu lineárních faktorù grafu upozornilji¾ G. Brunel v práci [109]. Poznámku o tom nalezneme v K}onigovì knize (str. 237).



80uzlù grafu pomocí cesty liché délky. U¾ití tohoto kritéria je pro slo¾ité grafysamozøejmì obtí¾né.V práci The 1-factors of oriented graphs [456] odvodil Tutte pomocí ori-entovaných cest nutnou a postaèující podmínku existence lineárního faktoruv koneèném orientovaném grafu (Vìta 5.1, str. 928) a pak v lokálnì koneèném15orientovaném grafu ~G (Vìta 6.2, str. 929).Mezi základní práce v oblasti faktorizace grafù patøí pøíspìvek T. Gallaihoz roku 1950 On factorization of graphs [457]. V této práci rozvinul Gallai me-tody vypracované J. Petersenem [99] a F. Baeblerem [458].16 Výsledky tìchtoautorù byly vìt¹inou dokázány metodami, které závisely na tom, zda studovanýgraf byl lichého èi sudého stupnì a na tom, jakého stupnì byl hledaný faktor.Gallaimu se podaøilo najít obecnou metodu, kterou je mo¾no pou¾ít ve v¹echpøípadech. Jeho metoda vychází z Petersenovy metody støídavých cest, kterouov¹em výrazným zpùsobem rozvinul.Gallai nejprve dokázal Tutteho vìtu17 a pak ukázal, jakým zpùsobem mù-¾eme tuto vìtu vyjádøit pomocí nových pojmù, které zavedl. Øekneme, ¾e dvapodgrafy G1; G2 grafu G, které nemají spoleèné uzly, jsou spojené (connected),jestli¾e existuje hrana, která má jeden koncový uzel v G1 a druhý koncový uzelv G2. Mno¾inu podgrafù grafu G nazveme nezávislou (independent subgraphs),jestli¾e ¾ádné dva podgrafy této mno¾iny nemají spoleèný uzel a souèasnì ne-jsou spojené. Tutteho vìtu pak Gallai formuloval takto (str. 143):Nutnou a postaèující podmínkou existence lineárního faktoru v koneènémgrafu je, aby poèet uzlù spojených s kteroukoli mno¾inou nezávislých podgrafùobsahujících lichý poèet uzlù nebyl men¹í ne¾ poèet podgrafù v této mno¾inì.V dal¹í èásti Gallai dokázal K}onigovu{Hallovu vìtu o existenci lineárníhofaktoru v pravidelném bipartitním grafu, kde je situace velmi jednoduchá. Nenítøeba uva¾ovat mno¾inu nezávislých podgrafù, ale jen systém nezávislých uzlù.Gallai ukázal, ¾e pokud bipartitní graf nemá lineární faktor, pak existuje systémnezávislých uzlù, které jsou spojeny s mno¾inou uzlù, která máménì prvkù ne¾je poèet uzlù v tomto systému. Na druhé stranì je zøejmé, ¾e pokud lineárnífaktor existuje, pak takový systém nenajdeme.V dal¹í èásti této rozsáhlé práce se Gallai zabýval problémem existencepravidelných faktorù stupnì n > 1, který byl do té doby studován pouze propravidelné grafy. Gallai odvodil nìkolik nutných podmínek existence takovýchpravidelných faktorù a ukázal, ¾e z nich vyplývají nìkterá ji¾ døíve známátvrzení.V poslední èásti pak Gallai ukázal, ¾e pøedcházející výsledky platí i v pøí-15Lokálnì koneèným grafem rozumíme nekoneèný graf, ve kterém má ka¾dý uzel koneènýstupeò. Lineárním faktorem v orientovaném grafu ~G Tutte rozumìl podgraf grafu ~G, kterýobsahuje v¹echny uzly grafu ~G a ve kterém vstupní a výstupní stupeò ka¾dého uzlu je rovný 1.16F. Baebler ukázal, ¾e pravidelný graf stupnì r, který je hranovì (r�1)-souvislý a obsahujesudý poèet uzlù, má lineární faktor. C. Berge ve své knize [357] a v 70. letech J. Plesník v práci[459] dokázali, ¾e v takovém pøípadì existuje lineární faktor, který obsahuje zvolenou hranu.Plesník souèasnì ukázal, ¾e existuje lineární faktor, který neobsahuje zvolených r� 1 hran.17V roce 1963 podal Gallai nový dùkaz Tutteho vìty v práci [460]. Existuje mnoho dal¹íchdùkazù Tutteho vìty (viz. [370, str. 5]). Jeden podal i Plesník [461] v roce 1975.



81padì lokálnì koneèných grafù. Jen je tøeba v¾dy uva¾ovat systémy uzlù nebopodgrafù s koneèným poètem prvkù.4.2.2 Pravidelné faktoryPodívejme se v závìru na nìkteré dal¹í práce, které v 50. a 60. letech ovlivnilyvývoj faktorizace grafù. Pozornost vìnujeme zejména pracem, ve kterých jestudována existence lineárního faktoru. V literatuøe je mo¾no najít nìkolikpøehledných èlánkù, které se vìnují problému faktorizace. Jedná se napø. o práce[370, 372, 371].Hans Boris Belck v roce 1950 nalezl kritérium existence pravidelného fak-toru n-tého stupnì. Jeho dùkaz v práci [462] byl ov¹em znaènì komplikovaný.W. T. Tutte v práci The factors of graphs [463] zobecnil v roce 1952 pojemfaktor n-tého stupnì tím, ¾e de�noval f-faktor grafu:Nech» f je funkce, která ka¾dému uzlu a lokálnì koneèného grafu G pøiøazujekladné celé èíslo f(a). Faktor F grafu G nazveme f-faktor, jestli¾e pro ka¾dýuzel a platí dF (a) = f(a) (dF (a) oznaèuje stupeò uzlu a ve faktoru F ).Faktor n-tého stupnì je potom f-faktor, ve kterém pro ka¾dý uzel a platíf(a) = n. Tutte odvodil nutnou a postaèující podmínku existence f-faktoru(a tedy také faktoru n-tého stupnì) v lokálnì koneèných grafech G (Vìta XV,str 324). K jejímu dùkazu u¾il Tutte Gallaiho metody zalo¾ené na støídavýchcestách v grafu G. Ovìøení existence f-faktoru v daném grafu je v¹ak podletohoto kritéria velmi slo¾ité.Tutte se k problému existence f-faktoru vrátil v roce 1954 v práci [464]. Uká-zal, jakým zpùsobem je mo¾no podmínku existence f-faktoru odvodit z nutnéa postaèující podmínky existence lineárního faktoru. Ani tím se ov¹em praktickéovìøení existence f-faktoru pøíli¹ nezjednodu¹ilo. Tutte si byl této skuteènostivìdom a o zjednodu¹ení dále usiloval. Jiné kritérium existence f-faktoru podalv roce 1957 O. Ore v práci [465].V¹imnìme si nyní alespoò struènì prací spojených s problematikou maxi-málního párování v grafech.V roce 1955 studoval O. Ore v práci [466] problém maximálního párovánív bipartitním grafu G = (A;B). Oznaème �(G) poèet hran maximálního pá-rování v grafu G a de�nujme �0(G) = MinfjAj+ j�(X)j � jXjg pro v¹echnyX � A, kde �(X) 2 B opìt pøedstavuje mno¾inu uzlù, které jsou spojenyhranou s alespoò jedním uzlem mno¾iny X. Ore ukázal, ¾e platí�0(G) = �(G):O dva roky pozdìji C. Berge øe¹il v práci [451] otázku maximálního párovánív libovolném grafu G = (V;E). Oznaèíme-li stejnì jako v Tutteho práci [453]hu(S) poèet lichých komponent grafu GS a polo¾íme-li �00(G) = 12MinfjV j �hu(S) + jSjg pro v¹echny S � V , pak platí�00(G) = �(G):



82 Také pøi problému maximálního párování hrají významnou úlohu støídavécesty. Støídavou cestou vzhledem k párování M nazveme cestu, ve které sepravidelnì støídají hrany patøící do M s hranami, které do M nepatøí. Bergeukázal, ¾e M je maximální párování právì tehdy, jestli¾e v grafu G neexistujestøídavá cesta vzhledem k párování M , která spojuje dva uzly, které nejsouincidentní s ¾ádnou hranou párování M . Kdyby taková cesta existovala, mohlibychom zámìnou hran párování M , které le¾í na této cestì, za hrany cesty,které v M nejsou, získat nové párování, které by mìlo vìt¹í poèet hran. Prototakovou støídavou cestu nazýváme zvìt¹ující cesta. Pojem zvìt¹ujícící cestyznali ji¾ J. Petersen, D. K}onig, E. Egerváry a pravdìpodobnì i dal¹í.Bergeho vìta se stala základem algoritmù, které hledají maximální páro-vání v grafech. Nejprve byly studovány algoritmy pro bipartitní grafy. V roce1956 Marschal Hall (1910{1990) v práci [467] nalezl algoritmus pro konstrukcisystému rùzných reprezentantù, ale svùj výsledek na bipartitní grafy nezobec-nil. H. W. Kuhn po prostudování prací K}oniga a Egerváryho pou¾il metodlineárního programování a v práci [468] nalezl algoritmus pro øe¹ení problémumaximálního párování v ohodnocených bipartitních grafech. Na poèest svýchpøedchùdcù jej nazval maïarský algoritmus.Poznamenejme, ¾e otázky maximálního párování (a tedy také existence li-neárního faktoru v grafech) pomáhá významným zpùsobem øe¹it teorie tokùv sítích. L. R. Ford a D. R. Fulkerson v knize Flows in Networks [469] v ro-ce 1962 ukázali, jak lze jejich znaèkovací algoritmus pro nalezení maximálníhotoku v síti aplikovat na hledání maximálního párování v bipartitních grafech.V roce 1965 J. Edmonds nalezl algoritmus pro nebipartitní grafy. Podrobnostio tomto a dal¹ích algoritmech lze nalézt v Plesníkovì knize [421]. Plummerovapráce [371] podává pøehledný historický vývoj tìchto algoritmù.4.3 Práce Antona KotzigaProblémy spojené s rozklady koneèných pravidelných grafù upoutaly ji¾ v 50. le-tech pozornost bratislavského matematika A. Kotziga. Ve svých pracech vychá-zel pøedev¹ím z K}onigovy monogra�e a znal také práce J. Petersena, O. Frinkaa T. Schönbergera, které u nás byly snadno dostupné. V období let 1954{1961napsal øadu prací vìnujících se zejména vlastnostem pravidelných grafù s lineár-ními faktory. Své práce psal vìt¹inou ve slovenském jazyce a proto byly dlouhoudobu pro matematiky ve svìtì nedostupné. A¾ v 70. letech se objevily zmínkyo jeho výsledcích zejména v pracech maïarského matematika L. Lovásze (viz.[371, str. 194]).V následující èásti na¹í práce podáme pøehled Kotzigových prací vìnova-ných problému faktorizace grafù. Názvy jednotlivých èástí odpovídají názvùmKotzigových prací.4.3.1 O istých rozkladoch grafuV práci [298] studoval A. Kotzig v roce 1955 vlastnosti takových souvislýchpravidelných grafù n-tého stupnì, které je mo¾no rozlo¾it na n lineárních fak-



83torù.Kotzig nejprve de�noval øadu v¹eobecnì známých pojmù. Zejména de�novalpojem stupeò souvislosti mezi uzly u; v, který oznaèoval �G(u; v). Kotzigtímto pojmem oznaèoval minimální poèet hran, po jejich¾ odstranìní z grafu Gle¾í uzly u; v v rùzných komponentách takto vytvoøeného grafu. Polo¾il pøitom�G(u; u) = +1 a de�noval tak funkci �G(u; v) pro ka¾dou dvojici uzlù u; vsouvislého grafu G.Pro pøirozené èíslo k pak Kotzig de�noval relaci ( k=). Dva uzly u; v jsouv relaci ( k=) pokud �G(u; v) � k. Kotzig ukázal, ¾e takto de�novaná relace( k=) je relace ekvivalence. Proto mù¾eme provést rozklad mno¾iny uzlù U grafuG podle relace ( k=) na tøídy ekvivalentních prvkù U (k)1 ; U (k)2 ; : : : ; U (k)n . Tentorozklad Kotzig oznaèil U (k).Kotzig pak pro pøirozené èíslo i de�noval pomocí rozkladu U (k) mno¾inuH(i; i+1) v¹ech takových hran grafu G, ve kterých pro dvojici uzlù u; v, s kte-rými je hrana incidentní, platí:1. Uzly u; v patøí ke dvìma rùzným mno¾inám rozkladu U (i+1),2. uzly u; v patøí do stejné mno¾iny rozkladu U (i).Kotzig odvodil nìkteré vlastnosti mno¾in H(i; i+ 1) (Vìty 2, 3, 4). Ukázalnapø., ¾e hrana h je prvkem mno¾iny H(i; i + 1) právì tehdy, kdy¾ pro uzly ua v, s kterými je hrana h incidentní, platí �G(u; v) = i (Vìta 3, str. 147).Po tìchto pøípravných úvahách se Kotzig vìnoval vy¹etøování vlastnostípravidelných souvislých grafù G n-tého stupnì, ve kterých existuje rozkladR = fL1; L2; : : : ; Lng grafu na lineární faktory. Kotzig ukázal, ¾e pokud je nliché èíslo, pak pro libovolné dva uzly u; v tohoto grafu G platí, ¾e èíslo �G(u; v)je buï èíslo sudé, nebo �G(u; v) = n (Vìta 11, str. 151). V takovém grafuje libovolná hrana buï hranou mno¾iny H(n; n + 1), nebo je hranou nìkteréz mno¾in H(2i; 2i+ 1), kde i = 1; 2; : : : : (Vìta 12, str. 151).4.3.2 Poznámky k Listingovej vete o rozklade grafu naotvorené »ahyV této práci [303] A. Kotzig v roce 1956 odvodil kritérium existence lineárníhofaktoru v pravidelném grafu 3. stupnì. Vy¹el pøitom z Listingovy vìty, podlekteré v pravidelném grafu G (2n + 1)-ního stupnì (n > 0) o 2m uzlech musíexistovat Listingùv systém otevøených tahù fT1; T2; : : : ; Tmg, tedy systém, vekterém je ka¾dá hrana grafu G hranou právì jednoho tahu. Kotzig ukázal, ¾epokud má takový graf G alespoò jeden lineární faktor L, pak existuje Listingùvsystém otevøených tahù, ve kterém ka¾dý tah systému obsahuje stejný poèet(2n+1) hran a právì jednu hranu faktoru L, která je svým poøadím prostøedníhranou tahu (Vìta 1, str. 397).Kotzig pak odvodil kritérium existence lineárního faktoru v pravidelnýchgrafech 3. stupnì (Vìta 2, str. 400):



84 Nech» G je koneèný pravidelný graf 3. stupnì o 2m uzlech a nech» v grafuG existuje Listingùv systém otevøených tahù T = fT1; T2; : : : ; Tmg, ve kterémka¾dý tah obsahuje právì tøi hrany, pak v grafu G existuje alespoò jeden lineár-ní faktor L.Podobná vìta pro pravidelné grafy lichého stupnì vìt¹ího ne¾ 3 neplatí.Kotzig tento fakt ukázal na konkrétním pøíkladu pravidelného grafu 5. stup-nì, který neobsahuje lineární faktor, i kdy¾ existuje jeho rozklad na Listingùvsystém otevøených tahù, ve kterém ka¾dý tah obsahuje právì pìt hran.V závìru práce Kotzig dokázal, ¾e nutnou podmínkou proto, aby pravidelnýgraf G (2n+1)-ního stupnì bylo mo¾no rozlo¾it na Listingùv systém otevøenýchtahù, ve kterém je ka¾dý tah tvoøen (2n+1) hranami, je, aby grafG neobsahovaluzel, který je incidentní s více ne¾ n mosty (Vìta 3, str. 401).4.3.3 Rozklad koneèného pravidelného grafu nepárnéhostupòa na dva faktoryNa pøedcházející výsledky A. Kotzig navázal v roce 1958 v práci [321]. V krát-kém historickém úvodu zde Kotzig pøipomenul výsledky L. Eulera, C. Hierhol-zera, J. B. Listinga, É. Lucase a J. Petersena.Pak dokázal (str. 28):Pravidelný graf G (2n+ 1)-ního stupnì (kde n je libovolné pøirozené èíslo)s 2m uzly se dá rozlo¾it na faktor n-tého a faktor (n + 1)-ního stupnì právìtehdy, kdy¾ v G existuje Listingùv systém tahù, jeho¾ ka¾dý tah má lichý poèethran.Pokud ov¹em v pravidelném grafu (2n+1)-ního stupnì G neexistuje takovýListingùv systém otevøených tahù, neznamená to je¹tì, ¾e G je primitivní graf.Tuto skuteènost Kotzig demonstroval na pøíkladu jistého pravidelného grafu7. stupnì, který mù¾eme rozlo¾it na faktory 5. a 2. stupnì, ale nemù¾emerozlo¾it na faktory 4. a 3. stupnì.4.3.4 Eulerovské èiary a rozklady pravidelného grafu pár-ného stupòa na dva faktory rovnakého stupòaV této práci [304] A. Kotzig ukázal v roce 1956 mo¾nost zobrazení systémuv¹ech eulerovských tahù souvislého pravidelného grafu G sudého stupnì nasystém v¹ech rozkladù grafu G na dva faktory stejného stupnì. Dostateènoupozornost jsme jeho výsledkùm vìnovali v kapitole 1.4.3.5 Z teorie koneèných pravidelných grafov tretiehoa ¹tvrtého stupòaV dal¹í své práci [312] vìnované rozkladùm pravidelných grafù na lineární fak-tory zavedl A. Kotzig v roce 1957 pojem úhel grafu. Úhlem grafu s vrcholem



85v uzlu u a s rameny h1; h2 rozumìl trojici prvkù grafu fu; h1; h2g, kde u je uzela h1 6= h2 hrany grafu, které jsou obì incidentní s uzlem u.Kotzig ukázal (Vìta 4, str. 79):V libovolném souvislém grafu G se sudým poètem hran existuje takový sys-tém W úhlù grafu G, ¾e ka¾dá hrana grafu G je ramenem právì jednoho úhlusystému W a systém úhlù s touto vlastností existuje jen tehdy, kdy¾ G má sudýpoèet hran.V dal¹í èásti pak Kotzig vìnoval pozornost souvislým pravidelným grafùm3. stupnì se sudým poètem hran. Ukázal, ¾e v tìchto grafech existuje takovýsystém úhlù, ve kterém je ka¾dá hrana grafu ramenem právì jednoho úhlusystému (Vìta 5, str. 80). Poté odvodil nìkteré vlastnosti pravidelných grafù3. stupnì se sudým poètem hran, které mají lineární faktor (Vìta 6, str. 80),resp. jdou rozlo¾it na tøi lineární faktory (Vìta 7, str. 81).Kotzig pak zavedl jisté zobrazení, které pravidelnému grafu 3. stupnì Gpøiøazuje pravidelný graf 4. stupnì G�, který nazval #-obrazem grafu G:Graf G� = (V �; E�) nazveme #-obrazem souvislého pravidelného grafu3. stupnì G = (V;E), jestli¾e platí:1) Existuje prosté zobrazení � mno¾iny hran E na mno¾inu uzlù V �,2) existuje prosté zobrazení � systému úhlù W grafu G na mno¾inu hran E�,3) uzel v� = �(hi) je incidentní s hranou h� = �(Wj ) v grafu G� právì tehdy,kdy¾ hrana hi 2 E je hranou úhlu Wj 2W.Kotzig odvodil nìkteré vlastnosti tìch grafù G� = #(G), které mají sudýpoèet uzlù. Ukázal, ¾e ka¾dý takový graf graf G� má lineární faktor (Vìta 8,str. 83). Pokud má graf G lineární faktor, pak graf G� má kvadratický faktor,který je mo¾no rozlo¾it na dva lineární faktory (Vìta 9, str. 83). Pokud jemo¾no rozlo¾it graf G na tøi lineární faktory, pak mù¾eme rozlo¾it graf G� naètyøi lineární faktory a naopak (Vìty 10 a 11, str. 84).V poslední èásti A. Kotzig ukázal souvislost mezi hamiltonovskými kru¾-nicemi v pravidelných grafech 3. stupnì a rozlo¾ením jejich #-obrazù na dvìhamiltonovské kru¾nice.4.3.6 Súvislos» a pravidelná súvislos» koneèných grafovKotzigova práce [305] z roku 1956 je rozdìlena do ètyø kapitol a desíti èástí.Autor v první kapitole nejprve na nìkolika stranách de�noval základní pojmy.V druhé kapitole se zabýval rozklady grafù, které charakterizují jeho souvislost.V tøetí kapitole se zamìøil na souvislost v pravidelných grafech. Zde také na-lezneme problémy týkající se rozkladu pravidelných grafù na lineární faktory.V poslední kapitole pak Kotzig doplnil a systematizoval pøedcházející výsledkya navázal na práci [302].My se zde soustøedíme na osmou èást Kotzigovy práce, která má názevRozklady pravidelného grafu na lineárne faktory a jeho súvislos». Kotzig zdeuvedl nìkteré výsledky týkající se rozkladu pravidelných grafù na lineární fak-tory, které ji¾ byly publikovány v [298] a kde byla zavedena relace ekvivalence



86( k=) a rozklad U (k) mno¾iny uzlù grafu G podle této relace. Tyto výsledky pakdále významným zpùsobem roz¹íøil.Kotzig dokázal, ¾e pokud mù¾eme rozlo¾it pravidelný graf G n-tého stupnìna n lineárních faktorù, pak G neobsahuje ¾ádnou artikulaci (Vìta 53, str. 92).Ukázal dále, ¾e v pravidelném grafu n-tého stupnì existuje rozklad na lineárnífaktory jen tehdy, kdy¾ ka¾dá z tøíd rozkladu U (n) obsahuje sudý poèet uzlù(Vìta 58, str. 96). Tato podmínka není postaèující. Napøíklad známý Peterse-nùv graf ji splòuje, ale rozklad na tøi lineární faktory nemá.Kotzig se pak vìnoval otázce kompozice lineárních faktorù nìjakého pravi-delného grafu. Dokázal v této souvislosti tuto vìtu (Vìta 60, str. 99):Nech» G je pravidelný graf n-tého stupnì (n > 1), ve kterém existuje tako-vý rozklad F = fL1; L2; : : : ; Lng na lineární faktory, ¾e kompozice libovolnýchdvou rùzných lineárních faktorù z F je hamiltonovská kru¾nice grafu G18, pakG je pravidelnì souvislý graf.19Na tomto místì se A. Kotzig zmínil o práci [455], ve které odvodil B. Kaluzanutnou a postaèující podmínku existence lineárního faktoru v libovolnémgrafu,ale o pracích W. T. Tutteho a T. Gallaiho se nezmínil.Kotzig pak je¹tì odvodil zajímavou vìtu (Vìta 61, str. 101), která zaruèujeexistenci pravidelných grafù n-tého stupnì (n > 3) neobsahující ¾ádný lineárnífaktor, které nejen ¾e neobsahují ¾ádný most, ale ve kterých se nevyskytuje aniøez mohutnosti men¹í ne¾ n � 2. To ov¹em nevyvrací Petersenovu domnìnkuo pravidelných grafech lichého stupnì, proto¾e graf lichého stupnì vy¹¹ího ne¾tøetího, který neobsahuje lineární faktor, nemusí být je¹tì primitivní.4.3.7 Poznámka k rozkladom koneèných párnych pravi-delných grafov na lineárné faktoryV této práci [322] se A. Kotzig zabýval v roce 1958 existencí rozkladu koneè-ných bipartitních pravidelných grafù na lineární faktory. Víme, ¾e libovolnýbipartitní pravidelný graf n-tého stupnì se dá rozlo¾it na n lineárních fakto-rù [275, str. 171]. Nech» tedy G je libovolný bipartitní pravidelný graf n-téhostupnì n > 1 a nech» R = fL1; L2; : : : ; Lng je libovolný rozklad grafu G nalineární faktory. Graf Qi;j, který je kompozicí lineárních faktorù Li, Lj (kdei < j; i; j 2 f1; 2; : : :; ng; Qi;j = Li � Lj) je zøejmì kvadratickým faktoremgrafu G. Kotzig se ov¹em zabýval jen tím pøípadem, kdy pro v¹echny dvoji-ce i < j; i; j 2 f1; 2; : : :; ng je graf Qi;j souvislý a tvoøí tedy hamiltonovskoukru¾nicí grafu G.Vzniká otázka, zda pøi daném poètu uzlù a daném stupni existuje alespoòjeden takový pravidelný bipartitní graf, který má uvedenou vlastnost. Kotzigukázal, ¾e platí (Vìta 2, str. 352):Nech» G je bipartitní pravidelný graf m-tého stupnì (m > 2) s 2n uzly. Ta-kový rozklad R = fL1; L2; : : : ; Lmg grafu G na lineární faktory, ¾e kompozice18Takové grafy existují a Kotzig je pozdìji v práci [354] nazval hamiltonovské grafy.19De�nici pravidelnì souvislého grafu jsme uvedli na stranì 38.



87libovolných dvou lineárních faktorù rozkladu je hamiltonovskou kru¾nicí grafuG, mù¾e existovat jen tehdy, kdy¾ n je liché èíslo.Tato vìta doplòuje vý¹e citovanou vìtu 60 z práce [305], ve které Kotzigukázal, ¾e tento graf je pravidelnì souvislý.4.3.8 O rovnová¾ne orientovaných koneèných grafochPráce [330] z roku 1959 je vìnována zejména urèení poètu rovnová¾ných orienta-cí eulerovských grafù, poètu rovnová¾nì orientovaných podgrafù orientovanýchgrafù. Tyto výsledky jsou v závìru aplikovány na otázky urèení poètu lineár-ních faktorù bipartitních grafù. Podrobnì se o této práci zmíníme v kapitole 5vìnované orientovaným grafùm.4.3.9 Z teórie koneèných grafov s lineárnym faktorom I,II, IIIV této rozsáhlé práci [331, 332, 339] se A. Kotzig zabýval zkoumánímzákladníchspoleèných vlastností grafù, které obsahují lineární faktor. Tyto vlastnosti mo-hou pomoci pøi hledání kritérií existence lineárního faktoru. Kotzig zde citovalvýsledky prací J. Petersena [99], B. Kaluzy [455], O. Frinka [199], T. Schön-bergera [263] a samozøejmì také výsledky, které nalezl v K}onigovì monogra�i.Navázal pøitom na své pøedcházející práce [303, 305, 312, 321].V úvodu první èásti Kotzig de�noval známé pojmy støídavá cesta a støí-davá kru¾nice vzhledem k lineárnímu faktoru L:20Nech» G je libovolný graf, ve kterém existuje lineární faktor L. Kru¾nici Kgrafu G nazveme støídavá kru¾nice (zkrácenì �-kru¾nice) vzhledem k L, kdy¾libovolný uzel z K je incidentní právì s jednou takovou hranou z K, která patøído L.Cestu C grafu G budeme nazývat støídavá cesta (�-cesta) vzhledem k L,kdy¾ ka¾dý uzel cesty C je incidentní právì s jednou hranou cesty C, patøící doL. Kotzig ukázal, ¾e pomocí støídavých kru¾nic vzhledem k nìjakému faktoruL0 mù¾eme získat ostatní lineární faktory tohoto grafu (Vìty 1 a 2, str. 76{77).Jak víme, tuto skuteènost znali ji¾ J. Petersen a O. Frink. Z Kotzigovy dal¹íúvahy vyplynulo, ¾e mno¾ina Ĥ tìch hran grafu G, které jsou hranou alespoòjedné �-kru¾nice vzhledem k nìjakému lineárnímu faktoru, nezávisí na volbìlineárního faktoru (Vìta 4, str. 78). Kotzig tak mohl de�novat pojem jádrografu G:Podgraf grafu G (obsahujícího alespoò jeden lineární faktor), který je tvo-øen právì z tìch hran, které jsou hranou alespoò jedné �-kru¾nice v G a z uzlùs tìmito hranami incidentních, nazveme jádrem grafu G.20Kotzig uvedl, ¾e pro speciální pøípad pravidelných grafù 3. stupnì odpovídá pojem støí-davá kru¾nice Petersenovu Wechselpolygonu.



88 Jádro grafu G Kotzig oznaèoval Ĝ. Jádrem grafu mù¾e být i nulový graf.Pokud je jádro Ĝ nenulový graf, pak v Ĝ existuje lineární faktor. Jádrem ne-nulového jádra Ĝ je jádro Ĝ. Tedy ^̂G = Ĝ (Vìta 6, str. 79). Kotzig ukázal, ¾elibovolná hrana grafu G, který obsahuje alespoò jeden lineární faktor, je buïhranou jádra Ĝ, nebo nepatøí do ¾ádného lineárního faktoru grafu G, nebo patøído ka¾dého lineárního faktoru grafu G a tyto tøi pøípady se navzájem vyluèují.Poznatky, které získal v pøedcházející èásti, mu umo¾nily de�novat relaci 
a relaci � a studovat jejich základní vlastnosti :Nech» G je libovolný graf, ve kterém existuje lineární faktor. De�nujeme namno¾inì uzlù grafu G relaci 
 takto: uzly u, v jsou v relaci 
 (zapí¹eme u
v)právì tehdy, kdy¾ u = v, nebo kdy¾ existuje v G taková cesta spojující uzly ua v, její¾ ka¾dá hrana je hranou alespoò jednoho lineárního faktoru grafu G.De�nujeme dále relaci � takto: uzly u, v jsou v relaci � (zapí¹eme u�v)právì tehdy, kdy¾ neexistuje v G taková �-cesta (vzhledem k libovolnému lineár-nímu faktoru), která by spojovala uzly u a v.Kotzig dokázal, ¾e relace 
 je v grafu obsahujícím lineární faktor relaceekvivalence (Vìta 8, str. 80). Rozklad mno¾iny UG uzlù grafu G (obsahujícíholineární faktor) na tøídy uzlù, které jsou v relaci 
 oznaèil �U
G .Pro relaci � platí následující vìta (Vìta 11, str. 83):Nech» G je libovolný graf, ve kterém existuje lineární faktor L a nech» �U
Gje rozklad mno¾iny UG uzlù grafu G na tøídy uzlù, které jsou v relaci 
.Platí: v libovolné tøídì Ui 2 �U
G je relace � relací ekvivalence.Proto¾e relace � je relace ekvivalence v libovolné tøídì Ui rozkladu �U
G ,mù¾eme ka¾dou z tìchto tøíd je¹tì dále rozdìlit na tøídy uzlù, které jsou jakv relaci 
 tak v relaci �. Tento rozklad Kotzig oznaèil �U�G.Ve druhé èásti své práce Kotzig de�noval pojem nasycený graf:Graf G, ve kterém existuje lineární faktor, budeme nazývat nasyceným gra-fem, kdy¾ libovolné dva jeho uzly, které jsou v relaci �, jsou v G spojeny alespoòjednou hranou.Napø. ka¾dý úplný graf se sudým poètem uzlù je nasycený. Existují alei nasycené grafy, které nejsou úplné. Kotzig odvodil øadu vlastností nasycenýchgrafù. Ukázal napøíklad, ¾e nasycený graf je v¾dy souvislý (Vìta 15, èást II,str. 138). Velký význam nasycených grafù pro studium základních vlastnostígrafù s lineárním faktorem vyplývá ze skuteènosti, ¾e libovolný nenasycený grafG s lineárním faktorem je podgrafem alespoò jednoho grafu, který má stejnoumno¾inu uzlù a stejné jádro jako graf G (Vìta 19, èást II, str. 19).Z dal¹ích Kotzigových výsledkù vyplynulo, ¾e libovolný graf G s lineárnímfaktorem, který není nasycený, mù¾eme pøidáním hran spojujících uzly z rùz-ných tøíd rozkladu �U
G = fU1; U2; : : : ; Ung doplnit na nasycený graf jen tehdy,kdy¾ libovolný z jeho podgrafù Gi (graf Gi je tvoøen uzly mno¾iny Ui a z tìchhran grafu G, které spojují dva uzly z Ui) je nasyceným grafem.V dùkazu vìt 24 a 25 (èást II, str. 145{151) ukázal Kotzig zpùsob, jakým



89mù¾eme spojit jednotlivé nasycené podgrafy Gi hranami nepatøícími do ¾ád-ného lineárního faktoru tak, aby vznikl nasycený graf G. Tato skuteènost pakumo¾nila v èásti III zú¾it pozornost na vlastnosti a konstrukci nasycených gra-fù, ve kterých jsou libovolné dva uzly v relaci 
.V závìru druhé èásti zkoumal Kotzig grafy s lineárním faktorem, kterémají nulové jádro. V tìchto grafech existuje právì jeden lineární faktor a platíi obrácené tvrzení: graf s jediným lineárním faktoremmá nulové jádro (Vìta 26,èást II, str. 152). V libovolném nasyceném grafu G s nulovým jádrem existujealespoò jeden most a tento most patøí do jediného lineárního faktoru grafu G(Vìta 28, èást II, str. 152).Kotzig pak ukázal, ¾e libovolný graf, ve kterém existuje jediný lineární fak-tor L, obsahuje alespoò jeden most patøící do L (Vìta 29, èást II, str. 153).Dùsledkem pøedcházející vìty je fakt, ¾e libovolný eulerovský graf, ve kterémexistuje lineární faktor, má nenulové jádro (proto¾e nemù¾e obsahovat most[275, str. 194] a graf s nulovým jádrem v¾dy obsahuje most). Z toho ihned ply-ne, ¾e pravidelný graf sudého stupnì s lineárním faktorem má nenulové jádro.Kotzig ukázal, ¾e tento závìr je mo¾no roz¹íøit na v¹echny grafy s lineárnímfaktorem, které jsou pravidelnými grafy stupnì vy¹¹ího ne¾ prvního. Následujícívìta je významným obohacením teorie faktorizace pravidelných grafù (Vìta 30,èást II, str. 155):Nech» G je libovolný pravidelný graf vy¹¹ího stupnì ne¾ prvního, ve kterémexistuje lineární faktor. Pak G má nenulové jádro; t. j. v G existují nejménìdva lineární faktory.Kotzigova vìta 29 je citována v historickém pøehledu prací zabývajících serozklady grafù [370, str. 11]. Mù¾eme ji formulovat takto:Libovolný hranovì 2-souvislý graf, který má lineární faktor, má alespoò dvalineární faktory.Stejný výsledek odvodili v roce 1967 L. W. Beineke a M. D. Plummer v práci[470]. V roce 1978 B. Bollobás v knize [471] ukázal, ¾e ka¾dý hranovì k-souvislýgraf s lineárním faktorem má nejménì k lineárních faktorù. G. Hetyei v práci[472] v roce 1964 zase dokázal, ¾e graf s 2n uzly, který obsahuje lineární faktora ve kterém platí E(G) > n2, obsahuje minimálnì dva lineární faktory.L. Lovász, který se seznámil s Kotzigovými výsledky, v roce 1972 v práci[473] ukázal, ¾e graf s jediným lineárním faktorem musí mít malý minimálnístupeò. Dokázal, ¾e graf s n uzly, který má lineární faktor a minimální stupeò�(G) � blog2(n + 2)c má nejménì dva lineární faktory. Dále ukázal, ¾e prohranovì k-souvislý graf s lineárním faktorem platí, ¾e poèet lineárních faktorùv tomto grafu je vìt¹í nebo roven n!, nebo pro libovolnou dvojici uzlù u; v grafuG má graf G n fu; vg lineární faktor.Ve tøetí èásti Kotzig studoval grafy s lineárním faktorem, ve kterých jelibovolná dvojice uzlù v relaci 
. Takové grafy nazval 
-grafy.Hlavním výsledkem této èásti je vìta, která ukazuje zpùsob, jakýmmù¾emelibovolný nasycený 
-graf pøevést na graf G�, jeho¾ ka¾dý èlen má nasycenéjádro (Vìta 36, èást III, str. 213):



90 Nech» G je libovolný nasycený 
-graf. Nech» graf G� vznikne z grafu Gtak, ¾e necháme splynout jednotlivé tøídy rozkladu �U�G, a to ka¾dou z nich dojediného nového uzlu.Platí:(1) libovolný uzel z G�, který vznikl splynutím takové tøídy z �U�G, která obsahujen uzlù, patøí právì do n èlenù grafu G�;(2) libovolný èlen grafu G� je nasyceným jádrem;(3) tvar grafu G� nezávisí na poøadí, ve kterém necháme splynout jednotlivétøídy z �U�G.4.3.10 Postrojenije gamiltonovskich grafov tre»jej stìpeniV této práci [354] Kotzig v roce 1962 navázal na své pøedcházející práce, vekterých se zabýval otázkou existence hamiltonovských kru¾nic v grafech s li-neárními faktory. V práci [305] se zabýval otázkami pravidelné souvislosti pra-videlných grafù n-tého stupnì, jejich¾ rozklad na n lineárních faktorù má tuvlastnost, ¾e kompozice libovolných dvou rùzných lineárních faktorù tvoøí ha-miltonovskou kru¾nici grafu. Nyní pro tyto grafy pou¾il název hamiltonovskýgraf. V práci [322] se zabýval bipartitními hamiltonovskými grafy.Tato práce je pak Kotzigovým pøíspìvkem k teorii rozkladu pravidelnýchgrafù 3. stupnì. Popsal zde metodu konstrukce v¹ech hamiltonovských grafù3. stupnì z nejjednodu¹¹ího mo¾ného takového grafu, tedy grafu, ve kterémjsou dva uzly spojeny tøemi hranami (Vìta 2, str. 161). Pøitom pou¾il dvoukonstrukèních prvkù, které nazval %-roz¹íøení a �-roz¹íøení.V závìru práce se Kotzig zabýval rovinnými hamiltonovskými grafy. Doká-zal (Vìta 3, str. 163):Jediným pravidelným rovinným bipartitním hamiltonovským grafem 3. stup-nì je graf, který tvoøí dva uzly a tøi hrany, které tyto uzly spojují.Kotzig tento výsledek dále zobecnil na pravidelné grafy 3. stupnì, které ne-musí být bipartitní ani hamiltonovské (v Kotzigovì smyslu). Nech» K = L1�L2je libovolná hamiltonovská kru¾nice pravidelného grafu 3. stupnì (pøitom nenínutné, aby L1�L3; L2�L3 byly hamiltonovskými kru¾nicemi grafu G). Kotzigzobrazil daný graf tak, ¾e hamiltonovskou kru¾nici zobrazil jako kru¾nici rozdì-lenou jednotlivými uzly a mno¾inuH3 hran lineárního faktoru L3 pøedstavovalyúseèky, které spojovaly odpovídající body kru¾nice. Hamiltonovskou kru¾niciK nazval Kotzig významnou hamiltonovskou kru¾nicí právì tehdy, kdy¾mno¾inuH3 bylo mo¾né rozlo¾it na dvì tøídy T1, T2 tak, ¾e se ¾ádné dvì úseèkypøedstavující hrany stejné tøídy neprotínaly.Kotzig dokázal, ¾e pravidelný graf 3. stupnì, který obsahuje alespoò jednuhamiltonovskou kru¾nici K, je rovinný tehdy a jen tehdy, kdy¾ K je významnáhamiltonovská kru¾nice (Vìta 4, str. 163).A. Kotzig o tìchto výsledcích referoval na mezinárodní konferenci ve Smole-nicích v roce 1963. Jeho pøíspìvek Hamilton graphs and Hamilton circuits [474]najdeme ve sborníku konference.
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