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VERA RADOCHOVA

LERCHUV PRINOS K THEORII FUNKCI ELIPTICKYCH

1. Seznam Lerchovijch praci, tykajicich se funket eliptickgch.

Tento seznam je vypsan z tplného Seznamu praci prof. Matyase Lercha
od Jos. SKRASKA (Cas. pro pést. mat., 78 (1953), 139—148).

[8] Prispévek k theorii transformace elliptickych integralii, Cas. 13 (1884), 140—142,

[20] Ptispévky k theorii funkei elliptickych, Zpr. KOSN 1886, 391—429.

[29] Poctaiské odvozeni zakladniho vzorce pro linedrnou transformaci elliptické trans-
cendenty 9, (u, 7), Vést. KOSN 1887, 426-—432.

[32] Sur un théoréme relatif & la théorie des fonctions elliptiques, Jorn. de Teix. 8
(1887), 3—10. B

[37] Piispévky k elementarné theorii elliptickych integrali, Cas. 17 (1888), 49—55,
145—158.

[41] Sur une méthode pour obtenir le développement en série trigonométrique de
quelques fonctions elliptiques, Acta 12 (1888), 51—55.

[46] Introduction & une théorie élémentaire des intégrales elliptiques, Ann. Fe. norm.
(3), 6 (1889), 263—2986.

[65] Prispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych fad a integrali omezenych,
Rozpr. 0A 1 (1891), &. 8., 135—148,

[75] Poznamky k theorii funkei elliptickych. Rozpr. CA 1 (1892), &. 24, 1—18.

[77] Piispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych rad a integrali omezenych,
Rozpr. CA 1 (1892), &. 25, 1—86.

[88] Poznamka o jistych determinantech sestrojenych z funkei elliptickych, Rozpr.
d4 2 (1893), ¢é. 5, 1—5.

[90] Piispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych fad aintegralii omezenych,
Rozpr. 04 2 (1893), &. 23, 1—42. 5

[92] Sur deux transcendantes considerées par Legendre, Vést. KCSN 1893, ¢. 25, 1-—5.

[97] Sur un théoreme de Kronecker, Vést. KCSN 1893, ¢. 9, 1—17.

[115] Prispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych fad aintegralii omezenych,
Rozpr. C'A 4 (1895), &. 1, 1—55.

[119] Uber ein bei Cauchyscher Transformation der elliptischen Elementarfunktion der
dritten Art auftretendes Integral, Jahresber. 4 (1895), 96.

[130] Ze zakladu theorie funkei elliptickych, Vést. CA 5 (1896), 397—413, 495—513,
561—568.

[134] Sur quelques formules concernant les fonctions elliptiques et les integrales Eulé-
riennes, Vést. KOSN 1897, &. 28, 1—11.

[146] Zur Theorie der elliptischen Functionen, Monatsh. 9 (1898), 177—183.

[159] Sur quelques intégrales ayant rapports avec les fonctions elliptiques, Acta 22
(1899), 365—370. .

{167] Piispévek k urdovani existenéniho oboru analytickych ukonu, Rozpr. CA 9 (1900),
¢. 9, 1—8.

[170] Zur Bestimmung des analytischen Existenzbereiches in der Theorie der elliptischen
Funktionen, Monatsh. 11 (1900), 107—113.

[190] Uber den Kroneckerschen Beweis der sogenannten Kroneckerschen Grenzformel,
Archiv (3), 6 (1904), 85—94.

[207] Poznamky k theortii funkce @ (a, b, v, x) = a4 (1 — x)—b f evx pa—1 (1 — x)b>—1 du,
Rozpr. CA 17 (1908), &. 15, 1—26. ¢

[237] Elliptické funkce, Spisy PF Brno 1926, 1—160.

II. Obsah a metoda.

LERCHOVY prvni prace o eliptickych funkeich jsou z devadesatych let mi-
nulého stoleti. V té dobé byl rozvoj klasické teorie eliptickych funkei témér
dokonéen. Po studiu eliptickych integrali LEGENDREM a objevech ABELO-
VYCH a JACOBIOVYCH byla studovana teorie eliptickych funkei na zakladé
teorie funkei analytickych. Nemalym pfinosem v tomto sméru bylo zavedeni
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dvojperiodickych funkei druhého a tiettho druhu HERMITEM.!) Nové pojeti
a zna¢né zjednodufeni zavedldo teorie eliptickych funkei RIEMANN v $ede-
satych letech minulého stoleti. Potom byly studovany eliptické funkee v sou-
vislesti s Riemannovou plochou, modularni funkce a aplikace eliptickych funkei
(na p¥. v teorii ¢isel a pod.).?)

LERCHOVY prace o eliptickych funkeich nejsou zasadniho vyznamu. Vét-
ginou navazuji na prace JACOBIOVY a HERMITEOVY a pfinieji rozmanité
dopliiky znamych vysledkt. Tento piinos je dvojiho druhu: LERCH jednak
pouZiva podstatné teorie eliptickych funkei ke studiu otdzek, jeZ byly diive
vySetfovany jinak; jednak vyuZiva svych znalosti dikazovych metod a spe-
cialnimi obraty dochazi ¢asto velmi jednodufe k znamym vysledkim. Kroms
toho mnohé relace zobeciiuje.

LERCHOVY prace z eliptickych funkei miZeme shrnout do dvou skupin:

Prvni skupina obsahuje prace zabyvajici se hlavné zdkladnimi eliptickymi
funkcemi, a to nejvice funkcemi theta.

V pracich druhé skupiny jsou zkoumany razné transcendentni funkce v sou-
vislosti s eliptickymi funkcemi.

II1. Zdkladni eliptické funkce.

Prvni skupina LERCHOVYCH praci o eliptickych funkeich se tyka zakladnich
eliptickych funkei. Pavodnich vysledkii je v nich malo a mnohé z praci jsou
pouze volnym piekladem nebo shrnutim vysledkt HERMITEOVYCH, WEIER-
STRASSOVYCH, JACOBIOVYCH, CAUCHYOVYCH, KLEINOVYCH a jinych
autort. Udelem téchto praci je seznamit Geské ctenate s teorif eliptickych funkei
»vzhledem k duleZitosti a pozornosti, jaké se tési funkce eliptické v nynéjsi
analysi‘‘ ([37] str. 258). Nelze vSak tvrdit, Ze by viechny LERCHOVY prénce,
zabyvajici se zakladnimi eliptickymi funkcemi, byly vice ¢i méné presnym pie-
kladem pogednam jinych autorn. I kdyZ jsou vysledky, které LERCH odvozme,
znidmé, metody jsou ¢asto originilni a ]ednoduss1 nez difvéjsi.

Nejvétsi pozornost v této skupiné praci vénuje LERCH funkeim theta, a to
zpusobu jejich zavedeni do teorie eliptickych funkef, i riznym vztahim a vzor-
ctim pepisujicim jejich vlastnosti a jejich pouZiti pii studiu jinych transcen-
dentnich funkef.

1. V praci[130] a[237] se setkavame s transformacénimi vzorei, které vy-

1
jadfuji vztahy mezi funkcemi ¥, (u, 7) a Uy (7 — 7) LERCH tyto vzorce

nazyvéd CAUCHY-POISSONOVSKE transformaéni vzorce. CAUCHY a POISSON
je odvodili pouze pro funkei ¥, (¥, 7). V GAUSSOVE pozustalosti je nékolik
dilkazi téchto vzorci v obecném tvaru. GAUSS se zejména pokusil o dukaz
zalozeny na zkoumani dvojnisobného soudinu, kterym -lze vyjadiit funkei
¥, (u, T), ale nedospél k cili, takZe dikaz neni dokondcen.?)

LERCH v praci[29] ukazuje, Ze GAUSSOVY mySflenky lze pouZit k dikazu

vzorce .
/i) = v 1
3‘1(9,7):@(]/7)9 Tty (—r‘ ‘“T)

a upozorfiuje na nedostatky v dukazu GAUSSOVE. Vychazi z WEIERSTRAS-
SOVY funkce ¢ (4, w, ') a z vyjadieni funkce o () dvojndsobnym souéinem
a po ruznych komplikovanych dpravach dostava vzorec
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*(T)="1

9 (0, 7) —""“'& (1;
1

, 1
% (0, — 7)

% (0,7 sf ave x P
—Q_L_)T., vyjadii Citatele i jmenovatele ne-
o (0.1

~_1_)_ 1)

Aby uréil veliéinu ¢ (v) =

T
koneénym soudinem, utvoifi jejich logaritmické derivace a dochdzi k rovnici

Tp((T) =1 (V —z—) , ktera po dosazeni do (1) vede k hledanému vzorei.
2. JACOBI ve svych pracich odvodil trigonometricky rozvoj eliptické funkce
0
druhého druhu By (wt o)
¥o ()
a KRONECKEREM.
LERCH se zabyv4 timto problémem v prdci[146] a podava velmi jedno-
duché odvozeni zminéného trigonometrického rozvoje, které se vyznaduje tim,
Ze vyplyva jiz ze zakladnich vlastnosti funkei ¥; a &,.
LERCH vychazi od rozvoje uvedené funkce v nekonec¢nou fadu tvaru

Ld 1
B (u 4 ) ; ¥ (@ 4 ) ;
it T oL B Ay pyq €CHDUTE kde A, = —hwix
%o (W) 2 Arniae y kde 4; f DN I

, ktery byl pozdéji znovu nalezen HERMITEM

n=—e

a uréuje hodnoty integralt 4, vhodnou tpravou vyrazi

k
= ¥y (W + ?J) _ amik

S — T e m

m k
k=0 19'0 (;’l;)

a prechodem k limité pro m — co. Tim obdrZi vzorec

9 (O)f 9 (@ + v)
19‘0 (v) ; 8'o (@)

e—ATix g — d

)
sin 7 (v -+ izz)
z néhoZ pak vychazi hledany rozvoj

By (0) By (w +0) ehuni

Yo (@) ho(0) T 4 sinn(v-{—ﬂ).
2

(A= +1, +£3, £5,...)

Tato metoda odvozeni se nevyskytuje v pojednani [146] u LERCHA po prvé.
Vylozit ji je pfedmétem price [41], ktera vySla mnohem diive neZ pojednini
[146]. V praci[41] je soudasné ukazano pouZziti uvedené metody p¥i odvozeni
Yo (@ + u)
¥o (w) ¥y (@)

8.0 (-/.U -+ ’M) . 2 e2numi
B2 By o Fo (w) ¥y (®) :27 sinw (x + n7)’

_w,

trigonometrického rozvoje funkee . Vysledkem je vzorec:
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Z ného lze jednoduchymi tpravami odvodit nékteré vzorce HERMITEOVY.4)

Do (@ + u)w

Trigonometricky rozvoj funkce
Yo (w)

ziskava LERCH té% v praci [65]
ako jeden z vysledk o funkei

— 1 (l_s—nti’a_l) 2NUTT. —
fa(u,s)—m 2 S (5 1 nfi) 4 ;(v)=2(+1)...(2 +v—1),

jejimZ specidlnim pitipadem je funkce

© .
e2nums

_ Y’
fu (s 8) = ‘_4 sinz (s 4 nti)
Postup odvozeni se li§i od metody praci[41] a[146]. Vychazi ze skuteénostir
7e vyraz

fa (u, 8) ¥ (u | )2 ¥, (s | ti)

je celistvou transcendentni funkei proménnych %, s a vaéi a je funkei theta
stupné a; je mozno ji proto vyjadiit pomoci zakladnich eliptickych transcendent.
Toto vyjadieni se provede velmi jednoduse pro funkei f, (%, s), pro niZ se dostane
vzorec
U7 Vo (w4 8)
'fl (wr 8) = 7 g (u) Oy (8)

3. Zminéné price viak nejsou jedini mista v LERCHOVYCH spisech, v nich¥
jsou odvozovany vlastnosti funkef theta. Na p¥. V. kapitola prace [90] je véno-
véna studiu jistych integralt funkei theta.

Také Lerchova udsbnice o eliptickych funkeich [237] obsahuje mnoZstvi
vzorci pro funkce theta. Vysledky obsaZené v této knize z nejvétsi ¢asti nejsou
pivodni a také mnohé metody jsou prevzaty z klasické teorie. Vyznam této
uGebnice spoéiva hlavné v tom, Ze je to vedle knihy DUSLOVY jedind Geska
udebnice, kterd se zabyvi teorii JACOBIOVYCH eliptickych funkei sn, en, dn
a funkei theta. V knize jsou soustavné studovany vlastnosti téchto funkei. Jest
ukdzano pouZiti trigonometrickych rozvoju funkei sn, cn, dn v teorii ¢isel. Dale
v ni najdeme metody vypoétu eliptickych integralti s praktickymi ukdzkami.
Origindlni je LERCHOVA transformace slouZici k vypoétu eliptického integralu

i
w—=F (k ®) = f , (® = arcsin V).
1]

dg
-¥1 — Ek*sin? g
: 1
Postup pii vypodtu se da popsat takto (str. 125 a daldi): Necht 0 < x < 177"
Zavedme modul ! a novy thel y rovnicemi:

—, 1 = arcsin s,

1+ V&
pii demz
1 —Q2 [y p—
8 = ————— ES P —— —— .
11—Qy’ Y1 —k2a? 4+ V'
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Potom plati transformaéni vzorec
1 7)2
F (k, D) = (_+_2V_Q._F {, ).

Modul [ je ve srovnani s modulem k;, ktery se vyskytuje pfi LANDENOVE
transformaci, vZdy mengi, takZe pro numericky vypolet je tato LERCHOVA
transformace velmi vyhodn4.

Druhé ¢ast knihy neni tak rozsahla jako ¢ast prvni. Pripomerime, Ze LER-
CHOVA kniha je torsem dvousvazkové udebnice eliptickych funkef, kterou chtél
LERCH napsat, a z niZ byl po jeho smrti nalezen pouze rukopis prvniho dilu.

4. Pojednani [134], [159], [65] obsahuji souvislosti funkei theta s funkcemi,
které LERCH vySetfuje v pracich z integralniho poétu.

Pojednani [134] navazuje na praci[156]%) tykajici se nekoneénych ¥ad a za-
méfenou na funkei gamma; jsou v ném odvozeny nékteré vztahy mezi funkei
gamma a funkcemi theta. Pro logaritmickou derivaci funkce gamma je odvozena
relace

I" @)  I'(l—a)
T T Ti—a

:F’(])“Fl(’g&‘—f?'i(—'?@dz— [ '8'3(4’7“;)——1 iz,
, ; . T

a
Zobecnéni znamych eliptickych rozvoji provadi LERCH v praci[65], v niZ
odvozuje vzorec

257
© . . © (n—1
7 L (s + mit) I' (a — s —niti) ptmumi 2z e s Y
Z T (a) Tt 2 e
n=-—00 Nn=—0o0 [l _+_ e t (n u)]a

nekoneéna fada na levé strané konverguje absolutné i stejnomérné vidi « pro
vSechna u, pro néz — %< Im » <—;—.

KdyzZ a je celé ¢islo, je tento vyraz jednozna¢énou analytickou funkei vzhledem
k u v celé roving, s vyjimkou bodi u =n -+ (v + 512.) ti (nyv =0, +1, +2, +

+ 3, ...), vnichZ m4 pdly ¥adu a. V tomto p¥ipadé lze levou stranu vyjadiit
eliptickymi funkcemi parametru i a na zakladé tohoto vysledku odvodit pro ’
LAMBERTOVU fadu toto vyjadieni:

= 1 1 ¥ (2) dz
2 1 _eznm - 27”:(‘,/“90 (Z) (6tn+2nzi___1) *

n=1

5. Ve IV. kapitole pojednini[90] se setkavame 8 vyjadienim nékterych
transcendentnich funkei pomoci funkei eliptickych, zejména funkei theta.
Nejprve je studovana funkce X, (w;, w, | Tyy Ta; O) definovani vzorcem

hd 2nami

2, » e
Xo (wy, W,y l Tyy Ty; 0) = E (32 A G T ) (ezni(eva+nfz) 1 y

n=-—w

pii temz je Im 7, >0, Im 7, >0, 0 < Im 0 < Im (7, + 7).
PouZitim zndmého vzorce '

0

2 g2 1 90|09 w+u|7
e

eriwin__ 2@l 9y (w|7) 8y (u]7)

n=-—ox
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dostdva LERCH pro funkei X, relaci

Wy (20, l 7y) Uy (w0, l 7p) Xy (w0, Wy l Tyy Ta} 01 + O) =

1

— ¥4 (0, ;) 9} (OyTz)fl% (wy 4 oy + 97]'51) Uy (wy + 0'2_‘-/”'72)
(279)? &y (07 + w|71) ¥y (0 — ' Ty)

de (1)

kde 0 = o + 0, tak, aby 0 <Im o; < Im 7;, 0 < Im ¢, < Im 7,.

Relace (I) ukazuje souvislost funkece X, s eliptickymi funkcemi.

Pti studiu funkee X, (wy, w, | 7y, 7,; 0) jako funkce proménné ¢ jsou odvozeny
rovnice:

2w WL
e Xy (W4, Wy | Ty, Tyy 0+ Ty) = X (Wy, wy | Ty, Ty; 6) +

¥ (0 ] Tp) ¥y (wy + 07Ty)

- II
+ 2mi 9y (wy | Ty) Wy (0] Ty) ()
ezwgni XO (wl? W,y I Ty Tgj O -+ TZ) = Xo ('wp Wy l Tyy Tay 0') +
N 90, 7) ¥y (w, + 07y) (I1T)

2mi By (wy | 7y) Wy (0] 7))

Funkee X, je jako funkce proménné o periodicka s periodou 1 a vzhledem k (II)
je jednoznaénou funkei proménné ¢. Tyto vlastnosti a relace (II) a (III) funkei
X, proménné o Gplné charakterisuji. Kazda jina funkce téchie vlastnosti je s ni
totoZna.

S nékterymi dal§imi vysledky, které jsou v tomto pojednani ziskany pro
funkei X, se setkavame jeité v kap. X. prace [115]. Tyto vysledky v8ak nena-
vazuji na teorii eliptickych funkef.

Pro funkei J (2, y, 8| vy, v,) definovanou vzorcem

2nswi

J (@, Y, 8| vy, v,) §°° ! c”
y Yy 5| V1y Vo) = s zai
":_ww -+ nvy oo (?/+”v1)___1

pak odvozuje LERCH ve IV. kap. pojednani [90] vyjadieni pomoci eliptickych
transcendent ve tvaru

2x2T1
w01 2] fa (i )
! vy ! y | vy
J(a:‘,y,SI'Dl,’Dg): CYTT P s T oo dz
(e *1) w (2 _1)&1( nt\ )
1 > Uy |0y 0y 0y

za predpokladu Imgl> 0. Pii odvozeni je pouZito znamych vlastnosti funkei
%2
theta.

TIV. Dalsi eliptické transcendenty.

Prace druhé skupiny se zabyvaji studiem nékolika eliptickych transcendent.
Cena téchto praci je v tom, Ze LERCH pouZiva novych metod a dale, Ze me-
todami znamymi dochézi k vysledkim jednoduleji a nachazi i vysledky nové.
Problémy, které LERCH Yesi, jsou hlavné ve spisech [65], [77], [90], [115] mnohem
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sloZitéj&i, neZ v ostatnich pojednénich o eliptickych funkefch a tyto spisy predéi
ostatni také mnoZstvim pivodnich myslenek a péknych obrati.

qn’ e2numi

Funkee R (u, w | 7) = 1— g gromi”

Jednou z transcendentnich funkei, které vénuje LERCH hodné pozornosti
& 8 niZ souviseji mnohé nové vysledky, je funkece R (u, w|7) definovana vzorcem:

qn eZnunt
u’wl T L , n 2w’
— 1— g e Q" e
v niZ ¢ = €% znadi komplexm veli¢inu, Jepz absolutni hodnota je mensi nez 1,
7 je proménny parametr. Rada na pravé strand konverguje stejnomérné pro
vSechna u a w, 8 vyjimkou boda w =m + n v (m,n = 0, +1, 42, ...), v nich%
funkce proménné w, definovana fadou, mé poly prvniho fadu.

Funkece R (u,w | ) patii mezi vyrazy, které do teorie eliptickych funkei zavedl
P. APPELL pfi hledani trigonometrickych rozvoji dvojperiodickych funkei
ttetiho druhu.t) Tato funkee viak byla znama jiz Ch. HERMITEOVI, jak
P. APPEL sam uvadi. LERCH studuje jeji vlastnosti jednak v pojednani [75],
které je vyhradné vénovano této funkei, jednak v praci[90].

1. V pojednani [75] vychazi LERCH ze soudinu y (u,w) = ¥, (w) R (u,w),
ktery je celistvou funkei proménné w, a z periodickych vlastnosti funkce
R (u, w), které pfed tim odvodil, dochazi k rovnieci

. 3
. O3 () ’”(2““‘”'7{’) 1+7 1+ 7
R(u,w)-—zme R(w+ g U 5
ktera se v podstaté nalézd uz u HERMITEA.?) Z ni pak plyne vzorec
R (u 4+ 7, w) = e 29% R (u, w) — g (u) €27,

kterym je funkee R (u,w), jako funkce proménné u, uplné charakterisovana
t. zn. kaZd4 jind funkce proménné » vyhovujici uvedené relaci je s ni totoZna.
V téZe praci zavadi LERCH obecnéjéi funkei

®p2vnumni
qnv e
u,vl‘r) “ , 1— 21'62nt(u+v)’

V=00

ktera se vyskytuje po prvé u P. APPELLA pii zkoumani dvojperiodickych
funkei tfettho druhu.®) Z vlastnosti této funkce LERCH odvozuje zobecnéni
HERMITEOVA vztahu ve tvaru

e (nw—2nu) i

R, (u,w|7) ¥ (nw|n7) qzn—T =

n—1
. nT

=1 § Qs 2™ Py (nu + 87| nT) Ry (nw +~+—2£, u—i»sr-—«ﬁj—;—— nt);

§=0 !
pii tom znadi

qnv’ezwmm

Ry (u,w) = A (u,w—u) = ——— s pro n=1 dostavame R, (u,w);

! 1— g2 e2niw

Y=

T znali proménny parametr.
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Daldim LERCHOVYM vysledkem v praci [75] je vzorec

v T
]/1 —_— e dx
a— T —
P (v, 7) i T+ Te - 2omi | 2mi
+—r—x
T

v némz znadi

@(v,t):Fa(%, vl_? —zl/———F (w,v|7)e T,

Fa(u,vlr):%%%%; f(uy0) = R (u, u + v]|7).

Tento vzorec pfedstavuje zajimavou souvislost integralu na pravé strané
s HERMITEOVOU transcendentou R (u,w).

Pfi jeho odvozeni postupuje LERCH tak Ze pouZivi vlastnosti funkei theta
a integruje relaci

@(vn)ﬁﬂu)]/%zf(’j, :

podle » v mezich od 0 do 1, za predpokladu 0 << Im v << Im 7. Po jednoduché
upravé dostiva uvedeny vzorec.

2. K souvislosti mezi funkef @ (v, 7) a funkef R (u, w) se LERCH vraci je§té
jednou v préci[90], v niZ odvodi relaci

V%%(u,r)T(v—u,'r)=R(u,v|r)—%eTl(vz_2w) (% %1' T), (2)

1\ ¥t _viai
T)e v —1f(u,v|T)e *

A G 2 B
T(?U,T):f e ﬁezﬂ:x.

—

Tento vysledek se velmi malo li§i od vzorce, ktery LERCH odvodil také v po-
jednani [75], aviak zpusob odvozeni je znaéné rozdilny. Zatim co v pojednani [75]
vyuZiva pti dikazu hlavné periodi¢nosti zkoumanych funkei, moznosti jejich
vyjadfeni pomoci funkei theta a pod., spoéiva dikaz v prici[90] na vété:

Je-li f (x) funkce koneénd a spojitd v celém intervalu (— oo, co) a takovd, Ze
konverguje integrdl

[ 1t @] da,
plati rovnice -
Dim= D [ f@enian, 3)

jestliZe obé strany existuji.
Polozi-li

e(tx*+2ux)ai
f (.T) = 1— ezni(v —17x)
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dostane po dosti slozitych dpravach levé i pravé strany rovnice (3) relaci (2).

3. Vlastnosti funkece R (u,w) a relace (4) jsou LERCHOVI v praci [90] vycho-
diskem pro daldi ivahy, v nichZ ziskava riazné zajimavé vysledky pro funkei
Y (w, 7). Na pi. s pouZitim vzorce

R (uy w + 7) = eviQw—2u+7) R (u, w) + 9'3 (u)
dostava rovnice

iy

Yw+l,t)=¥w,1)—ie "

¥ (vt 1,7) =@ (v, 1) + l/%’ (4)

které funkei ¥ (v, 7) jako funkei proménné » uplné charakterisuji, t. zn. kazda
jina celistva funkee f (v) vyhovujici rovnicim (4) je s funkei ¥ (v) totoZna.

KRONECKEROVY VZORCE.

Podstatna ¢ast LERCHOVA piinosu k teorii funkei eliptickych je v souvislosti
s KRONECKEROVYMI vysledky uvetejnénymi ve spise: Zur Theorie der ellipt.
Functionen.?) LERCH jednak KRONECKEROVY vysledky odvozuje novymi
metodami, .jednak je zobecniuje a odvozuje vysledky nové. Témto tvaham
jsou vénovany kapitoly VII—IX prace [115] a pojednani [97] a [190].

1. KRONECKER dospél ve svém spise piimym vypoétem k témto vzorcim:

e witw)mi (g 4 rw1|w1) ¥ (O'—Twzlw2) =

:vgg E (___1)mn+m+n6—n(a.,m’+bomn+cun’)+2ni(mn+nz) (IV)
m,n
@it w) G (g 4 Tw, |w,) Fy (60— Twy | w,) =
— An+1) —ﬂ(au£+bol—"cun“)-—zni(l—fl+m)
= ——--V(}o\ 1 e 4 2 2
Ayn

A= +1, +3, +5,...; n=0 +1,+2 +3,...

LERCH odvozuje v kapitole VII.[115] vysledek obecnéjsi, z néhoZz plynou
vzorce (IV) a (V) jako specialni p¥ipady. Vychdzi z funkce

V)

O (0, 7) = et w) i o (g + Tw, | wy) Y (0 — Tw, | W),

kde ¢ a 7 jsou neodvisle proménné, Im w, > 0 a Im w, > 0.
O této funkei ukaze, Ze je ROSENHAINOVSKOU funkei theta fadu prvniho

o charakteristice
g+gh-+n
h g’
Podle obecné teorie téchto funkei 1ze funkei O (g, 7) vyjadiit nekoneénou fadou

B 3 T B s ) D v e D))
-
m, n

(mym =0, 41, £2,...);

a periodach (a1, bi,c1).
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pfi tom znadéi

f&n) =al+2bkn+cn?; 9g'=¢g + g,k =h —h; A = konst.,
pro a, b, ¢ plati
1w, — w, . —1

P L S T W L Sl S
= = — — ?
w, +w,’ 2 2w, + w,’

Wy ~+ Wy

Porovnanim vysledku ziskanych riznym zpisobem vypoétu konstanty 4 vychdzi
po jednoduché vipravé:

eﬂ(u’rf‘ w:‘)ni&gh (0’ + Tw, le) 38’}" (0‘—— T Wy | 1,4;2) —

; LR M —a 48 L4
— j& (h+H)—2gh g(g+g')(h'—h)%]/co E grmnte ik km ""f"('” z 0" 2)+

el DB YD)

v tomto vzorci znadi:
fo(&m) = ag& + boén +on?s ¢"'=9g" + g, B =h" —h;
agy by, ¢ jsou realné veli¢diny vyhovujici podmince 4 ayci — b2 =1 a w,, —w,

jsou koteny rovnice a, + b, w -+ ¢, w? = 0.

Pro g=h=¢ =k =1 plyne odtud KRONECKERUV vzorec (IV), pro
g=h=1,¢9 =0, A =1 vzorec (V).

2. V osmé kapitole téZe prace podavd LERCH novy dukaz vyjadieni KRO-
NECKEROVA vyrazu

g2ﬂi(m§1+n§a)
S (uy &, &, [ @y, W,) = 2 (5)

U+2mw; + 201w,

m,n
WEIERSTRASSOVOU funkei o:
o(uw—+2 52601_2510’2"”17 w,)
0'(“16017 w,) 6 (2 52“’1—2510’2[”1’ wWy) ’

S (u, 517 52 ] Wy, 6()2) — g2 u(§1ne—E&m)

(6)

Dukaz je zaloZen na vySetiovani funkce @ (v) dané vzorcem:
O (u) = 8 (u) o (u),

kde o (u) je WEIERSTRASSOVA funkce o (#|wy, ,). O funkei @ (1) LERCH
ukaZe, Ze se li§i multiplikativni konstantou od funkce

o(u + 2& w, — 2 & w,) e2Gm—imu;

pii tom #,, 7, zna¢i WEIERSTRASSOVY konstanty z teorie funkce sigma. Po
uréeni konstanty dostane ,

(w428 0, — 2§ wy)

0(2& w0 —2w &)

z GehoZ plyne bezprostiedné relace (6).

2] (u) —_ 32“(51711—;‘:)]1) g
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Z rovnice (6) LERCH odvozuje své puvodni disledky vyjidiené rovnicemi:
’ 62’5!("151'*‘"5:) O" (2 52 Q)l'—2§1 wz)

s n 2m o, +2nw, =2Em—4m) + 0 (250, —2§ w,) VD

1 e2milmé+nd) "2 -2
"‘22 (2:,”01 T 2nay) 24(5-17]2—52"71)2+4(§1772—527]1)Z((2 5:::11_222:;‘{“
+ a’ (2 62 W; — 2 51 w2) (VII)

(28w, —2¢& wy)
3. V kap. IX. prace[115] se LERCH zabyva studiem funkece
S}‘( b Z e27i(muy+nvy)
W1y Wo; Ve, Vs | A C; 8 U)=—
1105 D %] 4,D, 385 ) < [a(w0y+m)*+2b (wy+m) (0 +-n) ¢ (w, +n)2 - ue
(7)

Pti zkoumani jejich vlastnosti zavadi funkei

— e2mumi
¢(u7w7®lw Z u+ml—62”'(w+m“’)
S touto funkef @ (u, w, v | w) se setkal také KRONECKER v jedné ze svych po-
slednich studii o teorii funkef eliptickych.®) Hlavnim vysledkem o funkei
R (w, v, a,b, ¢, s, u) je vzorec:

, 7 !
& (wyy w5 01,05 | @, by €515 0) = t{g2va“’(“w=+ w10 @ (wy, —wy + w; Wy, V; +
A
+ vy | @) — 2T @ wmO) D (w,, — Wy — Wy Wy, Vy — Vy Wy | w2)}1 (8)

v némz znaéi A zaporné vzaty diskriminant kladné kvadratické formy F (x, y) =
= az® + 2 bxy + cy?.
Pro funkei @ odvozuje LERCH vztah

27 ., 2ad
2, 1 o v (”nv +Tow) (v + n) zrnz + (v—0,v —7,w) (0 + m)
Z 2wai + Z 27wiv =
. T+W' (r+n)+2011 U+m e (otm+2Tai
n=—ow m=—c e 1
2mierTi

T (@i 1) (e2ori—1) (0 <op<<1; 0 <7y <),

Myslenkovy postup dukazu je v kap. IX [115] stejny jako u KRONECKERA!).
V drivéjii praci [90] LERCH provedl dikaz tohoto vztahu svou vlastni metodou,
zaloZenou na pouZiti CAUCHYOVY véty. V té dobé mu KRONECKEROVY prace
znamy nebyly.

V daldich odstavcich IX. kap. odvozuje LERCH vlastnimi metodami vlastnosti
tunkce @ (u, w, v|w) a ziskava fadu vysledku. Nékteré z nich odvodil jiz pFed nim
KRONECKER, nékteré jsou nové. Nasledujici citat ([115] str. 39) ukazuje, Ze
si LERCH téchto vysledkt vysoce cenil.
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»Budte «, B, y, 6 celistva &isla, hovici podmince «d — By = 1 a pretvoime
vyraz (7) substituei
m=am’ + Bn'y n=ym 4 dn’;
piseme-li zaroven

wy = ] + g w, =y w] + 6w,
piejde Ffada & (wy, wy; vq, vya, b, ¢; 85 u) v Fadu & (w,’, wy'; vy, v [a’, b’y 5 85 w),
kde poloZeno :
o' =aa®+2bay+cy b =aaf +b@d+ypB) +eyd;e =ap2+2bB05+cd?;
wy = ww; + fwy; wy = yw; + dwy; (9)
vy =av + Y0 V= fv; + 0y ad—py=1;
pii tom zaroven plati
Wy vy + Wy Vg = wy V] + W; V;

Dvé soustavy (a, b, e; wy, wy; vy, v5) & (@', b’y ¢'s wy, wy; vy, v), které vespolek
souviseji rovnicemi (9), nazyvame rovnomoenymi, a pro né plati vztah

K (wy, wy; vy, 'Uél a'y b’y ¢'s 85 u) = R (W, wy; vy, v, ’ a, b, ¢; 85 u),

takZe funkce & (wy, wy; vy, v, |@, b, ¢; 5 u) jest invariantem rovnomocnych
soustav

(@, by €5 Wy, Wy vy, V).
Totéz plati pro funkei & (w,, wy; vy, v, | @, b, ¢; 1; 0) a jinych Gtvarech, z funkee
{ odvozenych.

Miizeme povazovati za nejznamenitéjsi na§ vysledek vétu, Ze podle vzorce (8)
funkce

v il wt wmod @ (10, — w, + wy 0y, vy + Vy0; | 0;) —
— VT W — W) D (1), — Wy — Wy Wy, Vy — Vg 0, | W,)
jest invariantem rovnomocnijch soustav (9).*

4. Litkové i metodicky jsou zminénym kapitoldm prace [115] blizka po-
jednani [97] a [110], v nichZ se LERCH zabyva diikazem t. zv. KRONECKEROVY
limitni formule.

V pojednani [97] podava LERCH novy diukaz této véty: _

Necht a, b, ¢ jsou redlné hodnoty, a > 0, ¢ > 0, ac > b2 = A > 0, s >1redl.;
pak plati

i 1, evVay v 1 B ,
?—I-I)ll{——8—1+ 27 Z (am2—|~2bmn+cn2)s}~_2I1 1) —
- 1
— log2 YA — 2 log hz (H (wy) H (wz)] ; (a)
pFi tom znadi:
wl:_btiVA; 702=b—+(’§_\‘/é; H(w)=e¢e 1 _ﬁ' (1 — e2neai),
n=1
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LERCHUV) dukaz spodivd na vySettovani vyrazu

1
K’ (a, b, c;8) = E’ ; —
— (am? -+ 2 bmn + cn?)s

kde a > 0, ¢ > 0, b je realné; A = ac — b2 > 0, Re s > 1. Na rozdil od ostatnich
autortt LERCH jednak vyuZivi vzorce

(w + ,n)s—-l eZunt(w+n) I’ (3) 2 2 e2wi(uy +vw)
e2@n(w+m—2oai__ T 2y (—ui + po +vip’

n=0 =1 1=—c

ktery odvodil v praci [82],12) jednak zkouma vyraz K’ (a, b, ¢; s) jakoZto ana-
lytickou funkei proménné s. Po tpravach dospéje ke vzorei

4nl (2s—1) ¢—1!

K’ (a,b,e;8) =2c¢ & (2s) + TEON: s_lE(Zs———l)—{—
4An) 2
g (27 f =1 -1 1 '
CS[P 3)]22 U wVA —2kwmai__ ’
1
M!VA n—2kw, i d777
6 —
z néhoZ pak snadno odvodi, Ze funkce
1

K’ (a7 b7 4 3) - (b)

TT

VZ s—1
je celistvou transcendentou proménné s. Z jejiho rozvoje podle mocnin s — 1
obdrzi vzorec:

A s , 1 1
@é—f—)-K (a,b, ¢38) = ———21" (1)=log 2} A) —2log [;f;H(wl)H(wz)] +

4+ (s—1)P(s—1) ()

a z néj plyne bezprostiedné hledany vysledek.
Téze metody pouzivdi LERCH v druhé &¢asti prace [97], v niZ vyletiuje limitu
pro s = 1 funkce

, @i (mo -+ nv)
K (a,b,¢;0;7;8) = 2 (am? + 2 bmn + en2y ’

m,n

pii tom je 0 < o; 7 < 1, alespoil jedna z hodnot ¢ a 7 je neceld. Piedpoklady
o ostatnich veli¢indch jsou tytéz jako v dikazu limitni formule (a).
Se zalkladni my#lenkou hofejitho ditkazu, e K’ (a, b, ¢; 8) — Vi’: e
A s—1
celistvd transcendentni funkce proménné s se u LERCHA setkdvame pii
dukazu limitnif KRONECKEROVY formule jiz v dfivéjsi praci[82]2), v niZ je

tomuto dikazu vénovan paragraf 11.
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LERCH tam zkoum4a funkei

, v 1
K (@b, 058) = Z (am? + 2 bmn -+ cn?)

myn

jako dvojnasobnou fadu. Dukaz, Ze vyraz (b) je celistvou transcendentou vzhle-
dem k s je proti praci [97] formalné znaéné jednoduisi a podstatné odli¥ny, nebot
se opirda o vysledky ziskané v kapitoldch predchézejicich. Také p¥i stanoveni
zminéného rozvoje v mocninnou fadu vadéi s — 1 pouzivd LERCH v ka¥dém
pojedndni jiného zpisobu. V pojednani [82] hled4 rozvoj pro funkei

1_, . s
5K (@b e55) 2VA)

a to jeho prvni dva éleny. VyuZivaje vlastnosti funkce I dostava vzorec (c).
7 tohoto vzorce bezprosttedné plyne dikaz KRONECKEROVY limitni formule,
ale tento zavér LERCH neuvadi.

K dikazu KRONECKEROVY limitni formule se LERCH vraci je§té pojedna-
nim [190] v r. 1902. Zatim co ve svych starSich pojedndnich LERCH pod4va nové
dtkazy, je tato prace vénovina pouze formalnim zjednoduSenim znidmého
KRONECKEROVA dtikazu. Tyto ipravy LERCH provadi, aby tim vice vynikla
my§lenkova elegance dikazu KRONECKEROVA.8)
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