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I. DIFERENCIALNA ROVNICA
y‘=f(!,y)

l. 24kladné pojmy a poznatky

2 Smerové pole

Budeme sa zaoberat najprv d. rovnicami prvého rddu tvaru
vy = f(x, y) (a)

kde £ zna&{ dand funkciu premennych x, y definovani v nejakom obore 0.
Takito d. rovnicu nazyvame explicitnou, pretole y' Je explicitnou funkeciou
premennych x, ye O Je tzv., definiZny obor, struZne obor d. rovnice

O funkcii £ a obore O nerobime zatial Z2iadne predpoklady.

Funkcia f priraduje ku ke?dému bodu (x, y) € O isté &islo
£ (x, y)e Usporiadanéd trojica &fsel (x, y, f (x, y)) sa nazyva lineér=-
ny element d. rovnice (a) v bode (x, y), jednotlivé ¥isla trojice si su-
radnice lineédrneho elementu. MnoZina v3etkych linedrnych elementov v jednotli-
vych bodoch oboru O Jje tzv. smerové pole d. rovnice (a). MnoZina bodov
(x, y) € 0, v ktorych mé funkcia f <td istd hodnotu, nazyva sa izoklina
d. rovnice (a). Rovnica kaZdBJ izokliny sa teda md&Ze pisat v tvare f (x, y)=
=C, kde C 2znalf nejakd kon3tantu. V bodoch tejZe izokliny majy vSetky li=-
nedrne elementy tu isty tretiu siradnicu.

Ka2dy lineérny element (x,. y, f (x, y)) mbZeme znédzornit graficky
malou usefkou, ktord prechddza obrazom bodu (x, y) a mé smernicu f (x, y)
tej. 2zviera s kladnym smerom osi x wuhol, ktorého tangens je f (x, y). Sme=~
rové pole znédzornujeme tak, Ze K vyznalime vHE3{ po&et bodov v obore 0, uspo-
riadanych do niekolko radov napr. vodorovnych a 2zvislych a v kaZdom z nich na-
kreslime mald uUse¥ku zndzornujuicu prisludnf lineédrny element. Lahko nahliadne-
me, Ze v bodoch tejfe izokliny si tieto uselky rovnobeZné.

Ako priklad zoberme d. rovnicu

4

y X oY (1)

Mm

ktorej defini¥ny obor je celd rovina. Znédzornime napr. jej linedrne elementy v

bodoch (x, y), ktorjch kaZdd sdradnica je jedno z &fsel O; +0,5; + 1; +1,5;
+2. Tieto linedrne elsmenty sd (=2; = 2; 4), (=23 =1,5; 3), (=-2; =1; 2) atd.,

a s znédzornené na naslsdujicom obrézku, z ktorého ziskavame prehlad o prislu3l-
neJ &asti smerového pola.
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Izokliny d. rovanice (1) sd hyperboly
x.y=C

urdené jéhnotlivymi kon8tantami C. Na obrdzku sd zndzornené pre C = O, +1,
+2.

Ce-2

c=2
Ce-1 c=1
c=0
. X
c-‘ t.-’
C=2 cm=-2

3., Vyznam smerového pola

PodYa toho, &o sme povedali v odseku 1, rozumieme riedenim alebo in-
tegrdlom d. rovnice (a) kaZdd funkciu, ktord jej vyhovuje. Krivku, ktord je
urdend lubovoInym rieéeniml, nazyvame integrdlnou (int). Predpokladajme, Ze
d. rovnica (a) mé nejaké riedenia. UvaZujme o jednom z nich a oznaZme mnoZinu,
napr. interval, na ktorom je definované, Jj. Potom pre x € j Jje (x, Yy
(x) ) €0 afunkcia y mé v &fsle x derivédciu, ktorej hodnota Je
£f (x, y (x) ). To mdfeme vyjadrit tym, Z%e int. krivka y le%{ v obore O
a v kaZdom svojom bode méd doty&nicu v smere prislulSného lineédrneho elementu.
Inymi slovami, v kaZdom svojom bode sa dotyka prisludného linedrneho elemen-
tu, t.j. sleduje smerové pole. Vidime najm#d, Ze vBetky int. krivky 4. rovnice
(a), ktoré pretinajui td istd izokl{inu, pretinaji ju v tomZe smere.

Této ndzorné udvaha vedie k jednoduchej metode sliZiacej k hladaniu
funkcif, ktoré by mohli mat pribliZne ten isty priebeh ako integrély d. rov-
nice. Princ{p metody je ten, Ze za hladané funkcie volime polygény sklada juice

sa z malych uUseliek, ktoré sledujli smerové pole. Me todu vyloZime po graficke]
strédnke.

Krivkou urZenou funkciou y, definovanou v nejakeg mnoZine Jj, struine
krivkou y, rozumleme mno%inu bodov (x, y (x ), x € J.
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Nech (xo, yo) je Tubovolny bod v obore 0 a hladajme polygon, ktory
by mohol aproximovat riedenie d. rovnice (a) prechddzajice tymto bodom?. N 3=
prv nakreslfime mald idselku, ktord vychddza z bodu (xo, yo), mé smer lineér-
neho elementu v tomto bode a koncovy bod (x;, y;) napravo od bodu (xo, ¥o)i
jeJ smernica je teda f (x,, y,)e Ak Je (x5, ¥,) € 0, nakreslime opit
mald dsedku, ktord vychéddza z bodu (xl, yl), mé4 smer linedrneho elementu v
tomto bo e a koncovy bod (x,, ¥,) napravo od bodu (x,, yl); Jej mernica
je teda f (xq, ¥yq)e Ak Je (x5, ¥,) € 0, mbieme tento postup opakovat
pripadne niekoTkokrét. Tym dostaneme isty polygén o vrcholoch (x,, ¥,),

(1, ¥)» (x5, ¥5)y e.+, ktor§ vychédza z bodu (x,, Yo) & sleduje smero-
é pole. Je to tzv. Eulerov polygon d. rovnice (a), vychédzajdci z bodu

(xyy Yo)e 244 sa prirodzené usddit, Ze mé pribliZne ten isty priebeh ako nie-
ktoré riedenle d. rovnice (a), vyc 4ddzajuce z bodu (x,, yo), sk, pravda, ta-
k¢ rieSenia xistujdi. Vdimnime si, Ze polygon zdvisi od zvolenyc: diZok jeho
str n a je jednoznalne urZeny postupnostou &isel x, < X < X5 < eee o MbéZeme
sa domnievat, Ze vystihuje riedenie tym presnejdie, &{m kratsie zvolime jeho
strany. Podobne dostaneme Eulerov polygén, ktory do bodu (xo, yo) vchédza.,

J ho kon3trukcia sa 1131 od predchédzajucej len tym, Ze sa koncové body jedno=-
tlivych dseliek zvolia vZdy nalavo od zalliato&nych. Tento polygon pravdepodob-
ne aproximuje niektoré rieZenie d. rovnice (a) a op#t sidime, Ze tym presnej-
5ie, &{m sd j ho strany kratdie. Obidva polygony, pokial exi tujd, tvoria do-
hromady Eulerov polygon d. rovnice (a), prechddzaj ci bodom__ixo, yo), kt -
ry naznaluje isté rielenie d. rovnice (a) prechédzajice b dom (xo, }o).

Této Jednoduchd metoda na urdenie privliZného rielenia danej d. rov-
nice mé cenu nielen pre teoriu, lebo ako neskordie (v ods. 26) uvidime, dé sa
na jeJ principe vypracovat dfkaz existencie rie3enia, ale tieZ 1 po strédnke
praktickej. V praxi (predovdetkym technickej) ide &asto o zistenie len pribliZ -
ného priebehu rie3enia danej d. rovnice, prechddzajuiceho danym bodom, ktoré
spr 1dla byva jediné a v tom pripads mdZeme tiito metodu vZdy aplikovat bez
na menS{ich taZkost{i.

Na nasledujuicom obrézku je zndzorneny pribliZny priebeh riedenia 4.
rovnice

[ 4

J =X .y

2 9 Tubovornej funkcii hovorime, Ze prechéddza bodom (x,, ¥,), ked %islo Xq

je z Jej oboru definfcie a funkcia mé v nom hodnotu Yoi hovorime, Ze vycaé-
dza_z bodu (x,, ¥,), alebo vchddza do bodu (x,, ¥, ), ked x, Je najmen-
5im, alebo najviidim &fslom z jej definiZného oboru a funkcia mé v nom hodno-

tu y,. DBalej hovorime, Ze funkcia smeruje sprava alebo zlavg 40 bodu (xo,

yo), ked mé v &isle x, limitu sprava alebo zlava rovnajicu sa hodnote Yor

Tieto ndzvy prenéSame na krivky, takZe nepr. hovorime, Ze krivka y
prechédza bodom (xo, Vo) ked to platf o funkcii y atd. Podobne prenéame
nédzvy o krivkdch na pri{sludné funkcie, takZe napr. hovorime, Ze funkcia y
leZ{ v istom obore, ked to platf{ o krivke y, atd.




prechédzajiceho bodom (-1, 1), zfskany touto metodou a siZasne je zndzornené

(bodkovane) skutoZné rieﬁenie3 y = exp

il |

4. PojJem ries3enia

RieSenim d. rovnice (a) sme dosial rozumeli keZdud funkciu, ktoré
vyhovuje d. rovnici (ods. 1). Tento pojem je prili3 3iroky, pretoZe riesenia
by mohli byt definované na najrozmanitej3ich mnoZinéch, ktorych vlastnosti by
teoriu ovplyvnovali a komplikovali. Mo¥no préve z tohto ddvodu sa nevyskytli
dosial ani pokusy o tedriu v tejto vieobecnosti. V daldfch uvshéch sa vZdy
obmedz{me na riedenia, ktoré su definované v nejakom intervale.

5¢ Defini&né obory d 1rovnice (a)

D. rovnica (a) mlZe mat riedenie len vtedy, ked JeJ obor definicie
a funkcia~ f sama maji urdité vlastnosti. Bez daldieho vidime, Ze ked existuje
rieSenie y d. rovnice (&), definované v intervale J, potom obor d. rov-
nice obsahuje krivku y a na nej hodnoty £ (x, y (x) ) funkcie f, ako
hodnoty derivédcie funkcie y v intervale J, tvoria interva14.

Aby tedria bola jednoduchd, Ztudujd sa spravidla d. rovnice, ktorych
defini&né obory su oblasti alebo uzévery oblastfi a predpokladd sa, Ze funkcia
f Jje v nich spojitéd vzhradom na obe premenné.

Podrobne j3ie popiééme niektoré druhy tychto oborov.

3 Symbol exp x znal{ &fislo e x

4 1o znamené, Ze ked funkcia f (x, y (x) ) nadobdda vnitri intervalu J
hodnét ayy 8, a ak &y < b < a,, potom vaitrd intervalu j mé tieZ
niekde hodnotu b. Pozri [1] , str. 111



-11 -

Oblastou rozumieme neprézdnu otvorend a suvisld bodovdi mnoZinu, t.J.
nerézdnu mnoZinu, ktorej kaidy bod Jje vnitorny a ka2dé dva rdzne body mnoZiny
moZno spojit polygonom v nej leZiacim. Ponechdvame &itatelovi, aby si rozmy-
slel, Ze mnoZina \Useliek a mnoZina poradnic bodov tvoriacich TubovoIni oblast
sy otvorené intervaly. Uzdver oblast{ O, o Jje mnoZina v3etkych limit konver-
gentnych postupnostf, ktorych &leny sd body oblasti O. Zo vBeobecnych viet
o uzéveroch mno%Zin usddime zrejme, Ze o Je najmendia uzavretéd mnoZina obsa-
hujica oblast O a Ze sa skladé z oblasti O a jej hranice’.

Casto si definiZnymi obormi d. rovnic tzv. normélne obory.

Normélnym oborom rozumieme mnoZinu bodov (x, y), ktorych udselky x
tvoria nejaky interval J, a poradnice y zédvieia od x a pri kaZdom x tvo-
ria nejaky interval J, (x); koncové ¥fsla intervalu J> (x), pokial existu-
Jé, 8d spojitymi funkciawi x. Pritom pripistame, aby sa interval 32 (x)

v koncovych &1slach intervalu Jl redukoval na jediné &islo.

Ak Je interval J; a tieZ keZ?dy interval J, (X} ohranileny (ak mno-
2iny koncovych &isel intervalov Jo sd ohranilené), potom tieZ normdlny obor
Je ohranileny. Ak nie je niektoré z tychto podmienok splnend, je neohraniieny.

Ked interval Jl a vdetky intervaly 32 si otvorené, je normélny
obor oblastou; ked el uzavreté, je uzdverom oblasti.

Na nasledujicom obrédzku sui zndzornené normélne obory.

Prvy, ohranileny, je dany vzorcaml tvaru:
LixS P, u(x) $ysvix);

druhy Jje neohranideny a je definovany vzorcami:

&51§p’ u (x) £ y;

pritom u, v znalia spojité funkcie.

rt J

Pozri [2], str. 40 - 41, 54.
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Zvlé3tnymi pripadmi normélnych oborov sd tzv. dvojrozmerné (dy.) in-
tervaly.

Dv., intervalom rozumieme mnoZinu bodov (x, y), ktorych uUselky x
vypinajd nejaky interval J, & poradnice y, nejaky interval J,. Oznaluje-
we ho Jy x J, av pripade J3 = J, Jednoducho Ji.

Ak obidva intervaly J,, J5 si ohranifené, potom i dv. interval
Jpy x Jp ohranileny. V tom pripade rozumieme Jjeho stredom bod, ktorého su-
radnice sd arit etickymi stredmi koncovych &fsel intervalov Jl’ 32. Ked
aspon jeden z intervalov J1» Jo Je neohranileny, potom i dv. interval Ji X
x 32 Je neohranileny. Najlastejd8ie sa vyskytne pripad, Ze interval Jl J
ohranileny, ale Jo sa skladéd zo v3etkych reélnych &isel. V tomto pripade ro-
zumieme stredom dv. intervalu 31 X Jo kaZdy bod, ktorého prvé sudradnica gJe
eritmeticky stred koncovych bodov intervalu J; a druhé Tubovolné &islo.

Ked obidva intervaly Jy» J, s otvorené, je dv. interval J; x J,
oblast; ked obidve sd uzavreté, je uzédverom oblasti.

Na nasledujicom obrézku si znézornené dv. intervaly

[<,)x(rd] | [4,p] x(=re=)®

) 4 ) 4
s |
2
|
|
| |
$re9)} L - !
| |
| N
a 0 Za+f) p x a 0 {(a+p) p x
B i
7 |
Obr. 4

Dals{mi zvlé3tnymi pripedmi normdlnych oborov eu tzv. klinové obory.
Rozoznévame klinové obory pravé a Yavé.

Interyal o koncovych &fslach (koncoch) L, (# oznalujeme [oc, /5] alebo
(06,19) podlra toho, &1 je uzavrety alebo otvoreny; ak Jje na jednom konci
napre o« uzavrety a na druhom konci otvoreny, ozna¥ujeme ho (<, )
alebo (0 a(,] « Interval vdetkych redlnych &isel oznadujeme (= oco) oo )e



Klinovy obor pravi je urleny nejakym bodom (x,, yo), istfm okolim

sprava Zisla X, s J, a dvoma z bodu (xo, yo) vychédzajicimi polpriamka-
wi, ktorych smernice sd nejeké &{sla m < M, Je to mno%ina bodov (x, y¥),
ktorych suradnice vyhovuJi vztahom:

x € J, y,+m(x- xo) sy s Yo + M (x - X,)

Body tohto klinového oboru leZia teda na oboch polprismkach a medzi
nimi, a to na polpriamke s mendou smernicou a nad nou a na polpriamke s vHdl&3ou
smernicou a pod nou a ich uselky ed v intervale J. Bod (x,, J¥,) Je ¥rchol
klinového oboru, obidve polpriamky sui jeho stranye.

Klinovy obor Yavy je definovany podobne pomocou dvoch polpriamok, kto-
ré vchédzaju do bodu (x,, y,).

Ked interval J Je neohranieny alebo ohranileny, alebo uzavrety,
plat{ to isté o klinovom obore.

V dalZom Zastej3ie hovorime o klinovom obore s danym vrcholom a stra-
nami, neuvddzajic ni¥ o prisludnom intervale Jj, v takom pripade méme na mysii
klinovy obor neohranieny.

Na nasledujicom obrézku si znédzornené klinové obory pravy a Yavy; pr=
vy Jje ohranileny, druhy neohranileny.

(x)
l
I L 4
|
|
|
l -

o X, X

Obr. 5
7
PouZivame tieto nézvy: Pravym okolim alebo okolim sprava &islg x_ rozumie-

me kaZdy interval zlava uzavrety &islom X3 pravym rydzim okolig alebo
rydzim okol{m sprava &isla X, rozumieme kaZdy zlava otvoreny interval o
Tavom konci x . Ocdobhy zpysel maji nézvy: Yavé okolie alebo okolie zIsva
&isla x, a Yavé r;dze okolie alebo rydzie okolle zTlava &1 x,e Qkoliy
gisla x, Trozumieme spravidla sulet nejakého okolia sprava a okolia zlava
&i{sla Xo3 V 3irdom zmysle zahrnujeme pod tymto ndzvom i pravé alebo Tavé
okolie &fsla x,. Podcbny zmysel uZ¥f alebo 3irdf md nédzov rydze okolie

(o]
gisla xoo
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6. Zédkladné vlastnosti ried3ent

Vrétre sa k Wvahédm o rieseniach d. rovnice (a).

Pripustme, %e d. rovnica (a) mé4 nejaké riedenie Yy, definované v is-
tom intervale J. Potom v kaZdom &fsle t € J existuje derivécia funkcie y,
y () a jej hodnota je f (t, y (t) ); ked interval j Jje okolim sprava
(zYava) &{sla g y potom v &fsle { ide o derivéciu sprava (zlava).

Podla vety o prirastku funkcie plat{f pre lubovoYné &i{sla x, x € J

y(x) = y(x) = £ (T, 3(T)) o (x=x) (1)

pritom T zna%{ vhodné &1slo medzi x, x'8, ktoré je rézne od x, x ked

x £ xo

Pripustme dalej, Ze funkcia f Jje ohranilené na krivke y, takZe
v intervale J plati nerovnost l f(t, y (t) )| S My, s vhodnym &{slom
My (2 0). .Potom zo vzorca (1) vychéddza

| y(x) - y(x)] = Mylx-x'l

Z tohto vztahu usudzujeme, aplikugic princip konvergencie, %e ric3e-
nile y mé limitu sprava v Yavom a limitu zXTava v prasvom konci intervalu j,
pokial tieto konce existuji.

Tym sme do&li k vysledku, Ze ka?dd int. krivka d. rovnice (a), ktoréd
Jje_definovansd v nejakom intervale zlsva (sprava) ohranilenom a na ktorom Jje
-funkcia f ohranifend, smeruje sprava (zlava) k istému bodu, ktorého usekou

e Yavy (pravy) koncovy bod definiZného intervalu.

Ked funkcia f je ohraniené v defini&nom obore d. rovnice (a), po-
tom tuto vlastnost mé4 i na kaZdej int. krivke; v tom pripade plat{ nd8 vysledok
pre kaZ?dd int. krivku s defini¥nym intervalom zlava alebo sprava ohranilenym.

Te U 2381e a 81ir3ie ries8enie

Nech y 2znalf rieSenie d. rovnice (a) definované v istom intervale
j. RieSenie y ur&uje nekonelne mnoho dalZich rieSen{ d. rovnice (a), =z kto=-
rych kaZdé je dané ako &iastodné funkcia rielenia y v nejakom intervale, le-
¥iacom v J. To vyplyva z toho, %e ak je rovaost y (x) = f [ X, Y (x)]
splnené v3ade v intervale Jj, Je splnenéd i1 v kaZdej jeho &asti. O tychto rie-
Seniach hovorime, Ze sud uZ3ie ne¥ y a nazyvame ich Ziastkami alebo ziZeniami
integrélu _y. Riedenie y Je tieZ svojou Ziastkou; ostatné &iastky si defino-
vané v intervaloch men3ich neZ 39 a nazyvaji sa vlastnymi. Existencia ui3ich
riedeni je teda zreJjmé.

8 1.5, ze bud x §T 8 x, alebto x § T s x.

9 Interval mensf (vd¥31{)ne? J Jje kaZdy interval, ktory le%f v (na) intervale
J e Je od neho rdzny. Interval sprava (zlava)mendfne? J Je kaZdy inter-
val le%iaci v j, ktory Je sprava (zlava) ohraniCeny a ktory, v pripade, Ze
interval J Jje sprava (zlava) ohranileny, mé pravy (lavy) koncovy bod men3{
(vB%3{) neX J. TFodobne Je @efinovary interval sprava (zlava) v#(3{ ne¥ j.



Zaujimavejd1 je pojem rieSenia ZirSieho ne? y, tzv. rozd3frenie in-
tegrélu y. LubovoIné riesenia Y d. rovnice (a), definované v nejakom in-
tervale J, nazyva sa 3irSie neZ y alabo tieZ rozifrenie integrélu y,
ked interval J le?fna jJ apre x € §J Jje Y (x) = y (x)eo Této defi-
nicia obsahuje tie%, Ze integrdl y Jje svojim roz8irenim. Suilasne vidime, Ze
rieSenie y Jje uZ3ie ne%Z kafdé jeho rozdirenie. Zaujimame sa samozrejme o tzv.
vlastné roz3irenia, ktoré si definované na intervaloch vd&3ich neZ J.

Pokial ide o existenciu 3irdfch rieenf, je uZito&ny tento poznatok:

Ak yi» Yo si rieSenia d. rovnice (a), prvé definované v nejakom
okolf zlava J, &fsla f , druhé definované v nejakom jeho okolf sprava J,
a ak obidve rie3enia majd v %isle § tu istd hodnotu, potom funkcia Y, de-

finovand v intervale J=J V 3210 vzorcom

y1(x) pre x € Jjy
Y(x) =
yo(x) pre x € J,

je roz8irenim koa%dého rie3enia Y11 Yoo

Stal{ zrejme zistit, Ze funkcia Y vyhovuje v intervale J d. rove
nici (a). Je isté, Ze jej vyhovuje v kaZdom &fsle x € J, réznomod § .
AvBek vyhovuje jej 1 v ¥fsle § , lebo mé v nom derivéciu zlava D_ y, (§)
a derivdciu sprava D y, (§ ) a tieto darivdcie maji rovnakd hodnotu
£ (§,7) Pritom Je 3 = y; (§) = y, (§).

Ked teda nejaké riedenie d. rovnice (a) nadvizujell na iné, potom
obidve rie3enia dohromady tvoria integrdl, ktory Jje 3ir3{ neZ ka2dé z rich.

1

Dalsf d8leZity poznatok o moZnosti roz3frenia daného integrdlu Jje
tento:

Nech obor d. rovnice (8) Jje uzavrety a funkcia f je v nom spojité.
KaZdé rie3enie d. rovnice (a), ktoré je definované v nejakom pravom (lavom)
rydzom okol{ &isla '§ a vyznaluje sa tym, Ye na nom Jje funkcia f ohranidend,
mo¥no roz3frit i do &¢fsla § .

Vekutku, nech y 2nad{ I'ubosolné riesenie d. rovnice (a), ktoré je
definované v ne jakom napr. pravom ryzdom okol{ J &isla f a vyznaduie sa tym,
fe funkcia f (x, y (x) ) Je v intervale j ohranilend. Mdme ukézat, Ze
existuje 8ir3ie rieSenie Y, definované v pravom okol{ &isla .§ s, I =] Ll{'g}.

Z vysledku v ods. 6. predov3etkym usudzujeme, Ze int. krivka y ' sme-
ruje sprava k istému bodu (g »7)e Nech Y Jje funkcia definovand v interva-
le J vzorcami:

Y(x) = y(x) pre x € j, Y(§) =17

10 Sudet dvoch mnoZin, : 1 intervalov Jl’ 32 oznalujeme symbolom Jl v
Jp 1ch prienik J) A j,. MnoZinu skladajicu sa z jediného &isla § ozna-
gujeme { § } « Prédzdnu mnoZinu oznadujeme @,

1 0 Yubovolnej funkcii ¥o hovorime, Ze nadvidzuje na ind funkciu ¥1» ak e-
xistuje bod, do ktorého y1 - vchédza a 2 ktorého Yo vychéddza.
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UkdéZeme, e této funkcia Jje riedenfim d. rovnice (a), ktoré samo-
2rejme rozdiruje integrél y do &isla § . Pre ten Ulel stali zistit, Ze bod
(§,%) je v obore d. rovaice (a) a Ze funkcia Y md v &fsle § derivéciu
sprava, ktorej hodnota je f£(§,% ). Z definfcie funkcie Y vidime, ze pre
x €3 je (x, Y (x) ) € O a Ze v tisle g mé funkcia Y hodnotu %

a je tem spojitd sprava. Z toho plynie, Ze bod (S ,Q) je limitou postupnostf,
xtorych &leny sd body z oboru O 2z toho usudzujeme dalej, Ze bod (_{ » )
1a%{ v obore O, 1lebo tento obor Je uzavrety. Podla predpokladu Je funkcia

f v bode (§ » 1) spojité. Dalej pre x € § podla vety o prirastku je

¥(x) - ¥(§)

x -
kde &fslo T spina nerovnost f < T < x.Pre x — £, Je T—§,

Y (T) — N, f (T, W(TY) —- ¢ (§, ?, ), takZe z predchddzajicej rovai-
ce vychddza, Ze funkcia Y mé v ¥isle g derivdciu sprava o hodnote f( 5 ’

7).

=£ (T, Y (T))

Z tohoto vysledku vyplyva predovietkym-

Ked obor d. rovnice (a) Je uzavrety a funkcia f Jje v nom spojité
a ohraniXend, mo%no k%3¢ rieXenie d. rovnice (a), ktoré je definované v ne-
jakom pravom (lavom) rydzom okoli &isla S , roz8{rit 1 do &1isla § . Specidl-

ne mozZno roz8{rit kaZdé rieZenie definované v nejakom otvorenom intervale
(L, ) na uzavrety interval [oC, {3] .

8. Rie8enie 8 koncami na hranici
oboru 4 rovnice. Uplné ried3eniece

UvaZujme o d. rovaici (&) v nejakom obore 0, Ne h y Jge lubo-
volné rieSenie d. rovanice (a), definované v is*om intervale J.

O rie3enf y hovorime, %e m€ pravy (lavy) koncovy bod na hranici o-
boru 0, ked interval j sprava (zlava) uzavrety istym &fslom § a bod (S,
y (§) ) Je na hranici oboru 05 bod [g y ¥ (5) ] je teda pravy (Yavy)
koniec riedenin y. Dslej vtedy, ked interval j je sprava (zlava) otvoreny
a nastdva jeden z tychto pripadov:

1. Interval J Jje sprava (zlava) neohranileny,

2. je sprava (zlava) ohranileny a rie3enie y Jje v kaZdom Tavom (pra-
vom) rydzom okoli jeho pravého (Yavého) konca s neohranidené,

3. je tam ohranifené a existuje postupnost bodov int. krivky y, s u-

selkani men3imi (v8%3imi) nei § , ktord konverguje k istému bodu (§ yR )y na
hranici oboru O .

V3imnime ei, Ze ked interval Jj Jje sprava (zlava) otvoreny a ohranile-

ny a rieSenie y Jje v istom ravom (pravom)rydzom okol{f jeho pravého (lavého)
konca f , ohraniZené, potom ¥isla

(H =) lim aup y(x), lim inf y(x) (=%)
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pre x — § _ (x —» § ) sl kone&né a podla klasickej vety existuje na int.
krivke y postupnost bodov, ktoréd konverguje k bodu (g , H), resp. k bodu
(S y 7). Odtial vidime, Ze v takomto pripade mé rieSenie y pravy (lavy) ko-

niec na hranici oboru ¢ , sk aspon jeden z oboch bodov (§, H), (§£,7%) na
nejJ leZ{.

DbleZity Je pojem uplného rieSenia. RieSenie y sa nazyva sprava
(zrava) Gplné, ked neexistuje jeho rozifrenie na interval sprava (zlava) vidi-
3{ ne? Jj; nazyva sa Uplné, ked je Uplné sprava i zlava.

Lahko nahliadneme, %e riedenie y Jje sprava (zlava) Gplné, ked inter-

val J qe sprava (zlava) otvoreny a ried3enie méd pravy (Tavy) koniec na hrani-
ci oboru O .

Naproti tomu, ked interval J Je sprava (zlava) uzavrety a riedenie
y wé pravy (lavy) koniec na hranici oboru @ , potom toto riedenie nie je nut-
ne sprava (zYava) \dplné. Napr. d. rovnica

vy = J1-5°

v obore:

O -0 <x < 4+ o, -1 £ y a1l

T
néd rieSenie y, definované v intervale (j ® ) (= e, — > takto:

2

-1 pre = oa<x £ - ',_L

2
y(x) = .
sin x pre - — éxél
2 2

Ve od

Toto rieSenie md pravy koniec (f— » 1) na hranici oboru & ; av3ak nie je

sprava Uplné, lebo ho moZno roz3irit na interval sprava viél3f ne: J, (=-eo,

L d

w ), teakto: y (x) =1 pre =— | x < + oo , Situécia je znézornend na
nasledujuicom obrézku 2

Symbol V' znadf nezéporﬁé &1slo
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9. Z4WZ%2enie a roz8Irenie definid&ného
oboru d. rovnice

UvaZujme opédt o 4+ rovnici (a), v ktorej f 2zna%i Tubovolnd funkciu
v nejakom obore &

Zé¥enie. D.rovnica (a) ur&uje nekone&ne mnoho dalsfeh explicitnych
d. rovnic, 2z ktorych kaZdd je dand Ziastolnou funkciou f v nejakom obore le-
¥Yiacom v ¢ . O tychto d. rovniciach hovorime, %e sud uZ3ie ne? (a) a nazyvame
ich Ziastkami, alebo zu¥Zeniesmi d. rovnice (a). Vidime, Ze uZ3ie d. rovnice
vzniknd z d. rovnic (a) zdZenim Jjej definidného oboru. PodYa tejto defini-
cie je tieZ d. rovnica (a) svojou ¥iastkou. Ostatné Ziastky maji za definid-
né obory vlastné podmnoZiny v ¢ a nazyvajy sa vlastnymi. Viimnime si, Ze ked
funkcia f v d. rovnici (a) Jje ohranilend slebo spojitd, potom tie isté vlast-
nosti mé &iasto¥nd funkcia f v ka%dej uZZej d. rovnici. KaZdé rie3enie neja-
kej %asti d. rovnice (a) Jje prirodzene tieZ riesenim d. rovnice (a); ked rie-
Senie je Uplné pre u%3iu d. rovanicu, mdZe byt vlastnou &iastkou vhodného rieZe-
nia 4. rovnice (a). Napr. d. rovnica .

4

Yy =0, vobore & : =ob <x < +.®Vren<y £ 40°

pripista zdZenie:
y =0 v obore : £ & xé[),]"éyéJ

Druhé rovnica mé dplné riedenie napre y = 7", £ £ x 8 3, ktoré je vlast-
nou &lastkou Uplného rie¥enia prvej d. rovnice : y = 1’, -0 < X € ©° o

Zy%it d. rovnicu (a) znamend teda zuZit Jej definilny-obor & . 'Tdto
operéciu v3ak uskutoZnujeme vZdy za ur&itym cielom a spravidla preto, aby sme
obor O aproximovali u%3imi obormi, ktoré by mali Ziadané vlastnosti.

D8le2ité su predovietkym aproximdcie otvorenych mnoZin, 2v143t oblast{
tzv. sietovimi obormi, ktoré si ohraniZené a uzavreté.

Predpokladajme, %e mnoZina 0" je otvorend. Nech n Jje Yubovolné pri-
rodzené &1slo. Pomocou &1isla n definujeme dv. intervaly:



’ X ’ (1)

kde p- Y =-n 2“, -n 27 l, evey N 2" - 1. Tieto dv. intervaly sa
teda skladaji z obvodov a vmitra 3tvorcov siete, ktord je vytvorend priamkami

1l l
vedenymi vo vzdialenostiach - n, - n + — , ¢eey = — , n od po-
2 2"

%iatku rovnobeZne s osmi. Je ich celkom (2n 2“)2 a dohromady tvoria dv. in-
terval [-n, n] x [-n, n].

Systém dv. intervalov. (1) oznadime Spe Je zrejmé, Ze kaZdy dv. in-

terval z Sn je si¥tom 3tyroch dv. intervalov zo systému Sn+1‘

Nech s, znal{ silet v3etkych dv. intervalov zo systému Sn’ ktoré

le2ia v mno%ine O .

Predov3etkym vidime, Ze mnoZina s, Je ohranidend a uzavreté.

Dalej platf vztah
Sa S Sn+1
takZe méme

8, C 8, S 83C aen (2)

To Je zrejmé, ked mnoZina s, Je prézdna; ked nie je, potom kaZdy dv. in-

terval zo systému S, 1leZiacl v s, Je siltom 3tyroch dv. intervalov zo sys-

n
tému S ktoré si tie2 v 8. a teda i v mnoZindch O a s

n+l’ n n+l
Napokon ukédZewme,Ze kaZdy bod mnoZiny C je vnitornym bodom celkom
véetkych13 mnoZin postupnosti (2). :

Vskutku, nech je (x, y) € ¢ 1Iubovorny bod. PretoZe mnoZina O je
otvorend, existuje d>o0 také, Ze dv. interval [x - cf, x + J] x [y -
- d y Yy + cf] le2{ v wnoZine ¢ . Nech n Je tak velké, Ze platias nerov-
nosti: )

-n <x, y €<nj} — £
of

1 d
—

Potom pri vhodnfch celych &fslach g, ¥ (= - n 2%, ..o, n 2% - 1) néme

& SR 72 | v v+
— £x < ; sy <
2P 20 2" 2R

Slovom celkom vyJjadrujeme, Ze sa pripui3ta koneZny pol¥et vynimiek
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takZe Je
-1 “+ 1 V-1l
x - d ¢ & < x < < x+d y Y - Jd< <y <
Yy + 1
< y < < y+ d
on

Odtial usudzujeme, Ze dv. interval

[54.-1 Mo+l V-1 Y+1

2n 20 20 2ﬂ

je &astou dv. intervalu [x - J y X + JJ X [y - J y Y 4+ J] y teda Zastou mno-
2iny O’ a bod (x, y) Je v jeho vnitri; suilasne je sudtom 3tyroch dv. interva-
lov zo systému Sn'~ Z toho vyplyva, Ze tento dv. interval Jje v mnoZine 8.,
takZe (x, y) Je vanitornym bodom mnoZiny 8, a tiez i vZetkych dal3fch mno-
2in postupnosti (2).

Z vysledku, ktory sme prédve odvodili, vyrlyva, Ze mnoZiny postupnosti
.(2), od urditej joc¢finajuic, nie sd prézdne. Ked mnoZina 8, nie je prédzdna, na-
zyvame ju n-t¢ sietovy obor v mnoZine & , struZne n-ty sietovy obor.

Roz3irenie. Obréime sa teraz k roz3freniam d. rovnice (a). Podobne,
ako sme definovali d. rovnice uZ8ie neZ (a), definujeme d. rovnice 3ir3ie ne?
(a), &i%e rozdfrenia d. rovnice (a). Tieto vznikni z d. rovnice (a)
roz3irenim jej defini¥ného oboru. D. rovnica (a) Jje teda uZBou neZ kaidé
jej rozd3frenie. Predov3etkym sa zaujimame o tzv. rozZirenia‘vlastné, ktorych
definiZné obory su véalisie nei u d. rovnice (a). Z kaZdého integrdlu Yubo-
volného rzdirenia d. rovnice (a) Jje riesenim tejto d. rovnice kazd4
dast y, definovand v nejakom intervale J, ktord sa vyznaduje tym, Ze
krivke y lezi v O.

Roz31{rit d: rovnicu (a) teda znamend rozdf{rit funkciu f na 3irs{
obor, t.j. definovat v nejakom obore O > ¢ novd funkciu F, ktord by mald
v kaZdom bode oboru o td istd hodnotu &o f. Ak sa na hodnotu F nekladi Ziad-
ne dal3ie poZiadavky, nie Jje potom definicia funkcie F Ziadnym problémom.
Yazkosti mb%u nastat aZ vtedy, ked sa poZaduje, aby sa niektoré vlastnosti funk-
cie £ v obore o, napr. ohranilenost a spojitost, preniesli na funkciu F
v obore O,

V tomto smere Jje d48leZitd veta, Ze sa ka%Zdd v nejakom kompaktnom obo~
re spojitéd funkcia d4 roz31irit na funkciu ohranilend a rovnomerne spojitd v ce-
lej rovine, prilom absolitna hodnota Sir&ej funkcie nikde neprevysi maximum
abgsolitnej hodnoty pdvodnej funkcie v jeJ definilnom oborel4. Tu sa spokojime
s popisom spojitého roz3irenia spojitej funkclie v niekolkych zvlé3tnych pripa-
doch, ktoré budeme v dal3om potrebovat.

14
Pozri [3 ], str. 75



a) Nech f Jje (spojitd) funkcia v obore o, ktory sa skladd len z
dvoch rdznych bodov (x,, yl), (xz, y2). Potom existuje ,Sir8ia funkcia F,
definovand na Uselke s tymito koncovymi bodmi, ktord je tam spojitéd a JjeJ ab-
solitna hodnota nikde neprevys3i najviiEsie z &fsel ’f (xl, yl)l ’ lf (x2, yZ)L

Takouto funkciou je napr. linedrna funkcia vzdialenosti bodu na Usel-
ke od bodu ( x,, y), danéd vzorcom:

(x - xl)2 + (y - y1)2
F(x, y) = f(xl, yl) + - . [f‘(xz, yz) -
(x, = x1)2 + (y2 - yl)2

- f (xl, yl)] ’

ktoré m4 vSetky uvedené vlastnosti. Tento vzorec definuje tzv. liredrne roz3ire-
nie funkcie f, 2z koncovych bodov uUselky na celd iselku.

b) Nech f Je spojité funkcla v obore o, ktory sa skladd z niekto-
rych vrcholov ‘a pripadne z niektorych strén nejakého obdiznikse @ a nech Je
viade | £ (x, y) |$M pri vhodnom &fsle M. Potom existuje Zir3ia funkcia
F, definované na celom obdIZniku @ , ktord je tam spojitd a vSade spina ne=
rovnost | F (x, y)| £ M.

Vskutku, funkciu F definujeme predov3etkym v bodoch oboru o, v kto-
rfch jej prisdidime tie isté hodnoty, aké mé funkcia f. Ak nie je f defino-
vand vo v3etkych vrcholoch obd{Znika w , prisidime jej v nich Yubovolné hodno-
ty neprevysujice absolutne ¥{1s8lo M. Tym je funkcia F definovand vo v3etkych
vrcholoch a pripadne na niektorjch strandch obdiZnika & . Ak nie je definované
na v8etkych stranédch, roz3irime jej definfciu linedrne z koncovych bodov kaZdej
strany, kde nie je definovand, na celd stranu. Funkcia F mé tym v3etky Ziada-
né vliastnosti,

c) Nech f je spojitd funkcia v obore o, ktorym je nejaky obdlZnik
© a nech je v3ade | f (x, y)I § M; pri vhodnom M. Potom existuje 3ir3ia
funkcia F, definovand v celom uzavretom dv. intervale, skladajicom sa z ob-
df2nika ¢y @ z jeho vnitra, ktoré je v dv. intervale spojitéd a vSade splna ne-
rovnost | F (x, y)| § M.

Vekutku, funkciu F definujeme predovdetkym v bodoch oboru ¢, pri-
sudzujic je} tam tie isté hodnoty, aké mé fukcia <. Dalej zvolime Yubovolne
hodnotu funkcie F v niektorom bode vnutri odeZnika,(xz, yz), napr. v Jeho
strede, dbajic len na to, aby absolitne nepresishla &islo M. V Tubovolnom
inom vnitornom bode (x, y) dv. intervalu prisddime potom funkecii F hodno-
tu, ktord v nom mé jej linedrne roz3irenie z bodov (x39 ¥1)» (x5, ¥5), na
dseku s tymito koncani; pritom je (xl, yl) bod na obdIZniku, v ktorom 1ud
vychédzajici z bodu (x,, ¥,) a prechédzajici bodom (x, y) pretina obdlz-
nik. Funkcia F mé uZ v3etky Ziadané vlastnosti.

d) Nech f Je spojité funkcia v obore o, ktory sa skladd z niekto-
rych bodov (xe , ¥y ), niektorjch Useliek o koncovych bodoch (pr-l’ Yy )
(xey Yp) & (xu,y ¥y_3)s (X ¥y ) & niektoryeh dv. intervalov [x[L_l,

xt,,] x [yv-l' yv] , priZom xt“l’ Xpo Yy -10 ¥y znatla jednotlivé &isla
istych delent
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,C=x-°<x1<»..(xm=p,r=y°<y1<o..<yn=J

nejakych intervalov [cC, P],[T,d‘] a nech je v3ade lf (x, y)| ¢ M. Potom exis-
tuje 3irdia funkcia F, definovand v dv. intervale[«<,f] x [ 7, J ], ktorsd je
tam spojitd a vdade spiha nerovnost | F (x, y)| < M.

Vskutku, funkciu F definujeme predov3etkym v obore ¢ hodnotami
funkcie f. Ak nie je funkcia F defigované vo v3etkych bodoch ( Xpe s Y ),
prisdidime jej v nich Yubovolné hodnoty absolitne neprevy3ujice &fslo M. Ak
nie Je funkcia F definovanéd na v3etkych tisetfkdch o koncovych bodoch (xy- -1
Yy ) (x#, Yp) a (Xee yv-l)’ (x#, Yy ), rozdirime jej definiciu na
kaZdd zvy3ujucu uselku lineérne 2z jej koncovych bodov. Ak nie je konelne funk-
cia F definovand v kaZdom dv. intervale [",u,-l' xH]x [yy_l, yv] , roz3iri-
me JjeJ definfciu na ka%dy dv.interval, v ktorom nie je definovand, z jeho obvo-
du do vnitra spdsobom uvedenym v ods. c. Funkcia F Jje potom definovand v dv.
intervale [, 2] x[ 7,d)] a mé tam Ziadané vlastnosti.

e) Nech f je spojitéd funkcia v kompaktnom normdlnom obore o4 defi-
novanom nerovnostami:

v: £ £ xEp, ulx) £ y g vix)

priom u, v sd funkcle v intervale [, 3] spojité a splhajd nerovnosti

u (x) < v (x) s pripadnfmi vynimkari v ¥fslach&£ , @ , v ktorych mbdZe pla-
tit rovnost 'a nech je vdade |f (x, y)| S M. Potom existuje Birsia funkcia F
definovand v neohranienom dv. intervale O

C: L £ xS P, == < y <+

- WA

ktord Jje tam rovnomerne spojité a v3ade .sp:[?)a nerovnost l F(x, y)l S M. Vskutku,
funkciu F definujeme takto:

£(x, y) pre (x, y) € ¢
F(x, y) = f(x, u(x)] pre LExs P, y g ukx) (3)
f[x, v(x)] pre L 5 x ¢ g+ ¥ 3 vix)

7zrejme je | F(x, y)| €M pre (x, y) € . Prenechdvame Eitatelovi, aby uké-
zal, Ze funkcia F Je'v dv. intervale ¢ rovnomerne spojité.

D. rovaicu y = F(x, y), v ktorej F ' zna¥f funkciu definovani vzor-

com (3), nazyvame prirodzenym rozdirenim d. rovnice (a). Hovorime tie%, Ze
sme funkciu £ roz&8{irili prirodzenym spdsobom na funkciu F,



10, Obory, v ktorych leZia viBetky 41int.
krivky prechéddzajiuce tymZe DbDodonm

UvaZujme o lubovolnej d. rovnici (a) v istom obore o. Nech (§,

%) € O Iubovorny bod. Pri vydetrovani int. kriviek d. rovnice (a) prechd-
dzajdcich bodom (§ ,1) m8Zeme vziat do udvahy len Zasti oboru ¢, v ktorych
leZia int. krivky d. rovnice (a) prechddzajice bodom (§ ,% ). V niektorych
pripadoch nie je obtaZné také &asti oboru ¢ vymedzit. Pripominame, Ze viet=-
ky riedenia prechédzajice bodom (§ ) ), pokial existuju, majd v nom tu istu
smernicu f (§,%) a teda vietky int. krivky prechddzajice bodom (§ »9,)
wajd v tomto bode spolodnd doty&nicu o smernici ¢ (S » % )e

Oznalme J(x) otvoreny interval, ktorého jednym koncovym bodom :jeg
a druhym Yubovolné ¥{slo x # j . Delej ozname o (x) mnoZinu vietkych bo-
dov oboru o, ktorych dselka leZf v intervale J(x); m(x) Je teda prienik
oboru ¢ a dv. intervalu J(x) x (=ee,m),

Je zrejmé, %e ked bodom (5 ,@) prechddzaji rie3enia d. rovnice
(a) je of(x) #@ pre kaZdé x # § ; ked existuji len riedenia, ktoré do
bodu (j ,‘lL) vchddza ji alebo len teské, ktoré z neho vychédzaji, mdme na mysli
len x<§ , alebo len x > §

Predpokladajme, Ze pre kaZdé x # s (alebo sspon pre ka%dé x <f
alebo x > §f ) Jje o (x) #9 a %e mnoZina hodn8t funkcie £ v obore ofx)
je ohraniend.

Nech u, U sd Yubovolné funkcie definované pre vietky x (alebo pre
vietky x § § , alebo x 2 §) majice v ¥fsle§ hodnotu 9 a vyznalujice sa tym,

%e pre kaZdé &1slo x # f, (alebo x< § , alebo x > f)a (t, y) € o (x) je
ulx) £ £ (t, y) € I‘I(x)

Takymi funkciami sd napr. funkcie m, M majuice v &isle § hodnotu ‘t a v s~
le x# § hodnotyl?: :

(x) =~ dinf £(t,y) M(x) = sup £(t,y)
nr (t,y)€ 0(x) Sl (t,y)e Ox) ’

Viimnime si, %e vYavo od &isla § funkcia m neklesd a M nerastie a vpravo
od neho m nerastie a M neklesé.

Pripustime, %e 4. rovnica (a) mé rielenie y prechddzajice bodom
(§,9%) definované v nejakom intervale Jj. Potom v kaZdom &isle t € JN Jj(x)

Je

u(x) § f (t, y(t)) & U(x)

15 inf £(t,y) .
(t,y)e O(x) znal{ dolnd hranicu hodnét funkcie f v obore 0/(x);
podobne sup £(t,¥)  nornd hranicu. Pozri (4] _ str. 53

(t,y) € O(x)
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Aplikujic vetu o prfrastku na funkcimn y v Yubovolnom intervale[f ) X ] y kde
§# x €J, dostaneme

y(x)-t=f(’t’,y('t’))(x-§) (t’ejf\.j(x))

Odtial a z predchéddzajucich nerovnostf vyplyva pre x € j:

(x =§) Ulx) & y(x) =9 £ (x-f)Ux) pre x £ f,
(x =§) ulx) ¢ y(x) =% 2 (x -§) U(x) pre x 2 §°
Tym eme zistili, Ze int. krivka .y leZ1 medzi krivkami

Y+ (x-§) ulx) a’t-ﬁ(x-f)U(x) (1)

pripomenme, %e tieto krivky sd definované pre vietky x (alebo pre vZetky
xig,alebo x=§)°

Vidire teda, 2e v3etky int. krivky d. rovnice (a) prechddzajice bodom
(§,2) 1le%ia v obore medzi krivkami (1). Najm4 ked funkcia f Jje v obore o
ohrgnifend, takZe tam spina nerovnosti

M % f(x,y) $M

8 vhodnymi &fslami g¢, M dostdvame tieto vysledky:

Ked & = M, te.j. ked funkcia f mé v obore o kondtantnd hodno-
tu i, je ka%dé int. krivka d. rovnice (a) prechédzajuica bodom (j » ) Cas-
tou priamky prechédzajucej bodom ( § ,% ) e majicej smernicu Mo

Ked M < M, leZia vZetky int. krivky d. rovnice (a), prechddzaju-
ce bodom (5 ,"L) v Yavom a v pravom klinovom obore, ktorého vrchol je bod
(5 ’ 7&) a ktorého strany maji smernice g , M' sarozrejme v pripade, %Ze vr-
chol je pravym (Tavym) koncom niektorej int. krivky, uplatnuje sa pre nu len
Yavy (pravy) klinovy obor.

V3imnime s8i, %e ked funkcia f wmé niektord z uvedenych vlastnost{
v nejakom obore 0'0 C 0, platia prisludné vysledky pre Ziastky rieZenia,
ktoré leZia v obore 0. ’

Priklad. UvaZujme o 4. rovnici

a x3y

4 »

(a )
x4+y2

«
n

v ktorej a znal{ Tubovolnd kon3tantu a ktorej oborom je celd rovina. Fritom
sa dohodnime na tom, %e funkcia na pravej strane, ktord oznalme f, méd v bo-
de (o, o) hodnotu o.

Pokisme sa vymedzit Zast oboru funkcie f, v ktorej leXia v3etky int.
krivky 4. rovnice (a’) prechéddzajuice bodom (0,0). Je zrejmé, %Ze tokéto int.
krivky existujui; napr. krivka 3(x) =0, x € (-0

)e



Ked a =0 Je funkcia y(x) =0, x € (- o9 c0) g jej %asti preché-
dzajice bodom (0,0), zrejme jedinymi rie3eniari prechddzajicimi tymto bodom,
takZe v tomto pripade je nada otdzka nezaujimavé.

Nech teda a # 0. Nadv3zujic na predchfédzajicu dvahu, oznalme j(x)
otvoreny interval s koncovymi bodmi O a8 Yubovolnym ¥{fslom x # 0 a C(x) dv.
interval j(x) x (= o=,0°), UkéZeme, Ze mnoZina hodnét funkcie f v obore
®(x) Jje ohraniZend a urZ{me prisludné funkcie u, U.

Zrejme zo vzorca, ktory platf pre v3etky ¥Isla x, y.

o £ (xz-y)2=x4+y2-2x2y

vidfme, %e ked x, y nie si sulasne nuly, Jels
2
2x
1s —1 g1
x4+ 2

odtial plynd pre vietky &iska x, y nerovnostil7

[al | al
- — | x| % f(x,y)é-z-lxl

tak¥e pre x # 0, (t, y) € o(x) méme

fal lal jal lal
- e olx, < = -—oltl é f('v, y)§ e 'tl € ==, ,x’
2 2 2 2

Z tychto vzorcov uf vyplyva, Ze mnoZina hodndt funkcie f v o(x) Jje

ohranifend, a to zdola &{slom - -—2- . lx| a zhora &islom —-2-— . IxI.,

Ostatne, z toho, Ze funkcia f mé v keZdom bode (t, + sgn a . t . |t]| )18
- lal lal

hodnotu + > [t vidime, Ze ¥fslo (m(x) => -y [ x| Je dolnou hra-

|al
nicou a (M(x) =) —5— . I x| hornou hranicou funkcie f v obore o(x).

[a] [al
MéZeme teda pouZit vzorec (1), ak zvolfme u(x) = = — |x|, U(x) = — [ x|
2 2

16

Zrejmé Jje druhd nerovnost, prvi nerovnost dostaneme tak, %e sa druhé apli-
kuje na &1sla x, -y.

17
Z nich vidime, Ze funkcia f je v bode (0,0) spojité.

18 '
sgn o0 zne¥f O pre & =0, +l pre £ > 0 a -1 fre £ < O.



vidfme, Ze vBetky int. krivky 4. rovanice (a’) prechédzsjice bodom (0,0) leZia

| al |al

medzi krivkeami - -;- x | x| a -E— x |x|, resp. medzi parabolami o rov-
niciach
|al lal
y==- — x°, y= —2x° (a #0)
2 2

11, Dolné a horné funkcie

UvaZujme op#t o YubovolneJ d. rovanici (a) v nejakom obore o. Nech
u Je TubovolInéd funkcia, definovand v intervale J, ktord sa vyzna¥uje tym,
fe krivka u leZ{ v obore ¢ a Ze funkcia u mé v kaZdom &fsle x €
derivdciu u’(x).

Funkcia u sa nazyva dolnou funkciou vzhladom na funkciu f alebo
vzhladom na rovnicu (a) stru¥ne: dolnou funkciou, ak pre x € J splna nerov-
nost:

u'(x) s £ (x, ulx)) (1)

Podobne sa definuje horng funkcia tym, %e v tejto definfcii nahradi-
me slovo dolné slovom horné a znak £ znakom Z . Pre horni funkciu plati teda
nerovnost

u’(x) 3 £ (&, ulx)) (2)

Napr. je ka%dé riedenie d. rovnice (a) dolnou a si¥asne hornou funk-
ciou vzhYadom na d. rovnicu (a)e.

Da181 d8leZity priklad md%feme uviest v pripade, Ze oborom funkcie £
je nejsky neohranifeny dv. interval j x (~e= , o= ) a funkcia f Jje v'nom o-
hraniené splhajica nerovnosti

s fi(x,y) $M

vhodnymi &{slemi ¢ , M. Potom funkcia dané v intervale J vzorcom «w (x)=
P+ (x-f) g , kde § » 4 znalia lubovolné iisla, § € J Je dolné
a v(x) =% +(x-§).M hornéd funkcia vzhladomw na f£.

VS8imnime si, Ze &ast kaZdej dolnej alebo hornej funkcie vzhledom na
rovnicu (a), definovand v nejakom intervale menZom neZ J, Je opédt dolnou
alebo hornou funkciou vzhladom na d. rovnicu (a)e.

Za dZelom lah3ieho vyjadrovania nazvime dolnou (hornou) Zastou oboru
o/ vzhladom na krivku- u strudne: dolnym (hornym) oborom mnoZinu vdetkych bo-
dov (x, y) € O, vyznalujicich sa tym, %¢ x € j a y < ulx) [y32
2 u(x)] . Ndzorne povedané, dolny (horny) obor sa skladd zo vBetkych bodov
oboru ¢, ktoré leZia pod (nad) krivkou u a na nej. Je zrejmé, Ze spololny-




x\

vl bodmi dolného a horného oboru sd préve len body na krivke u. Dolny (hor-
n#) obor vzhladom na u oznadujeme o, [ o' ].

Predpokladajme teraz, %Ze u je dolnéd funkcia vzhladom na d. rovanicu
(a). UkéZeme, Ze plat{ té4to veta:

Xed funkcia f(x, y) vo v3etkych bodoch (x, y) € % [(x, y) € ouJ
spina nerovnost

£fix, y) 2 £ (&, ulx))

potom kaZdé int. krivka d. rovnice (a), ktord vychddza z (vchddza do) niekto-
rého bodu oboru oY [ v, ],1e%2f, pokial je definovanéd v &asti intervalu J,
celd v obore oV [°h] , teje leZ{ celd nad (pod) krivkou u, pripadne na
neje

Dékaz. Uskuto&nime ho napr. v pripade, Ze funkcia f mé Ziadany vlast-
nost v bodoch oboru oh. Pripustime, 2e existuje riedenie y d.rovnice (a),
definované v istom intervale J, C J, ktoré vychéddza z niektorého bodu
(f,%) € oY, takZe fe J, a uf)gy (f) ate o int. krivke y
naSe tvrdenie neplati. Potom v istom &f{sle ( 5 <) xy € J, Pplat{ nerovnost:

u(xq) > y(xl)

Z tejto a z predchddzajicej nerovnosti a zo spojitosti funkcif{ wu, y
usudzujeme, Ze existuje &1islo X, e[g; xl), ktoré sa vyznaluje tym, Ze u(xo) =
= y(x,) a v keZdom &fsle x € (x,, Xy] Je u(x) > y(x). Dalej vidime, Ze

v intervale [x_, x;] platia vzorce

u'ix) § £ G,ulx)) & f &, y(x) ) = y'(x)

+ takZe Je '[_u(x) - y(x)]'_s, O. Z.tejto nerovnosti usudzujeme, Ze funkcia u -y
v intervale [xo, xlj nerastie a odtial vzhladom na vztahy u(xo) - y(xo) = 0,
x, < X, vychddza ‘u(xl) - y(xq) € 0, &o odporuje definfcii ¥isla x,.

Désledkom tejto vety je poznatok, Ze za predpokladév v neJ uvedenych
le%{ kaZd4 int. krivka d. rovnice (a), ktord vychéddza z (vchddza do) niektoré-
ho bodu krivky u, pokial je definovand v Zasti intervalu J, celé& v obore

u
o [o,] -
Podobné vysledky platia i o hornych funkciéch.

Nech v Jje YubovoInd hornd funkcia vzhladom na d. rovaicu (a). Po-
dobne ako v predchéddzajucej dvahe by sme dokézali tito vetu:

Ked funkecia f vo vZetkych bodoch (x, y) € o [(x, y) € O%'J
sﬁiﬁa nerovnost

t(ix,y) § £ (&, vix))

potom ka?d4 int. krivka d. rovnice (a), ktord vychddza z (vchédza do) niekto-
rého bodu oboru oy [ov] leZ1i, pokial Jje definovand v Casti intervalu J,

celd v obore @, [‘ov] , teJe le2f celd pod (nad) krivkou v a pripadne na neJ.

-~
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2 tejto vety vidime, Ze za predpokladov v n;J uvadenych leZ{ kaZdd int.
krivka d. rovnice (a), ktord vychddza z (vchddza do) niektorého bodu krivky
v, pokial je definovand v Zasti intervalu J, celé v obore o, [o"],

Zhrnutim predchddzajicich pcznatkov dochddzame k tymto z4verom:

Nech u Je dolnd a v hornd funkcia vzhladom na d. rovanicu (a) de-
finovand v intervale J a nech v kaZdom %¥fsle x € §J Je u(x) = v(x)

(u(x) 2 v(x)] .-

Ked funkcia f splna vo vdetkych bodoch (x, y) € o, [(x,y) € o]
nerovnost

£(x, y) & £ G, u(x))

. & vo vietkych bodoch (x, y) € o' [(x, y) € dv] nerovnost

fix, y) £ f@r, V(x))

potom ka%dd int. krivka d. rovnice (a), ktord vychddza z (vchéddza do) nie--
ktorého bodu oboru medzi krivkami u, v 1leZ{, pokial je definovand v Zasti
intervalu Jj, ¢21l4 v tomto obore.

Oborom medzi krivkami uw, v rozumieme, pravda, obor o’ N v
[0, N 0" ] .
u
Zrejmym dbsledkom tejto vety Jje, Ze ak krivky u, v wychddzaji z
(vchédzajd do) toho istého bodu (§,%) a funkcia f splna predtym uvedené

nerovnosti, potom kaZd4 int. krivka d. rovnice (a), ktoré vychddza z (vchd-
dza do) bodu (§ ,Q_), le2{, pokial je definovand v %asti intervalu J, v cbo-

re uvedzi krivkami u, v.
Predchédzajice vysledky m8Zeme pouZit k dbkazu tejto vety:

Ked funkcia £ pri ka%dom x vzhlsdom na y nerastie (neklesd), pri-
gom (x, y) € o, potom z (do) kaZdého bodu (§ ,%) € o vychddza (vchédza)

najviac jedno rieSenie d. rovnice (a).

Treba podotknit, Ze zmysel tvrdenia je ten, Ze existuje okolie J
sprava (zlava) &1isla také, Ze kaZdé dve rieSenia, ktoré vychddzaji z (vchéd-
dzaji do) bodu (j %), splyvaji v kaXdom x € J, v ktorom si obidve defi-

nované.

D8kaz. Predpokladajme napr. %2¢ f(x, y) vzhYadom na y nerastie. Pri-
pustme, Ze z 1stého bodu (§,%) € & vychddzaji dve int. krivky u, v  defi-
nované v istych okoliach sprava &isla 5 3 oznadlme Jo prienik tychto okolf.

Potom méme tuto situdciu:

Cast funkcie u [v] Jje v intervale J, vzhladom na d. rovnicu (a)
dolnou funkciou; platia nerovnosti

£(x, ) 3 £ &, ux)) pre x €4y, (x,y)€ o

f(x, y9¢ ¢ (%, v(x) ) pre X € jo, (x, y) € o
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Cast funkcie v [u] v intervale Jo Je integrélom d. rovnice (a) vychddzaji-
cim 2z bodu (j,@)éou[(j,@)tov]. .

PodYa uvedenych viet plynd odtial pre x € Jo nerovnosti
vix) 2 u(x) [u(x) 2 vix)]

takZe je u(x) = v(x).

Priklad. V d. rovnici
3

4 .
y = 8sgn x . v \'

ktorej oborom je celéd rovina, vyznaluje sa funkcia na pravej strane tym, Ze

v kaZdom &{sle x § O vzhladom na y, rastie a v kaZdom &1sle x = O kleséd.
M8%e vtedy do bodu (0,0) vchddzat a z neho vychédzat najviac jedno riedenie
d. rovnice. Jedno rie3enie bodom (0,0) skuto&ne prechédza, totiZ y(x) = O,

x € (- o, > ), Vidime, Ze Je to jediné rieSenie nadej d. rovnice, prechd-
dzajice bodom (0,0). "

Pozndmka. V pojme dolneJ a hornej funkcie Jje obsiahnuty predpoklad,
%e prisludné funkcie majd derivdciu. Tento predpoklad moZno zov3eobecnit tym,
fe sa vyZaduje len existencia derivicie sprava (D,) a zlava (D_). V tomto pri-
pade vystupia pre dolné funkcie mieato nerovnosti (1) vztahy

D, u(x) § ¢ [x, u(x)] , D_u(x)s ¢t [x, u(x)]
a pre horné funkcie miesto (2) vztahy
D, qu) g f [x, wx)}, D_ux)z £ [x, u(x) ]

D4 sa ukdzat, Ze aj pri tejto v3eobecnejlej definfcii zostdvaji v plat-
nosti predtym uvedené vety. c

Dokonca Jje moZné robit obdobné udvahy aj v pripade, Ze sa o dolnych
a hornych funkcidch predpokladd len spojitost a prislu3né nerovnosti sa poZadu-
Ju pre derivédcie v B8ir3om zmysle (dolné a horné, zlava a spravql:)

12 Transformédcia premennych

V teorii d. rovnfc sa Zasto pouZiva operédcia, ktord sa oznaluJje ako
transformdcia premenryigh. JeJ obsah spodiva v tom, Ze sa k danej d. rovniei pri-
rad{ novd d. rovnica tek, aby integrédly obidvoch boli v jédnojednoznalnom zo~
brazen! a dva priradené integrdly boli JednojednozneZne na seba zobrazené bodo-
ve. Z vlastnost! integrilov jednej d. rovnice a pouZitého priredenia sa potom
usudzuje na vlastnosti integrdlov druhej.



UvaZujme o d. rovnici
y‘ = £(x, y) (a)

_prifom o funkcii f a jej defini¥nom obore & nerobime %Ziadne predpoklady.

Predpokladajme ale, %e mnoZ2ina ¢ Jje Jjednojednoznalne zobrazend bo-
dove na istd mnoZinu 0. Body (X, Y) mnofiny O nech sdvisia s bodmi (x,y)
mno2iny o vzorcami

X =9 (x, y) x =$ (X, Y)
(1)
Y=’f’(x, y) y="i"(X. Y)

ktoré definuji spomenuté jednojednozna¥né zobrazenie mnoZiny ¢ na O a inverzné
zobrazenie mnoZiny O na o. Predpokladajme, %e funkcie ¥ , ¥ majd v o~
bore ¢ spojité parcidlne derivécie prvého rédu a podobne funkcie ¢ , ¥ v o-
bore 0. Okrem toho predpokladajme, Ze hodnoty funkcie

(f‘x + ‘?'y . f (2)

v obore ¢ sd bud vZdy kladné, alebo vZdy zéporné.

UvaZujme teraz f\.{nkciu F, ktord je definovand v obore O vzorcom

Ve 0 90 0 ¥ (x, 9) o £(x, 9)
F (X,Y) =

Py (xo ¥) + @'y (x, 3) o £(x, ¥)

kde (x, y), (X, Y) sd dva odpovedajuce si body.

. Zo vzorcov (1) vyplyva, Ze hodnoty parciélnych derivécif{ funkcifi
¥, ¥.$.¥ v kaZdych dvoch odpovedajicich si bodoch splnaji rovnice:

P Fxe fy ¥yom1 o ¥y P e BV

X

1

X

]
o

‘F‘x Q‘Y*' (F’y Y'Y =0 ?’x ‘P'y + qb‘y ‘?‘y

Py ¥x+ ¥y Yy =0 . y Py + ¥y ¥, =0

‘f"x Q\I ' v‘y Y‘Y =1 V'x (‘ry * y,Y v'y =1
Dalej rahko vidime, Ze hodnoty funkcie

é‘x + Q‘Y « F |

v obore O sl tieZ vidy bud kladné, alebo vidy zdporné a Ze plati vztah:
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Y'x (xi Y) + Y'Y (X, Y) « F (X, Y)

f(x, y) = , :
' ¥, 1+ ¥yx, V) . F (X, 1)

Nech teraz y Jje Yubovolné rieSenie d. rovnice (a) definované
v nejakom intervale Jj. Potom funkcia ¥ [x, y(x)] mé v kaZdom ¥fsle x € J
derivédciu a t& je bud vZidy kladné alebo vZdy zépornd, pretoZe to isté plati o
funkcii (2) v obore ¢. 2Z toho usudzujeme, Ze funkcia‘fﬂx, y(x)] Je v inter-
vale J spojitd a v nom stupa alebo klesd; jej hodnoty tvoria teda interval J,
v ktorom existuje inverznd funkcia.

Definujme v intervale J funkciu Y(X) takto:

X=\ Q:, ¥y(x)) X)) = ‘f"(x. y(x))

Potom obidve krivky (x, y(x) ), x € § a &, ¥Y(X)), X€J st
na seba jednojednoza¥ne zobrazené vzorcami (1); sdradnice dvoch odpovedajucich
s8i bodov suvisia spolu podlra préve napisanych vzorcov a siulasne splnaji rovni-

ce
x=% &, Y(¥), yx) =Y &, ¥(x))

Funkcia Y md v kaZdom &{sle X € J derivéciu, ktord je dand vzor-
com

?'x (x! y(X)‘) + \P.y Cxt y(X)D . f (xt y(x)>

‘FX G‘s y(X)) + ?'y Cx, y(x)).f@, y(x)> =F@, Y(X)>

Y (X) =

v ktorom Q:, y(x))a @, Y(X)) znalia odpovedajice si body. Odtial vyplyva,
e funkcia Y Jje rieSenim d. rovaice

Y = F(X, Y) (A)

Zo sdmernosti vzorcov usudzujeme, Ze naopak ku kaidému riedeniu d. rov-
nice (A) Je transformidciou (1) jednojednoza’ne priradené isté riesenie d. rov-
nice (a) a medzi tymito riedeniami je definovand jedno jednozainéd bodovd pri-
radenost.

~

D. rovnice (a) a (A) sd vzhTadom na transformdciu (1) ekvivalentné
v tom zmysle, Ze si ich rieSenia jednojednozna&ne odpovedaji a dva odpovedaju-
ce sl integrély sui transformédciou jednojednoznaine na seba bodove zobrazené.

Hovorime, Ze¢ transformiciou, slebo substiticiou premennych (1) prejad
d. rovnice (a) a (A) Jedna v druhd. Z vlastnostf integrdlov Jjednej 4. rov=~
nice a transformdcie usudzujeme na vlastnosti integrdlov druhe].

Napr. transforadciou

X==-xy, Y=y; ==X, y=1

prejdd d. rovnice
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y = f(x, y), ¥ == f(-X, Y)

Jedna v druhd a ich definiZné obory sl sumerné vzhladom na o0s y. Ked napr.

2z niektorého bodu defini¥ného oboru vychddza isté rie3enle jednej d. rovnice,
tak potom do odpovedajiiceho bodu v defini&nom obore druhej d. rovnice vchédza
riefenie tejto d. rovnice, ktoré tamtomu odpovedd. Viimnime si tie%, Ze ked ne~-
Jakd funkcia u Je dolnou (hornou) funkciou vzhladom na prvd d. rovnicu, Je
funkcia U definovand vzorcom (U(X) = u(x) hornou (dolnou) funkciou vzhladom
na druhd.

Iny uZitolny priklad je transformdocia danéd vzorcami:
X=y9, ¥=x3 x=Y,. y=X

ktord kaZdd bodovdi mnoZinu zobrazuje jednojednoznaZne na mnoZinu suimernd vzhla-
dom na priamku, ktoré rozpoluje uhol kladnjch polosf. Ked funkcia £ Je bud
vZdy kladné alebo vidy zépornéd, m8Zeme aplikovat predchddzajicu dvahu a vid{ -
me, %e transforméciou prejdd d. rovnice

1
£(Y, X)

4 L4

y =£kx,y), Y =

X jedna v druhy; ich definiZné obory su vZak sumerné vzhladom na td priamku.
Ka%d4 int. krivka jednej d. rovnice sa zobrazi transforméciou na krivku dand
funkciou inverznou a t4to krivka je int. krivkou druhej d. rovnice.

Priklad. UvaZujme op#t 4. rovnicu

y = , a#0 : (3)

ktord sme mali v ods. 10. Pripomenme g8i, %e jej oborom je celéd rovina a Ze hod-
nota funkcie na pravej strane v bode (0,0) Je O°

V Yubovolnej Zasti roviny, ktoréd neobsahuje body, ktorych idselka alebo
poradnica je nulov4, teda v kaZdej otvorenej Stvrtrovine: x > 0, y> O
x.< 0, y> 03 x<0, y <03 x >0, y <0, Je funkcia na pravej stra-
ne vidy bud kladnd alebo vZdy zéporné.

UvaZujme o Zasti d. rovnice (3), ktorej otorom je napr. otvorenéd 8tvrt-
rovina o : x » o, y > o.

Transformédciou:

X =y, Y=x4; X = \lY, y=X (4)

sa 8tvrtrovina o zobrazi{ jednojednoznalne do seba: O = ¢, Funkecie 50 =Yy,

Y = x4 maji v obore o vietky vlastnosti, ktoré predchddzajica teoria vyZa-
duje, Jednoduchym vypoltom zistime, Ze neda &ast d. rovnice (3) prejde trans=-

forméciou (4) v d. rovnicu v obore X > 0, Y > O:
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, 4 4
Y =2 = Y+ =X (5)
aX a

T4to d. rovnica Je po formélnej strénke podstatne jednoduchdia nei
pdvodnd; z vlastnosti JjeJ integrélov a transformécie (4) mdZeme ysudzovet na
vlastnosti integrélov 4. rovnice pdvodneJ. )

CviZenie. V pripade a = 4 mé d. rovnica (5) rie3enie dané vzorcom

1(X) = x2

+ 2cX, (X >0)
kde c 2 o Jje Yubovolnéd konStanta. Odvodte z toho, Ze Zast d. rovnice (3),
ktorej oborom je otvorend 3tvrtrovina x » o, y > 0, uwd riedenie

y(x) = =c¢c + c2+x4, (x > o)

Vietky tieto rie3enia, ur&ene jednotlivymi hodnotemi kon3tanty c,
smerujd sprava do bodu (2,0). Je zrejmé, %e su rieZeniami d. rovnice (3); u=-
ké%te, 2e kaZdé z nich sa d4 roz3{rit do bodu (0,0). Urobte podobné uvahy o
gastiach 4. rovnice (3) v ostatnych otvorenych 3tvrtrovindch, Zistite, Ze
bodom (0,0) prechddza nekonelne mnoho rie3enf d. rovnice (3), ktoré sui dané
vzorcom

2 4)

y(x) =+ (¢ = Je© + x7);, x € (~o0, o0)

TieZ y(x) =0, x € (= os yo) e riesdenfm d. rovnice (3), preché-
dzajicim bodom (0,0). Situdcia je znézornend na nasledujicom obrézku

L
y? PR
QIQ/O
=
0 X
S\ \ O
LN

Obr. 7

viimnite si, %e dal¥ie riedenia d. rovnice (3) prechédzajice bod>m
(0,0) sd dané vzorcami

x (ey = \‘C§ + x4) alebo O pre x 3 O

x (c, - c§+x4) alebo O pre x 8 O

y(x) =



v ktorych ¢y =2 0, ¢, 2 O =znalla TubovolIné kondtanty. 2z tychto dvah nevyplyva,
%o by sndd nemohli existovat eSte daldie integrély 4. rovnice (3), prechédza-
Jice bodom (0,0). VBetky integrédlne krivky prechddzajiice bodom (0,0) 1leZia
medzi parabolami o rovniciach y = - 2 xz, y =2 x2 (ods. 10).

2. Systémy funkcii jedne] premennej

13. Z4dkladné vlastnosti

V nasledujicich niekolkych odsekoch vyvinieme krétku teoriu o systé-
moch funkcif jednej premennej, ktord je velmi uZito&né pre teoriu studovangch
d. rovnic.

Majme Yubovolnd neprézdnu mnoZinu Y funkcif jednej premennej, ktoré
si definované v istom spolodnom intervale Jj. MnoZinu Y nazyvame tieZ gysté-
mom Y. !

Nech m Je Yubovolnéd neprédzdna podmnoZina intervalu J : m ¢  Je.
Budeme hovorit, Ze funkcie systému Y sd spola rovnomerne ohranifené na mnoZi-
ne_ m, ak existuje &fslo A > 0O také, Ze hodnota kaZdej funkcie vo vhodnom

lsle x, € m spina nerovnost

l y (xy)|

Vidime, Ze této vlastnost je dediln4, t.j. ked funkcie systému Y su
na mnoZine m s8spola rovnomerne ohranilené, potom tu istd vliastnost majui tieZ
funkcie kaZdej neprézdneJ podmnoZiny mno%iny Y. Funkcie systému Y sdi na
mnoZine m spola rovnomerne ohranifené napr. vtedy, ked mno%ina ich hodndt v
niektorom &1sle mnoZiny m Jje ohranilené.

Dalej budeme hovorit, %e funkcie systému Y su rovnomerne ohranifené
na mnoZine m, ak existuje také &fslo B > O, Ze hodnota kaZdeJ funkcie
y€Y v kaXdom &{sle x € m spiﬁa nerovnost

| yax) | £8B

Tie% tdto vlastnost Je dedilné.

Vidime, Ze funkcie systému Y sd na mnoZine m rovnomerne ohranile-
né, si tam aj spola rovnomerne ohranilené. Okrem toho mnoZina ich hodndt v kaZ~
dom &fsle mnoZiny m Je ohranilené.

Napokon definujeme dbleZity pojem rovnomocnej spojitosti funkcif systé-
mu Y na mnoZine m takto:

Funkcie systému Y sa nazyvajud rovngﬁocne spojité na mnoZine m,
ked ku ka%dému ¥fslu £ > o existuje &fslo d> o0 také, Ze kaZdé funkcia
y € X splna v kaZdych dvoch &fslach x, x° € m, pre ktoré je Ix - x ] < C{:
nerovnost
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