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sup | u(x) - vix)| = sup {Imax [ulx), vix)] - min t:u(x), v(x)[}
X€ : o

alebo

P (uyyv) =p(ucv, unv)

Vidime, Ze v kaZdom systéme funkcif, ktory je zvizom vzhladom na pri-
rodzené &iasto&né usporiadanie a mé uvedend vlastnost a je sulasne metrickym
priestorom s prirodzenou metrikou, je vzdialenost kaZdych dvoch prvkov t4&
ist4 ako vzdialenost ich hornej a dolnej hranice.

3. Vlastnosti systémov rieSenf d. rovnice '

200 Vlastnosti metrickf@é

UvaZujme o d. rovnici
y' = £(x, y) (a)

v nejakom obore o a predpokladsjme, Ze mé& rie3enie definované v urditom in-~
tervale Jj.

Platia tieto vety:

1. Nech Y Jje Tubovolny systém rieZeni d. rovnice (a) definovanych
v intervale Jj. Ak funkcia f Jje v obore o ohranilend a ak interval J
je ohranideny a funkcie systému Y sud spola rovnomerne ohranilené, potom
gystém Y  Jje normélny. ' )

Vskutku, funkcie systému Y wmajd v intervale J derivécie, ktoré
si vzhladom na predpoklad o funkcii £ rovnomerne ohranidené. Sprdvnost tvrde-
nia teda vyplyva z vysledkov v ods. 14.

Této veta obsahuje, Ze za predpoklsdov v nej uvedenych existuje v kaZ~-
dej postupnosti funkcif systému ¥ aspon jedna &iastoZnd postupnost, ktoré
Je v intervale j rovnomerne ceuchyovsakd; jej limita je v intervale J rov-
nomerne spojité. '

7 hlediska prirodzenej metriky je systém Y relativne kompaktny.
2. Nech

Y1 Y21 e

je Tubovolné postupnost rieSenf{ d. rovnice (a) definovanych v intervale Jj,
ktord je v tomto intervale rovnomerne cauchyovskd a teda tam méd urditd limitu y;
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nech krivka y 1leZf v obore . Ak funkcfia f Je:v obore ¢ rovrnomerne spo-
Jité, potow funkcia y Jje rieZenim 4. rovnice.

Vekutku, nech & > o Jje YubovoIné ¥i{slo. Z predpokladu o funkcii ¢
usudzujeme, Ze existuje &1islo d >0 také, Z%e pre kaZdé dva body (x, y),
(x,.y°) € o, ktorjch suradnice spinaju nerovnost |y - y'I<d , platf vzo-
rec

| £(x, y) - £(x, y) I <E

0 ka%dom %{sle x € Jj, plati, Ze body (x, YL (x)), Cx, y(x)), L =
=1, 2, essee 1leZia v obore o a pre celkom v3etky £ plati nerovnost

lyg () =yx) | <d

a teda aj vzorec . .

| £G, v 0 - 2G, v ) 1< €

Vidime, Ze postupnost
f@o yl(X)): fﬁ!, 32('3‘))’

‘mé v intervale J rovnomernd limitu f@, ¥,(x). PretoZe funkcie Y 88
rieSeniami 4. rovnice (a), usudzujeme, %e postupnost

yi(x), yé(x) y oo

mé v intervale J rovnomernu limitu fQ:, y(x)) Odtial vyplyva, Ze existuJe
y'(x) aje y'(x) = f(x, y(x))

Poznamenajme, %e poZiadavka, aby krivke y 1leZala v obore ¢, je
splnend, ak obor o Je uzavrety. Vidime teda, Ze ok definilny obor d. rovni-
ce (a) Jje uzavrety a funkcia f je v nom rovnomerne spojité4, potom limita
v kaZdej v istom intervale cauchyovskej postupnosti rie3eni{ d. rovnice (a)

Je vtomto intervale rie3enim d. rovnice (a). V tomto pripade Je vtedy systém
vietkjch riedenf d. rovnice (a) definovanych v nejakom intervale, z hYadiska
prirodzenej metriky dplny.

21, Vliastnoeti zvédzové

d UvaZujme opdt o d. rovnici (a) v nejakom obore o’ a predpokladaj=-
me, fe tdto d. rovnica mé riedenie definované v uritom intervale j.

'Predovéetkym dokéZeme, Ze platf veta:

Nech ORI sd rieSenia 4. rovnice (a) definované v intervale J.
Potom obidve funkcie Y, y definované v intervale j vzorcami
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Y(x) max [yl(x), yz(x)]

¥(x) min [yl(x), yz(x)]

sy tieZ rie3eniami d. rovnice (s8).

. Doké¥eme tvrdenie napr. o funkcii Y. Nech x € j Jje lubovolné
&{slo. Méme ukézat, Ze plat{

Y (x) = £x, Y(x)

Teda, bud je y,(x) § ¥o(x), alebo yy(x) = y,(x).

.V prvom pripade nech plati napr. yl(x) > yy(x). Totom Vv istom oko~-
11 ¥fsla x platf nerovnost y;(t) > y,(t), tekZe v nom je ¥(t) = yj(t).
Odtial vyplyva, Ze Y (x) = yi (x)_= £ (x, yq (x) ).

V druvhom pripade existuje ku ka?dému &f{slu € > o &1islo d> o ta-
ké, %e v kadom &fsle t € j, pre ktoré platf o <|t - x| <d , méme

yl(t) - yl(x) y2(t) = ¥o(x)

- fQ" yl(x»| < & I - f@“ yg(xD

t -x

< €

t - x

V tychto vzorcoch mb¥eme pisat Y(x) miesto yl(x) a y2(x), lebo podla
predpokladu je y,(x) = y2(x) = Y(x). 2 nich vyplyva, %e v ka?dom &isle
t(# x), ktoré vyhovuje nerovnosti |t - x|<d, je

Y(t) - Y(x)

-G, T | < ¢

t - x .

lebo "Y(t) Jje Jjednym z &isel yl(t), yz(t). Vychédza teda Y (x) = f(%, Y(xi)
a ddkaz je uskutodneny.

Obsah tejto vety mbZeme vyjadrit tieZ tym, Ze horné s dolné hranica.
kaZdych dvoch rieZen{ d. rovnice (a), definovanych v tomZe intervale, Jje
op&t rieSenim d. rovnice (a); pritom méme na mysli zvidzové pojmy hornej a cdol-
nej hranice y;hradom na prirodzené &iastod&né usboriadanie funkcif. Z tohto vy~
sledku vyplyva, Ze systém v3etkych rieenf{ d. rovnice (a) definovanych v tom
istom intervale, je zvézom (vzhladom na prirodzené &iasto¥né usporiadanie funk-
cif).

Teraz p8jde o to, aby sme predchédzajici vysledok roz3irili na Yubovol-
ny systém rieSeni definovanyjch v tomZe intervale. Roz3{renie (dplnou indukciou)
na kone&ny systém je Yahké a nebudeme ho zv143t dokazovat:

Nech Yy see ¥y sd riedeniami d. rovnice (a) definované v urdit-
tom intervale J. Potom obidve funkcie Y, 5 definované v intervale j
vzorcami

Y(x) max[yl(x), cory ¥p(x)]

y(x) = min [yl(x), ooy ym(x)]

sy tieZ rie3eniami 4. rovnice (a).
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Nech teraz Y Jje .310Yny systém rieZenf d. rovnice (a) definova-
nych v intervale J a nech’t .ento systém vyznaluje tym, Ze mnoZina hodnbt
jednotlivych rieSen{ je v kaZdom &fsle x € j zhora (zdola) ohrani¥end. Potom
existuje supremum (infimum) mnoZiny tychto hodndt Y(x), y(x). V3imnime si,
%e této definfcia funkcii ?, ¥ zahrnuje ako zvlé8tny pripad (ked systém Y
Jje konelny) uZ prv uvedend definfciu funkecif f, Yo

PredovSetkym ukdZeme, Ze ak.funkcia f Je v obore o ohranilend a
vyhovuje tam nerovnosti | f(x, y)| &M, kde M je vhodné nezdporné &islo,
potom obidve funkcie i, y spiﬁajd Lipschitzovu podmienku s konStantou M,
t.j. v kaZdjch dvoch ¥fslach x, x € J§ platia nerovnosti

[¥(x) = Y(x)| & Mix = x|, |5(x) = F(x )| $¥]x - x| (1)

DokédZme tvrdenie napr. o funkcii Y.

Nech "x, x’e¢ 3§ sod YTubovorné ¥fsla. Nech £> o Jje Yubovorné &fslo.
Podla definfcie &fsel Y(x), Y(x') existujd rie3enia y, y, d. rovanice, (a),
ktoré si prvky systému Y a spinajd nerovnosti

0 £ Y(x) - y(x) < —2—

. ) &
OSY(X')-yl(X)< —5—

Nech Y Je funkcia definovand v intervale Jj .vzorcom

Y(t) = max [ y(t), y3(t)]

PodYa uvedenej vety je funkcia Y rieZenfm d. rovnice (a), takZe podla vety
v ods. 6 plati

| ¥(x) - ¥(x*)| € M [x - x7|

Dalej platia nerovnosti

0 £ Y(x) - Y(x) = f(x) - yix) < _%_

-

0°s -Y-(x') -Y(x) S Y(x') - yl(x') < _2—

a tak vidime, Ze platia tieto vztahy:

| T(x) - Y(x )8l Tx) = ¥(x) + ¥(x) - ¥(x) + ¥(x*) - ¥(x")] S
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2 [T - Yo} 4 | x@-1ux)) +[Tx) - 1x)])<

4 &

< — +M[x-x"| + - = E+Mlix-x"1"

Z nich vychédza vzhladom na to, Ze ¥fslo € > o Je lubovolné, prvy vzorec
(1). . .

Dalej ukéZeme, Ze ak funkcia f spina predpoklad predchddzajicej vety
a ak interval Jj Jje kompaktny (t.j. ohranileny a uzavrety), moZno kaZdi funkciu
Y, ¥ aproximovat s IubovoInou presnostou vhodnym riesenim d. rovnice (a),
t.js k Yubovolnému &fslu £ > o existuji rie3enia Y, y d. rovnice (a),
definované v intervale J také, Ze v kaZdom %fsle x € j Jje

| 30 - ¥ [ < £ , |y =T <E (2)

DokédZeme tvrdenie napr. o funkcii Y.

Nech € > 0 Jje Tubovolné &islo. Z toho, Ze interval j Jje kompakt-

ny, usudzujeme, Ze existuje jeho delenie x, < Xy € eee < X ktoré mé nor-

(o} m?

3
mu men3iu neZ 3—- v pripade M > o a Yubovolnd v pripade M = o; . Xg
M

Je Yavy a x, Pravy koncovy bod intervalu Jj. Zrejme existuju rie3enia d.
rovnice (a), Yor oo Iy ktoré sd prvkami systému Y a spInaji nerovnos-
ti:

O s;(xi)-y‘ (xd‘) < —63— (d—:o’ oooo’.m).

Nech Y Jje funkcia definovand v intervale j vzorcom:

Y(t) = max [yo(t), cos ym(t)] -

Z predchédzajicich Uvah vieme, Ze funkcia Y Je rieSenfi{m 4. rovni-
ce (g). UkéZ%eme, %e toto riedenie aproximuje funkciu Y podla vzorca (2).

Nech x € § Jje Tubovolrné &fslo. Cfslo x 1le%{ v ur¥itom interva-
le [xp » X3 +1_] néd3ho delenia. Predov3etkym usudzujeme, prihliadajic ku"
vzorcu (1), Ze plat{f nerovnost

- - \ ' E
Y(x) = Y(xp) | < —

i (x g ;
dalej vidime, Ze platia vztahy

0% Txp) - Y(xp) 8 Wkp) -y, (xpg) < _‘;-

a nakoniec podla vety o prirastku méme



N
Y(x ) - Y(X) < ——
| Y(xp | 3

Z .tychto vzorcov vychédzaju nerovnosti:

| ¥(x) - Y(x)| =| T(x) - i(xp) + i(xp) - Y(xp) + Y(xp) = Y(x) ]

slix) - ";(xp )|+rY'(Xp ) - Y(xp )+ Y(xg) ~ Y(x) |
3 3 3

ktoré ukazuji, %e tvrdenie je sprévne.

Na zéklade tohto vysledku Yahko zistime sprévnost nasledujuicej vety,
ktoré predstavuje rozdirenie predchddzajicich vysledkov o zvizovych vlastnos-
tiach kone¥nych systémov rie3eni na lubovoIny systém.

Ak funkcia f Je v obhore (& rovnomerne spojité a ohranilend a ak
okrem toho je interval J kompaktny a krivky Y, ¥ 1leZia v obore @, si
funkcie Y, y riedeniami d. rovnice (a).

DokéZeme tvrdenie napr. o funkeii Y.

. Z2a uvedenych predpdkladov existuje, ako je znémé, ‘ku ka%dému prirodze-
nému &fslu Y (=1, 2, ... ) riedenie .Y,y d. rovnice (a), definované v in-

- 1
tervale j také, ¥e v knZdom &fsle x € J jel Y(x) - Yy (x‘)l < 5« Postup-

nost riesendt Y99 Y5, eee Je teda v intervale ' j rovnomerne cauchyovskéd a mé
tam limitu 'Y-; podTa predpokladu le%f krivka Y v obore 0. Na dokon&enie

dékezu stali aplikovat vetu 21l., 2.

Obsah tejto vety mdZeme vyjadrit .tym, Ze za predpokladov v nej popisa=-
nych je hornéd a dolné hranica, pokial eixstuju, kaZdého systému rieden{ d. rov-
nice (a) definovanych v tomZe intervele, opidt jej rie3enim. Poznamenajme, Ze
horné (dolnéd) hranica exi:.tuje vtedy a len vtedy, ak mnoZina hodndt jednotlivych,
riefenf systému v kaZdom &fsle intervalu je zhora (2zd0la) ohranilend;: existu-
J¥ najmd vtecy, ked systém rieden{i je normélny. )

22, Systémy rie8endi prechéddzajldicich
‘ danym bodomn

Déle¥ity vyznam v teorii d. rovnice (a) majd systémy skladajice sa
zo0 v8etkych rie%en{ d. rovnice (a), ktoré prechddzaji danym bodom.

t Nech (§ ,%) € o Jje Yubovolny bod a predpokladajme, Ze nim preché-
dzajd riedenia d. rovnice (a). Ozna’me Y systém vdetkych rieden{ d. rovni-
ce (o), ktoré prechddzajd bodom (5§ ,% ), tak¥e Y # &. Pripomenme, Ze .
jednotlivé riedenia y € Y existujui v rozmanitych intervaloch, ktoré
zrejme v3etky obsahuju &islo f a Ze spolu s kaZdym riedenfm y € Y pa-
txfi do systému Y kaZdd last rie3enia prechéddzajica bodom ( f,'z )e
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Medzi rieleniami systému Y mbZe byt integrél g, definovany v is- ‘

tom intervale, ktory integrél je vyzoadny tym, %e jeho hodnoty v porovnani s hod-
notami Yubovolného rieSenia y € Y v &fslach, v ktorych obidve riesenia g,
y existuju, si vZdy men3ie, lebo sa rovnaji hodnotém rieSenia y. Integrdl g
sa potom nazyva gg;mengi integrédl prechéddzajici bodom (§ ,4 ), struZne: naj- '

mend{ integrél v bode (f,%).

Obdobne definujeme najvi#i3f integrdl G prechddzsjici bodom (§ ,%2),

stru¥ne: najviéids{ integrdl v bode (j +»% )y tym Ze jeho hodnoty v porovnani
s hodnotami YTubovolného riedenia y € Y v &islach, v ktorych obidve rie3enia
G, y existuji, si vidy viél3ie, alebo sa rovnaju.

Integrély g, G nazyvame sihrnne krajné, alebo extrémne integrily
pﬁechédzaiﬁce bodom (5 ? ), stru¥ne: krajné alebo extrémne integrdly v bode

(§,7)s

Tahko vidime, %e ak d. rovnica (a) uwé len jedno riesenie prechéddza-
Jdce bodom (j ,?), definované v ne jalkom infepvale J, potom toto rieSenie
je sdlasne najmen3im a najviisim integrdlom v bode (j y); neopak, ak.d.
rovnica (a) mé riedenie prechédzajice bodom (§,%), definované v nejakom
intervale . j, ktoré je sufasne najmend3im a najvi&Sim integrélom v bode (§ ')
potom toto rieSenie je jediné, ktoré prechédza bodom (¢, h) a je definovanél
v intervale J.

Podobne, ako sme definovali krajné integrdly v bode (§ r?,), defi-
nujeme tzve. kra'né zlo¥ené integrdly v bode (§,%). '

Medzi rie§eniam1 systému Y mlZe byt integrdl h (H), definova-
ny v tom istom intervale, ktory integrdl je vyznamny tym, Ze jeho Cast v Z{is~
lach x £ §{, poklal existuje, je najmen¥im (najvdisim) a v &islach x £ §
pokial existuje, najvéé3im (najmen¥im) integrélom systému Y. Integrdl h
(H) sa potom nazyva dolnj (hornf) zlo¥eny integrdl prechddzajici bodom (§ ,% )
strutne: dol hor zloZeny integrdl v bode (§ ,%); sidhrnne potom tieto
integrdly nazyvamec krajné alebo extrémne zloZené integrdly prechddzajice bodom

(3 ' 1)y strufne: krajiné alebo extrémne zloZené integrély v_bode (§,%).

Vlastnosti irajnjch zloZenych integrédlov v bode (S »H ) - sd samozrej-
me dané vlastnostamli najmendfch a najvitsich integrélov v bode (§,7).

4. Porovndvacie teorémy

D an s e e e s B - > wn o e

23, Metoda indukcie v Xontinuu

V d8kazoch porpvhévacich,teorém, ktoré sd hlavnym obsahom tejto ka-

pitoly, pouXijeme tzv. metody indukcie v kontinuu. Tto metodu vynasiel O,Per-
ron a v mnohych pripadoch preukdzal jej uZitoZnost.

Metdda indukcie v kontinuu Je prevedenim klasickej metody dplae] 1ndu]h
cie 2z mnoZiny prirodzenych &isel na uzavrety interval.
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