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10. O VYZNACNYCH DRUZICH GRUPOIDU.

10.1. Uvodem.

Ackoli nékteré vyznaténé druhy grupoidi, o kterych pojedname, jsou
charakterisovany zvlagtnimi vlastnostmi ndsobeni a vyklad o nich se
primyké k odst. b, pfistoupime k nému teprve nyni, abychom zduraz-
nili, Ze pfedchazejici Gvahy plati pro vSechny grupoidy bez ohledu na
néjaké jejich zvlastni vlastnosti. Pro nase dal§f dvahy jsou duleZité
zejména grupoidy asociativni, dale t. zv. grupoidy s jednoznaé¢nym
délenim a grupoidy s jednotkou.

10.2. Asociativni grupoidy neboli pologrupy.

10.2.1. Definice. Pojem asociativniho grupoidu & jsme jiz vymezili
v odst. 6.7.2, a to vlastnosti, Ze kaZdd uspofidand trojice proka v & md
- jenom jeden soucin, t. j. Ze pro kazdé tii prvky a,, a,, a; € & platirov-
nost a,(a,a;) = (a,a,)a;. Asoctativnt grupoidy se nazyvaji také polo-
grupy.

10.2.2. Zdkladni véta o pologrupdch. Nynf ukizeme, Ze kady aso-
ciativnt grupoid & se vyznaduje tim, %e kafdd uspofddand skupina néko-
lika proks v & md jenom jeden soulin, t. j. pro a,, ...,a, € & (n = 2)
znai symbol a, ... a, pravé jeden prvek v ©&.

Za tim tdelem uvaZujme o libovolném asociativnim grupoidu &.
K dikazu pouZijeme methody Gplné indukce. NaSe tvrzeni je spravné,
kdyz n = 2, nebot v tom pripadé plyne bezprostiedné z definice néso-
beni v &. Zbyva tedy ukazat, Ze plati-li tvrzeni o kazdé usporddané
skuping nejvyse n — 1 prvki v &, kde n znaéi nékteré prirozené ¢islo
> 2, pak plati také o kazdé uspofddané skupiné » prvkia v &. Necht
tedy a,, ..., @, znadi libovolné prvky grupoidu & a predpokladejme, Ze
kazda uspofddand skupina nejvySe n — 1 prvkd v & mé jenom jeden
soutin. Pak kaZdy symbol

Ay, Qg oooOpy Ayllgy Qg oeopy ooy Gy oen Gy, A
znadi zcela urcity prvek grupoeidu &, nebot podle naieho predpokladu
je na p¥. jenom jeden soudin a, ... a, uspofddané skupiny n — 1 prvka
@y, -5 Ay € B. Mdme ukdzat, %e viechny prvky

ay(@s ... ay), (@05)(@s ... Q) oy (Ay ... Qp_y) An (1)
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jsou identické. Za tim Gdelem si viimnéme, %e kaZdy z téchto prvkia je
soudinem (@, ... @) . (@g41 ... a,) uspoiddané dvojice prvki a, ... ay,
Qi1 .- Ay € &, pii SemzZ k znadi nékteré éislo 1, ..., n — 1. Dakaz bude
proveden, kdyZ zjistime, %> kaZdy prvek (1) jest identicky na pf.
s prvnim z nich, t. j. %o pfi kazdém k = 1, ..., n — 1 plati rovnost

(@ o ) @rpr--- @) = ay(@y ... ay). - (2)

Kdyz k = 1, je tato rovnost samozfejma, a proto se miZeme omezit na
piipad £ > 1. V tomto piipads jest a, ... a; soudin uspoiddané sku-
piny alespoii dvou a najvyse n — 1 prvki ay, ..., a; a je tedy podle na-
Seho predpokladu identicky s prvkem a,(a,...ax), takZe vychazf
TovNost (@ ... Ax) (@41 -+ - &) = (@1(@, ... @L)) (B4 - .. @,). Protoie gru-
poid @ jest asociativni, je prvek na pravé strand této rovnosti iden-
ticky s prvkem a,((@; ... a%)(@x+y ... @), t. j. 8 prvkem ay(a,...a,)
& vychdazf (2).

Podobny vysledek plati oviem o uspofddanych skupinich podmno-
zinv .

10.2.3. Disledky zdkladni véty o pologrupdch.

10.2.3.1. Jednoznacénost sloené permutace.

Vyslodek, ktery jsm> pravé dokdzali, ma dalezité pouZiti p¥i skla-
dani nékolika permutaci néjaké (koneéné nsbo nskonséné) mnoziny
prvki. Necht p,, ..., p, (n = 2) znaédi libovolné permutace néjaké mno-
Ziny H. Co rozumime pasrmutaci sloZsnou z permutaci p,, ..., P,
(v tomto pofadi)? V piipadé n = 2 je to, jak vims, sloZené zobrazeni
P.p,. V piipadé n = 3 definujeme pojem sloZené permutace z permu-
taci p,, p,, P, takbo: Pirmubaci sloZsnou z parmutaci p,, p,, p; rO-
zumime kteroukoli z permutaci p,(p,p,), (Psp.)P, & oznadujems ji sym-
bolem pyp,p,; symhol p;p,p, mi tedy vyznam jednak permutace slo-
Zené z permutaci p,p,, P;, jednak permutace slozzné z parmutact
P, PsP2 V pripad3d n = 4 dafinujems psrmutaci sloZsnou z permutaci
Pu P2 P3, Pa takto: Je to kterdkoli z permutact py(p;p.P1), (PaPs)(P:P1)s
(PaPsP.)Py a 0znaBuje s> symbolom p,pyp.p,. Symbol pyp,p,p, mi tedy
vyznam kterékoli z téchto pormutaci mnoZiny H: pu(ps(Psp1)),
Pa((PsP2)P1), (PaP3)(P2P1)s (Pa(PsP2))P1s ((PuP3)P2)P:-

Obacn3, pro n > 2, dxfinujsm> psrmutaci sloZenou z permutaci
P4, .- P, takto: Je to kterakoli z permutact
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Pa(Pr-1 -+ P1)s PrPo-1)Pr—z -+ P1)s -5 (Pn -+ P2)P1s

pii ¢emZ symbol v kaZzdé zavorce znadf libovolnou permutaci sloZenou
z permutaci v ném vyznaéenych, a to v pofadi od pravého konce
symbolu k levému. Permutaci sloZenou z permutaci p,, ..., p, oznacu-
jeme symbolem p,, ... p,. Podle této definice mé tedy symbol p, ... p;
vyznam soudinu uspoiddané skupiny » prvka p,, ..., p, z grupoidu,
JjehoZ pole se skladé ze v8ech permutaci mnoZiny H a nasobeni je defi-
novano skladanim permutacf. ProtoZe o skladani permutaci platf aso-
ciativni zakon (viz 4.5.3), je tento grupoid asociativni a z hofej$tho
vysledku plyne, Ze jest jenom jedna permutace p,, ... p, slofend z permu-
tact Py, ..., p,. Tuto vétu vyjadiujeme také vyrokem, Ze pii stejném
pofadi permutaci nezavisi sloZend permutace na zpusobu sloZeni.
Podle tohoto vysledku obdriime tedy obraz p, ... p,x libovolného
prvku x € H na pi. podle vzorce

Pn o P17 = Pu(Pn-i(--- (Pa(Pr?)) ---)),

t. j. tim zplsobem, Ze uréime nejprve obraz p,x prvku z v permutaci p,,
pak obraz p,(p,x) prvku p,x v permutaci p,, atd. a koneéné obraz
Pa(Pn-1(--- (Po(Ps2)) --.)) Prvku p,_,(... (Po(Ps®))...) v permutaci p,.
Odtud je také bezprostiedné patrno, ze kdyz permutace p,, ..., p, ne-
chéavaji néktery prvek x € H beze zmény, pak totéz plati o sloZené per-
mutaci p, ... Py

10.2.3.2. Slofent permutace z permutact cyklickych.)

PouZijme téchto vysledkd k nékolika poznamkim o permutacich
konaéné mnoziny. Piedpokladejme, Ze se mnozina H skliddd z koned-
ného podtu (= 1) prvki.

Predev$im ukizZeme, Ze libovolnd permutace mnofiny H je sloena
z konedného poltu cyklickych permutact, jejich cykly memaji spoleényjch
proka.

Za tim %idelem uvaZujme o libovolné permutaci p mnoziny H. Jak
jsme vyloZili v odst. 4.4.5, je permutace p vytvoiena koneénym poétem
ryzich cyklickych permutaci pg, ..., pm, t j. existuje rozklad H =
= {a, ..., m} mnoZiny H takovy, Ze kazdy jeho prvek a,...,m je
v permutaci p invariantni a ¢asteéné permutace pg, ..., pm jsou ryzi
cyklické permutace prvki @, ..., m. Necht z znadf libovolny prvek v H
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a qz cyklickou permutaci mno#iny H, kterd je definovdna tim, Ze
zobrazuje kaZdy prvek « € x na prvek pzx a viechny ostatni prvky mno-
ziny H, jsou-li jaké, nechava beze zmény. Podle této definice ma tedy
cyklickd permutace qz tyz cyklus jako ryzi cyklickd permutace pz,
miizeme tedy obé permutace qz, p7 vyjadiiti timtéz zjednodusenym
symbolem. Nage tvrzeni bude dokazano, zjistime-li, e permutace p
je sloZena z cyklickych permutaci qz,..., qm, t. j. Ze p = qnm ... qa.

Necht x znadf libovolny prvek v H a z onen prvek rozkladu H, ktery
jej obsahuje, takze permutace qz zobrazuje prvek x na prvek qzz, ale
v8echny ostatni permutace qg, ..., gm, jsou-li jaké, nechavaji prvek =
beze zmény. ProtoZe pii stejném pofadi permutaci slozend permutace
nezavisi na zpisobu sloZeni, mame q ... gz = (qn ...) 9z(... q2) =,
pii ¢emz oviem v piipadé # = m vypustime na pravé strané symbol
slozené permutace v prvni zavorce a v piipadé £ = @ symbol v druhé.
Kdyz x = @, mame (... qz) * = z, nebot viechny permutace, z nichz
... qz je sloZena, nechavajf prvek x beze zmény. Mame tedy predevsim
G .- 9a% = (qm ...) qzx. Podobné zjistime, Ze prvek na pravé strané
této rovnosti je qzx, takZe vychdzi qg ... gzx = qzz. Podle definice
permutace qz je qzx = pzr a dale podle definice permutace pz plati
pzx = px. Tim jsme dosli k rovnosti qz ... gz = px a dukaz je pro-
veden.

Vsimnéme si, Ze ve vzorci p = G, ... gz miuzeme pofadi permutaci
9z - -, 9m libovolné zméniti, nebot p¥i kazdém uspoiadani permutaci
9z, - -, 9w miZeme zvoliti takové oznaceni prvki rozkladu H, %e tento
vzorec zustane beze zmény.

KdyZ% mame néjaké permutace py, ..., p, (n = 2) mnoziny H vy-
jadfeny dvouraddkovymi nebo zjednodusenymi symboly, vyjadiujeme
sloZenou permutaci p, ... p, tim, Ze symboly permutaci p,, ..., p, na-
piteme vedle sebe v opaéném poiadku vzhledem k tomuto. Podle této
amluvy a podle zpisobu vyjadifeni libovolné permutace ryzimi cyklic-
kymi permutacemi (viz odst. 4.4.5), mizZeme chapati na p¥. vzorec

. (g 2 z Z = (a, d)(b, ¢) v tom smyslu, Ze permutace mnoziny {a, b, ¢, d},

vyjadfens symbolem na levé strané, je slozena z cyklickych permu-
taci (b, ¢), (a, d), nebo v tom smyslu, Ze je vytvorena ryzimi cyklickymi
permutacemi (a, d), (b, c).

92



10.3. Grupoidy s jednoznaénym délenim neboli quasi-
grupy.

10.3.1. Definice. Kdyz se néjaky grupoid & vyznaluje tim, Ze ke
kaZdym dvéma prokam a,b e & existuji proky x,y ¢ ® spliujici rov-
nosti

ar = b, ya = b,
nazyvd se & grupoid s délenim.

KdyZ existuje jediny proek x € & a jedinyg prvek y ¢ G s touto vlast-
nosti, nazyjvd se & grupoid s jednoznaénym délenim. .

V literatufe se pro grupoid s jednoznaénym délenim vyskytuje také
nazev quasigrupa.

10.3.2. Je ziejmé, Ze kdyz & je grupoid s délenim, plati rovnost
GG = 6.

10:3.3. Pravidla o krdceni. Viimnéme si, Ze pro kazdy grupoid
s jednoznaénym délenim & plati t. zv. pravidla o krdcent: "

Kdyz pro nékteré proky a,x,y e & plati rovnost ax = ay mnebo
xa = ya, pak x = y.

Kdyz v néjakém koneéném grupoidu & plati pravidla o krdceni, pak
G je grupoid s jednoznacnygm délenim.

10.3.4. Pozndmka o multiplikacni tabulce.

Multiplikaéni tabulka kaZdého koneéného grupoidu s jednoznaénym
délenim & md tuto charakteristickou vlastnost: V kaZdém ¥Fidku
a v kazdém sloupei se vyskytnou napravo od svislého a pod vodo-
rovnym zahlavim symboly vdech prvki grupoidu &. Nebot jestliZe se na
pf. v nékterém ¥adku [a] (t. j. napravo od pismena a ve svislém zdhlavi)
nevyskytnou symboly vSech prvkia grupoidu &, pak se v radku [a]
a v nékterych dvou raznych sloupcich [z,], [,] (t. j. pod symboly
%y, ¢, ve vodorovném zahlavi) vyskytne symbol téhoZz prvku b, a to
znamend, e plati rovnosti ax; = ax, = b, které odporuji pravidlim
o kraceni. Jestlize se naopak v kazdém ¥Fadku [a] vyskytne symbol b
kazdého prvku grupoidu & v nékterém sloupei [z] a soucasné'se v kaz-
dém sloupci [a] vyskytne b v nékterém radku [y], pak maji rovnice
ax = b, ya = b jediné Fedeni: z € @, y € &, a tedy @ je grupoid s jedno-
znaénym délenim. '
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10.3.5. Pfiklady. Na pi. grupoidy 3, 3,, &, (n = 1) jsou quasigrupy:
Ke kazdym dvéma prvkim a, b e 3 existuje jediny prvek z € 3 a jediny
prvek y e 3 takovy, ze a +x=0b, y +a="b, a to x=—a + b,
y = b —a. Podobné existuje ke kazdym dvéma prvkim a,b e 3,
jediny prvek z € 3, a jediny prvek y e 3, takovy, Ze zbytek déleni
&sla a@ 4 z &islem 7 je b a zbytek déleni éisla y + a Sislem n je b, a to
2=y=—a+b(=n—a+0b),kdyz —a+b6=>0(—a-+b<0).
Ke kazdym dvéma permutacim p, q e &, existuje jedind permutace
x €S, a jedind permutace y ¢S, takova, Ze p.x=4¢q, y.p=q
neboli x = qp~1, y = p~1q, pfi temz qp~! znadi permutaci sloZzenou
z permutace inversnf p—* vzhledem k p a z q, a podobné p-1q.

10.4. Grupoidy s jednotkou.

10.4.1. Definice. Kdy% se néktery prvek, oznalme jej 1, v néjakém
grupoidu & vyznaluje tim, Ze soulin prvku 1 s libovolnym prokem
a € & je prvek a a podobné soutin libovolného prvku a ¢ & s prvkem 1
je rovnéz prvek a, pak se prvek 1 mazyjvd jednotkovy meboli jednotka
grupoidu &. _

Jednotka 1 € & je tedy charakterisovdna rovnostmi la = al = a,
které plati pro kaZdy prvek a € @.

Snadno ukéizeme, Ze kaZdy grupoid mite miti nejvye jednu jednotku.
Znagi-li totiz 1, « jednotky libovolného grupoidu @, pak jest jednak
1z = z (nebot la = a pro kaidy prvek a € @) a jednak lx = 1 (nebot
ax = a pro kazdy prvek a ¢ §). Odtud plyne 1 = .

Kdyz néjaky grupoid & mé jednotku, pak jej nazyvime grupoid
s jednotkou.

10.4.2. Pozndmka o multiplikaéni tabulce. V&imnéme si, Ze multipli-
kaéni tabulka libovolného koneéného grupoidu s jednotkou ma tuto
charakteristickou vlastnost: Onen ¥ddek, na jehoZ zaéatku ve svislém
zdhlavi tabulky je vyznadena jednotka, obsahuje na dalsich mistech
tytéz symboly a ve stejném pofadku jako vodorovné zahlavi tabulky.
Podobné onen sloupec, na jehoz zadatku ve vodorovném zahlavi je
vyznadena jednotka, obsahuje na dalsich mistech tytéz symboly a ve
stejném potadku jako svislé zahlavi.
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10.4.3. Priklady. Piiklady grupoidd s jednotkou jsou grupoidy
3, 8. S, (n = 1). Jednotkou grupoidu 3 je 0, nebot pro kazdy prvek
a € 3 plati rovnosti 0 4+ @ = a + 0 = a. Rovnéz jednotkou grupoidu
3, je 0, nebot pro kazdy prvek a € 8, daji &sla 0 4 a, @ 4 0 délenim
¢islem n zbytek a. Jednotkou grupoidu &, jest identickd permutace e
mnoziny H, nebot pro kazdy prvek p ¢ &, mame pe = ep = p. Naproti
tomu na pf¥. grupoid popsany ve cvié. 8,8.3 nemé jednotku.

10.5. Dalsf vyznalné grupoidy. Grupy.

Nékteré grupoidy mohou miti dvé nebo i v8echny t¥i hotej$i vlast-
nosti soudasné. Podle toho mluvime pak o asociativnich grupoidech
s jednotkou neboli o pologrupach s jednotkou, o quasigrupéch s jed-
notkou a o asociativnich quasigrupéach.

Quasigrupa s jednotkou se mazyvd lupa. Pokud jde o asociativni
quasigrupy, snadno ukazeme, Ze kdyz néjaky grupoid jest asociativn
quasigrupa, pak nutné md jednotku, t. j. kdyz mé obé prvni vlastnosti,
pak mé nutné i treti.

Vskutku, necht & zna¢i néjakou asociativni quasigrupu. Zvolme
v @ libovolny prvek a. Protoze & je quasigrupa, existuje prvek e, ¢ ®,
takovy, %e ae, = a. O prvku e, ukdzeme, Ze jest jednotkou grupoidu @.
Necht b znaéi libovolny prvek v &. Protoze & je quasigrupa, existuje
prvek y € @ takovy, Ze ya = b, a protoZe @ je asociativni, platf rovnosti
bep = (ya) ey = y(aep) = ya = b. Vychazi tedy be, =b. Podobns
zjistime, Ze pro prvek e, e & definovany rovnosti e,a = a plati ep = b.
Ponévadz jednak ee, = e; (nebot be, = b pro kaidy prvek b e &)
a jednak e;ep, = e, (nebot e;b = b pro kazdy prvek b € @), vidime, Ze
e, = ¢ep a Ze prvek e, skuteéné ma charakteristické vlastnosti jednotky
grupoidu @&. V&imnéme si, Ze jsme pii tomto ditkazu nepouzili pfedpo-
kladu, Ze délenf v & jest jednoznacné.

Asociativni quasigrupy se obvykle nazyvaji grupy. Nagi vétu mozno
tedy vyjadiit tim, Ze kaZdd grupa mé jednotku. Na pf. 3, 3, &,
(n = 1) jsou grupy. Poznamenejme, Ze se grupa &, nazjvd symetrickd
permutacnt grupa stupné n.

Vsechny zmfinéné druhy grupoidi mohou miti oviem je¥té dalif
vlastnosti, na pi. mohou byti abelovské; v tom piipadé mluvime na
pt. o abelovskych asociativnich grupoidech s jednotkou, atp.
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10.6. Svazy.

Tuto kapitolu zakonéime kratkym vykladem o t. zv. svazech, jejichz
pojem se k pfedchazejicim Gvahdm tGzce piimyka. V podstaté jsou sva-
zy dvojice soumistngch, t. j. na témze poli definovanych, grupoidu se
zvlastnimi vlastnostmi, pii éemz jejich ndsobeni jsou vazana jistymi
zakony. Theorie svazli zaujimé v moderni matematice vyznamné misto
nejenom pro svou obsaznost a formalni piivab, nybrz zejména proto, Ze
8 jednoticiho hlediska popisuje vlastnosti nejrozmanitéjsich atvart,
které se vyskytuji v riznych oborech matematiky jako realisace svazi.

Necht jsou na mnoZiné G dana dvé ndsobeni. Abychom je v ivahich
mohli snadno odli§it, zvolime jedno z nich libovolné a nazveme je
horni, kdezto druhé nazveme dolni. Soudin libovolného prvku a € G
s libovolnym prvkem b € @ v hornim (dolnim) nasobeni nazyvame
spojent (pranik) prokw a s prokem b a oznadujeme jej symbolem a — b
(a ~ b). Grupoid, jehoz polem je mnozina G anasobeni je horni (dolnf)
nasobeni, nazyvéme horni (dolni) grupoid.

10.6.1. Definice svazu. Dvojice horniho a dolniho grupoidu se nazyvd
svaz na poli G, struénéji: svaz, kdyZz pro kaZdé proky a, b,c e G plati
tyto rovnosti:

a.a—-b=b-a, a.a~b="b~a,

b. a L a = a, b'.a~a=a,

c.a (b-c)=(a~-b)~c, e.a~b~c)=(a~>b)~c,
d.a-(a~0)=a; d. a~(a-0b)=a.

Kazdy z obou grupoidt svazu je tedy abelovsky (a, a’) a asociativni
(e, ¢’) a viechny jeho prvky jsou rovnomocné (b, b’). Nasobeni obou
grupoidt spolu souvisf podle vzorea d, d'; tyto vzorce vyjadiuji t. zv.
absorptivni zdkony svazu.

10.6.2. Prfiklady svazi:

[1] @ je mnozina vSech pfirozenych ¢éisel 1,2,3...; a — b je nej-
mensi spoleény ndsobek a a ~b nejvétsi spoleény délitel ¢isla a a
¢isla b.

[2] @ je mnoZina vSech dasti néjaké mnozmy A — B je soucet
a A ~ B prianik &asti A a asti B.
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. [3] @ je mnozina viech rozkladii néjaké mnoziny. 4 — B je nejmensf
spolecny zékryt [4, B] a A ~ Bnejvétsi spoletné zjemndni (4, B) roz-
kladu 4 a rozkladu B.

10.6.3. Zdkladni édstecnd uspofdddnt svazu. Budiz I' svaz na poli G.
Necht a, b, ¢ € G jsou libovolné prvky.

10.6.3.1. Predevsim si vSimnéms, Ze oba vztahy
a~b=bb~a=a (h)

plati soucasné, t. j. kdyz plati jeden, platii druhy.

Vskutku, z platnosti prvniho vztahu plyne podle 10.6.1 a’,d":

b~a=(@a<-b)~a=a~(a-bd)=ua;
podobns z platnosti druhého plyne podle 10.6.1 a,d:
a-b=0bB~a)~b=b< (b~a)=0>.

KdyzZ ke kazdému prvku a e G pfifadime kaZdy prvek b e G, ktery
spliiuje rovnosti (h), obdrZime zobecnéné zobrazeni mnoZiny G na
sebe; oznadime je h.

Zobrazeni h je antisymetrickd kongruence na G. Vskutku, ze vzorci
10.6.1b, b’ vidime, Ze je reflexivni. P¥ihliZejice k vzorci 10.6.1¢, sou-
dime, %e ze vztahtia~b = b, b — ¢ =c nasleduje:a ~c =a~—(b —~c) =
= (@ — b) ~ ¢ = b~c=c; z toho vidime, Ze zobrazen{ h je transitivni.
Je to tedy kongruence na @. Koneéné z rovnosti a — b=0b, b—a=a
plyne, podle 10.6.1a, Ze a = b.

Zjistili jsme, %e kongruence h je antisymetrickd, jinymi slovy, Ze
zobrazeni h je Gastetné uspoidadani mnoziny G. Nazyvame je horni
Cdsteéné usporaddnt svazu I

Pfipomeiime, %e nésledujicf symboly maji tyz obsah: a < b (h),
a-b=0>b, b~a=a.

Obdobné Gvahy platf, kdyZ vyménime tlohy horniho a dolnfho gru-
poidu. Potom mame tyto vysledky:

Oba vztahy

b—a=a,a~b=1> (d)
plati soudasné.
- Kdy# ke kafdému proku a € G pfitadime kaZdy prvek b e Q, ktery
spliiuje rovnosti (d), obdréime na @ jistow antisymetrickou kongruencs d.
Nazjvdme ji dolni Edsteéné uspordddni svazu I
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Vidime, Ze nasledujici symboly maji tyZ obsah: a <b(d),b-a=a,
a~b=0b.

Hornf a dolni ¢ésteéné uspofadani svazu I' nazyvdme souhrnné
zdkladni édsteénd uspordddni.

Zdkladni édsteénd uspordddni svazu I' jsou vzdjemné inversni, takie
d = h~!, h = d~1. To plyne z toho, Ze v kongruenci h je kazdy prvek
b € G obrazem viech prvkiu a e G, které hovi rovnostem (h), a pravé
tyto prvky jsou obrazy prvku b v kongruenci d, jak vidime ze vzorcti (d).

Vsimnéme si, Ze symboly a < b (h) a b < a (d) maji tyz obsah.

Na pi. na svazu popsaném v odst. 10.6.2 [1] okdrZime horni (dolni)
dastecné uspofadani tim, Ze ke kaidému. rFirozenému &fslu pfitadime
kazdy jeho kladny nasobek (délitele); na svazu [2] tim, Ze ke kazdé
mnoziné A4 € @ piifadime kaZdou jeji nadmnozinu (podmnoZinu)
B ¢ G; na svazu [3] tim, %e ke kazdému rozkladu 4 e @ piifadime kazdy
jeho zadkryt (zjemnéni) B € G.

10.6.3.2. Vzhledem k hornimu (dolnimu) Edstednému uspordddns svazu
je prvek a — b hornt (dolni)a prvek a ~b dolnt (hornt) hranict proki a, b.

ProtoZe horni a dolni ¢asteéné usporadani jsou vzajemné inversni,
stadi ukdzat, Ze tvrzeni je spravné na p¥. v pf{padé horniho ¢aste¢ného
uspofadani (odst. 3.9.1.3).

Méme ukézat, ze vzhledem ke kongruenci hrlatf vztahya < a— b
b < a — b a dale, %e ze vztahtia < ¢, b < ¢ nasledujea — b < c.

Spravnost vztahtia < a<b, b < a~b plyne z rovnostf, které plati
v disledku vzorcta 10.6.1¢, b, a: )

a—-(a-b)=(@a-a)~b=a~<),
bV(avb)=bV(bva)= (be)va=bva=ﬂ/~rb.
Vztahy a < ¢, b < ¢ vyjadiuji rovnosti
a~—~c=¢ b—c=c,
z nich% nasleduje, podle 10.6.1¢,
(@=b)~c=a-(bwc)=a-c=c,

t. j. a — b < ¢. Tim je dukaz proveden.

Vidime tedy, Ze vzhledem k hornimu (dolnimu) é’dsteé’nemu uspordddni
svazu md ka%dd dvojice prokd svazu horni i dolni hranict; horni hramici
je spojent (primik) a dolni hranici je priamik (spojent) obou prvki.
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10.6.4. Pozndmka k definict svazu. Svaz jsme definovali jako dvojict
soumistnych grupoidi, které majf zvla&tni vlastnosti a jejichz ndsobeni
jsou vazéna jistymi zakony. Potom jsme ukazali, Ze na kaZdém svazu
jsou jistd vzdjemnsé inversni ¢asteénd uspofddani, vzhledem k nim% mé
kazda dvojice prvka horni i dolnf hranici; horni a dolnf hranice jsou
soudiny obou prvki dvojice v grupoidech svazu.

Naopak lze definici svazu zaloZit na pojmu antisymetrické kon-
gruence. KdyZ je na mno#iné @ dana libovolnd antisymetrickd kon-
gruence, vzhledem k nfZ mé kazdé dvojice prvki a, b € @ hornf hranici
a — b a dolnf hranici @ ~ b, miizeme na mnoZiné @ definovat dvé néso-
beni tim, Ze soudin uspofidané dvojice prvkh a, b je jednou a — b
a po druhé a ~ b. Dé se snadno ukdzat, Ze dvojice grupoidi na poli G
8 témito nasobenimi je svazem a vychozi antisymetrickd kongruence je
hornfm a kongruence k ni inversni dolnim é&asteénym uspoiddinim
tohoto svazu.

10.6.5. Vyznaéné druhy svazi. Necht I' je svaz na poli G.

10.6.5.1. Swvazy s krajnimi proky. Kdyz se’ ngktery prvek O ¢ G vyzna-
Suje tim, Ze pro kazdy prvek a € G plati a < O (h) [a < O (d)], pravime
o ném, Ze je nejvét§i vzhledem k hornimu (dolnimu) édsteénému uspofd-
ddnt; kdyz se néktery prvek o € G vyznacuje tim, Ze vidycky plati
0 Z a (h) [o £ a (d)], nazyvé se nejmendi vzhledem k hornimu (dolnimu)
ddsteénému uspofdddnt. Snadno vidime, piihliZejice k sou¢asné platnosti
vztahi 10.6.3.1 (h) nebo (d), Ze mejvétsi prvek vzhledem k hornimu
(dolnimu) Cdstecnému uspordddni je nejmensim (nejvétdim) vzhledem
k édstenému uspordddni dolnimu (hornimu). Rovnéz je snadné nahléd-
nout, Ze ve svazu muze byti vzhledem k témuz zdkladnimu ¢asteénému
uspoiadani nejvySe jeden nejvétsi a nejvyse jeden nejmensi prvek.
Nejvétsi a nejmensi prvky vzhledem ke kaZd¢mu zdkladnimu 4sted-
nému uspo¥adéni svazu se nazyvaji krajnimi proky.

Kdyz ve svazu I oba krajni preky vzhledem k obéma zdkladnim
ddstecnym uspofdddnim existuji, pravime 2e I je svaz s krajnimi proky.

Na pi. svaz popsany v odst. 10.6.2 [1] mé vzhledem k hornimu
dasteénému uspofadani nejmensf prvek 1, ale nemé nejvétifho prvku;
vzhledem k dolnimu &dstetnému uspofdddni mé tedy nejvétsi prvek 1,
ale nemé nejmensfho prvku. Svaz [2] je svaz s krajnimi prvky; nej-
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vétdim (nejmensim) prvkem vzhledem k hornimu ¢asteénému uspo¥s-
dani je mnoZina, z jejichz ¢asti se pole svazu sklddéd (prazdnd mnozina).
Rovnéz [3] je svaz s krajnimi prvky; nejvétsim (nejmensim) prvkem
svazu vzhledem k hornimu ¢dsteénému usporadani je nejvétsi (nej-
mensi) rozklad na mnoziné, z jejichz rozkladu se svaz sklada.

10.6.6.2. Svazy Dedekindovy mneboli moduldrni. KdyZ pro nékteré
proky a, b, ¢ € G, které se vyznabuji tim, e a < c (h), plati rovnost
Q/V(bAO) = (avb)AC,
pravime, Ze usporddand trojice proki a, b, ¢ splituje hornt Dedekindtw
vztah; podobné, kdyZ je a < c (d) a plati rovnost
aA(bVC) = (aAb)VC,
pravime, Ze ona trojice splituje dolni Dedekindiw vztah.
Je ziejmé, Ze kdyZ wuspofddand trojice prvkd a, b, c spliiuje horni
(dolnt) Dedekindiw vztah, pak opaéné usporddand trojice ¢, b, a splituje
dolni (hornt) Dedekindiw vetah.

Svaz I' se nazyvd Dedekindiv neboli moduldrni, kdyZ kaZdd usporddand
trojice proka a,b,c e @, v nif je a < ¢ (h) [a < ¢ (d)] spliuje hornd
(dolnt) Dedekindéw vztah.

Na pf. svaz popsany v odst. 10.6.2 [2] je Dedekindiv, nebot pro
kazdé t¥i ¢dsti A, B, C libovolné mnoziny, které se vyznaduji tim, Ze
A c C, plati rovnost A V (BnC)= (4 V B)n C (viz 1.7.5). Ptipo-
melime, Ze soutasné ma tento svaz krajni prvky (10.6.5.1).

10.7. Cvideni.

10.7.1. KdyZ n&jaka permutace p néjaké mnoziny je sloZena z per-
mutaci p,, ..., p, (» = 2), pak inversni permutace p~* je slozena z per-
mutaci p;1, ..., prt.

10.7.2. Ka#da cyklickd permutace néjaké koneéné mnoziny, jejiZ
cyklus je alespoti dvojclenny, se dé sloZiti z nékolika transposic, a to
podle vzorce: (a, b, ¢, ..., k, I, m) = (a, b)(b, ) ... (k, L), m).

10.7.3. Oznat¢me (kvuli pfehlednosti dolejétho vzorce) prvky n&jaké
mnoziny H fadu n (= 2), éslicemi 1, ..., n. KaZd4 transposice (¢, 1+ 7)
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mno#iny H se dé sloZit z nékolika transposic (1, 2), (2, 3), ..., (r—1, n),
a to podle vzorce: (1,2 +§)=@+j—Le4+j)...(¢+ 1,74 2)
G+ +1,242)...(¢ +7—1,7 4+ ). Kazdd permutace mno-
ziny H se d4 slozit z nékolika transposic (1, 2), (2, 3), ..., (. — 1, n).

10.7.4. Kdyz grupoid @ m4é jednotku, pak jeji obraz v kazdé defor-
maci d grupoidu & do néjakého grupoidu G* je jednotkou obrazu d®.

10.7.5. Kazdy faktoroid & na libovolném grupoidu s jednotkou &
mé jednotku, a to onen prvek a@ e &, ktery obsahuje ]ednotku grupoidu
@, jest jednotkou faktoroidu ©.

- 10.7.6. Uvedte piiklady grupoidi, které jsou jenom: 1. asociativni,
2. s jednoznaénym délenim, 3. s jednotkou; a ptiklady grupoida, které
maji pravé jenom vlastnosti 1, 3 a vlastnosti 2, 3.

10.7.7. KaZdy konedny asociativni grupoid je grupa, kdyz pro néj
plati pravidla o krécen.

10.7.8. Soudin nékolika prvkd ay, ..., a, (r = 2) v libovolné polo-
grupé nezavisi na jejich usporadani, kdy% kazdé dva z prvki a,, .., a,
jsou vzdjemné zaménitelné. V libovolné abelovské pologrupé nezévisi
soudin libovolné skupiny prvki na jejich uspoiddéni.

10.7.9. Vlastnosti horniho a dolnfho grupoidu pozadované v defi-
nici svazu (odst. 10.6.1) nejsou nezdvislé, nebot vlastnosti h,b’ jsou
disledkem ostatnich. Piesvédéte se o tom, aplikujice rovnost d’(d)
na prvky a, b=a a rovnost d(d’) na prvky a, b=a —a (@, b =a ~a).

10.7.10. Kdy#% se néjaky svaz sklad4 z rozkladt na mnozing G, z nich%
kazdé dva jsou dopliikové, a kdyZ ndsobeni jsou definovéina jako v pf.
10.6.2 [3], pak je moduldrni.

10.7.11. Svaz je moduldrni tehdy a jen tehdy, kdy? v ném kadé
tfi prvky a, b, ¢ spliiuji rovnost: (@ —b) ~[c~ (@ ~b)] = (@ ~b) ~
~[o~(a—b).
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