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Kapitola 4Lerchùv pøínos k teoriiFermatových kvocientùTato kapitola je vìnována pøednímu èeskému matematiku Matyá¹i Lerchovi, jeho¾dílo významným zpùsobem pøispìlo k pokroku v rùzných oblastech matematiky.Kromì jeho ¾ivotopisu je zde uveden pøehled nejdùle¾itìj¹ích výsledkù, jich¾ do-sáhl v teorii èísel. Hlavní èást této kapitoly je vìnována Lerchovu pøínosu k teoriiFermatova kvocientu.4.1 ®ivotopis Matyá¹e LerchaMatyá¹ Lerch se narodil 20. února 1860 ve vesnici Milínov poblí¾ Su¹ice. Jehootec Vojtìch Lerch byl drobný zemìdìlec. Malý Matyá¹ byl velmi èilý a bystrý,ale v ¹esti letech utrpìl vá¾ný úraz a po vyléèení zùstala jeho levá noha ohnutav kolenì, tak¾e mohl chodit jen s pomocí jedné berle. Následkem tohoto úrazuzaèal chodit do ¹koly a¾ v devíti letech, kdy¾ se jeho rodièe pøestìhovali doSu¹ice. Lerch byl od poèátku výborným ¾ákem a záhy se zaèalo projevovat jehomimoøádné nadání pro matematiku. Po skonèení mì¹»anské ¹koly nastoupil krátcev továrnì Franti¹ka Scheinosta v Su¹ici, kde se mìl stát úøedníkem.Pøesto¾e �nanèní situace jeho rodièù nebyla nejlep¹í, úøednická kariéra bylalákavá a mladý Matyá¹ by byl �nanènì zabezpeèen, rozhodl se pro dal¹í studium.Slo¾il úspì¹nì pøijímací zkou¹ky a pro mimoøádnì dobré výsledky mu byla udì-lena výjimka, tak¾e mohl nastoupit hned do pátého roèníku. Studium zaèal nareálném gymnáziu v Plzni, maturitu slo¾il v roce 1880 na reálce v Rakovníku. Ji¾bìhem støedo¹kolského studia se Lerch zaèal vìnovat matematice a samostatnìstudoval tehdy dostupné uèebnice. Svìdèí o tom dopis ze dne 17. kvìtna 1878,který poslal tehdy jako kvintán svému uèiteli Emilu Seifertovi.1 V tomto listìLerch mimo jiné pí¹e: Weyrovy Základy vy¹¹í geometrie jsem proèetl a¾ do invo-luce, o které¾ jsem sice zaèátky probral, av¹ak ustal jsem od dal¹ího studia jejího,1Syn E. Seiferta Ladislav Seifert (1883{1956), èeský matematik a profesor Masarykovy uni-versity v Brnì, byl naopak ¾ákem M. Lercha. 42



byv vytr¾en ze studování koncem prázdnin velikonoèních. Teï daøí se mi dobøe.Myslím, ¾e budu moci objednati sobì Studnièkovy Základy vy¹¹í matematiky, èím¾se dovr¹í bla¾enost má.Po prázdninách roku 1880 se dal zapsat na Èeské vysoké ¹kole technické v Pra-ze jako øádný posluchaè odboru in¾enýrského stavitelství. Na technice studovaltøi roky, jeho uèiteli byli mj. i Eduard Weyr, Gabriel Bla¾ek a Franti¹ek Til-¹er. Lerch mìl v úmyslu vykonat uèitelskou zkou¹ku a stát se støedo¹kolskýmuèitelem. Jak v¹ak pozdìji zjistil, toto by mu vzhledem k jeho tìlesné vadì ne-bylo umo¾nìno, a tak se zaèal plnì vìnovat pouze matematice. Ve ¹kolním roce1883{1884 se stal mimoøádným posluchaèem èeské univerzity, jeho profesorembyl Franti¹ek J. Studnièka, který si nadaného studenta velice oblíbil. V dal¹ím¹kolním roce studoval v Berlínì, nebo» získal státní stipendium 800 zlatých. Zdebyli jeho profesory nejlep¹í nìmeètí matematici té doby|Weierstrass, Kronec-ker, Fuchs a Runge. Zde také poznal nìkteré mladé matematiky, mezi nimi byliKovalevská, Runge, He�ter, Köhler a dal¹í.Po návratu do Prahy se Lerch v roce 1886 habilitoval a byl jmenován sou-kromým docentem pra¾ské èeské techniky. V této dobì zaèala také jeho rozsáhlápublikaèní èinnost. V období 1886{1896 uveøejnil kolem 110 èlánkù, a to nejenv èasopisech domácích, ale také v renomovaných èasopisech zahranièních, jakobyly Comptes rendus, Acta mathematica, Journal für die reine und angewandteMathematik a jiné. Seznam evropských a amerických matematikù, jim¾ Lerchposílal separáty svých prací, obsahuje více ne¾ sto adres. Zvlá¹tního uznání seLerchovi dostalo od vynikajícího francouzského matematika Ch. Hermita, kte-rý vysoce oceòoval Lerchovu vìdeckou práci. Ji¾ výpoèet Raabeova integráluR 10 log �(x)dx, který Lerch uveøejnil v roce 1888 v èasopise Giornale di matema-tiche, Hermitea tak nadchl, ¾e ho ve svých pøedná¹kách uvádìl slovy: Voici pour yparvenir la méthode ingénieuse et élégante de Mr. Matyas Lerch, docent a l'EcolePolytechnique Tch�eque de Prague.2 Jak ukazuje jejich vzájemná korespondence,Hermite mìl k Lerchovi vøelý vztah.Pøesto¾e se Lerch stal svìtovì uznávaným matematikem, nepodaøilo se muzískat profesuru na nìkteré vysoké ¹kole v èeských zemích, aèkoliv o to veliceusiloval. Pøíle¾itost na jmenování profesorem se pro Lercha naskytla nìkolikrát,ale v¾dy byl jmenován nìkdo jiný. Dne 30. dubna 1890 zemøel profesor druhéstolice matematiky na nìmecké technice v Brnì Franz Unferdinger, který na té-to ¹kole pùsobil v letech 1873{1890. Na uvolnìné místo se hlásilo tìchto sedmzájemcù: profesor na gymnáziu v Klagenfurtu Otto Biermann, soukromý docentna nìmecké technice v Praze Karl Bobek, profesor státního gymnázia v Innsb-rucku a soukromý docent na univerzitì v tomto mìstì Franz Hoèevar, soukromýdocent na technice ve Vídni Gustav Kohn, soukromý docent na èeské technicev Praze Matyá¹ Lerch, profesor na zemské reálce v Rýmaøovì Reinhard Mild-ner a soukromý docent na technice ve Vídni a soukromý docent na univerzitìtamté¾ Oscar Peithner. Hodnocení na v¹echny pøihlá¹ené kandidáty vypracovalprofesor matematiky Emanuel Czuber. Z hodnocení M. Lercha odcitujeme pasá¾,týkající se jeho odborných kvalit: Lerch ist wissenschaftlich sehr tätig, seine za-2Zde pøedkládám dùmyslnou a elegantní metodu, ke které dospìl pan Matyá¹ Lerch, docentpra¾ské techniky. 43



hlreichen Arbeiten, in deutscher, böhmischer, franzözischer und portugieschischerSprache geschrieben, betre�en allgemeine Funktionentheorie, Theorie der ellip-tischen Integrale und Funktionen, Zahlentheorie, Di�erentialgleichungen, neueresynthetische Geometrie. Wenn sich dadurch seine Vielseitigheit ausspricht, soberechtig der Inhalt der Arbeiten zu dem Schlusse, dass Lerch ein sehr begabterMathematiker ist. Seine didaktische Bafähigung wird günstig beurtheilt.3Lerchova pøihlá¹ka do konkursu byla zaslána prostøednictvím rektora èeskétechniky v Praze dne 14. èervence 1890. Profesorský sbor zasedal 7. èervence tého¾roku a výsledek hlasování byl následující: Celý sbor dal na první místo Peithnera,Biermann byl desetkrát druhý, Mildner ètyøikrát druhý a tøináctkrát tøetí a jednotøetí místo získal Kohn. Lerchovo jméno se v hlasování vùbec neobjevilo. Dne6. øíjna 1890 jmenoval císaø Franti¹ek Josef I. Dr. Oscara Peithnera, svobodnéhopána z Lichtenfelsu, mimoøádným profesorem matematiky na nìmecké technicev Brnì.4Lerchovi se nepodaøilo získat jmenování profesorem ani na èeské univerzitìv Praze, aèkoliv zde bylo na rozdíl od nìmecké univerzity pouze jedno profesor-ské místo5 a mo¾ná by nebylo pro pøíslu¹ná místa velkým problémem zasadit seo zøízení druhé profesorské stolice, k tomu v¹ak nedo¹lo. Karel Petr se domnívá,¾e jednou z mo¾ných pøíèin této situace bylo i Lerchovo sebevìdomé vystupovánía jeho sklon k pøeceòování vlastních výsledkù [Pe]. Dal¹í pøíèinou byla mo¾názávist, nebo» Lerch se stal ji¾ v devadesátých letech svìtovì uznávaným matema-tikem.Lerchovo dal¹í pùsobení na èeských vysokých ¹kolách bylo nejisté,6 proto pøi-jal v roce 1896 nabídku na jmenování profesorem na univerzitì ve ¹výcarskémFreiburgu. Lerch pùsobil ve ©výcarsku deset let a v tomto období do¹lo v jeho¾ivotì k øadì významných zmìn. Kromì toho, ¾e se podstatnì zlep¹ila jeho hmot-ná situace, podstoupil v roce 1900 nároènou operaci u doktora Hessinga, tak¾epo ní mohl odlo¾it berlu a chodit jenom o holi, na krat¹í vzdálenosti i bez hole.V roce 1897 za ním pøijela jeho ètrnáctiletá neteø Rù¾ena Sejpková, která muvedla domácnost, tak¾e se mohl vìnovat plnì pedagogické a publikaèní èinnosti,která v tomto období vyvrcholila a dostalo se jí i významného mezinárodníhoocenìní, jak o tom bude je¹tì zmínìno.Pøes v¹echny pocty, kterých se mu v cizinì dostalo, se Lerch chtìl vrátitdo vlasti, a proto ho velice mrzelo, ¾e byl nìkolikrát opomenut pøi jmenováníprofesorù na èeských vysokých ¹kolách. Návrat z ciziny se mu zdaøil a¾ v roce1906, kdy byl jmenován øádným profesorem èeské brnìnské techniky. Na této ¹kolepùsobil a¾ do roku 1920, kdy pøe¹el jako profesor na novì zøízenou Masarykovu3Lerch je vìdecky velmi èinný, jeho èetné práce psané nìmecky, èesky, francouzsky a por-tugalsky jsou vìnovány obecné teorii funkcí, teorii eliptických funkcí a eliptických integrálù,teorii èísel, diferenciálním rovnicím a novìj¹í syntetické geometrii. Obsah jeho prací ukazuje, ¾eLerch je v¹estranný a velmi nadaný matematik. Jeho pedagogické schopnosti jsou hodnocenypøíznivì.4Ve¹keré materiály týkající se tohoto konkursního øízení lze nalézt v Moravském zemskémarchívu v Brnì, slo¾ka B 34{638.5Toto místo zastával Lerchùv uèitel F. J. Studnièka; jejich vzájemné vztahy v¹ak po roce1885 znaènì ochladly.6Asistentské místo mohlo být tehdy zastáváno nejvý¹ deset let a soukromý docent nemìlnárok na slu¾ební po¾itky. 44



univerzitu v Brnì. Po pøíchodu do Brna se Lerch doèkal uznání i doma. Byl zvolenèestným èlenem Jednoty èeských matematikù a fyzikù, v roce 1909 získal èestnýdoktorát �loso�e pra¾ské univerzity a ve ¹kolním roce 1908{1909 byl dìkanemodboru strojního in¾enýrství brnìnské techniky. V té dobì se v¹ak jeho zdravotnístav postupnì zhor¹oval. Lerch toti¾ trpìl cukrovkou, která se tehdy praktickynedala léèit, nebo» inzulín je¹tì nebyl objeven. Ze zdravotních dùvodù muselodmítnout jmenování rektorem brnìnské techniky a také jeho publikaèní èinnostpoklesla.Nahlédneme-li do studijních plánù brnìnské techniky, zjistíme, ¾e Lerch pøed-ná¹el støídavì základní kurs matematiky v prvním a druhém roèníku. Obsahtìchto pøedná¹ek byl následující:1. Mathematika I. Základové vy¹¹í mathematikyAlgebra a analysis. Pojem funkce. Rozdìlení funkcí. Sppojitost a mezní hod-noty funkcí o jedné promìnné. Pojem diferenciálního pomìru a neurèitéhointegrálu. Pravidla pro di�erencování a urèování neomezených integrálùfunkcí algebraických a elementárních funkcí transcendentních. Maxima aminima, neurèité tvary. Rozvinování funkcí v øady, øady rozdílové; inter-polace. Konvergence nekoneèných øad; øada Taylorova. Nìkterá u¾ití dife-renciálního poètu v geometrii. Nejhlavnìj¹í vlastnosti omezených integrálùa u¾ití jejich v geometrii v pøípadech jednoduchých. Pøibli¾ná integrace,pravidlo Simpsonovo. Algebraické rovnice o jedné neznámé. Øe¹ení rovnicprvních ètyø stupòù. Pøibli¾né methody øe¹ení rovnic èíselných. Rovnice onìkolika neznámých. Eliminace.Geometrie a) v rovinì: bod, pøímka, køivky stupnì druhého a nìkteré jinékøivky v souøadnicích bodových a polárních; b) v prostoru: bod, rovina,pøímka, koule, plochy rotaèní. Nìkteré køivky prostorové.Pøedná¹ka 5 hod., repet. 2 hod. po oba semestry I. roèníku.2. Mathematika II. Analytická geometrie v prostoru; omezené integrály. In-tegrály dvojité a mnohonásobné. Di�erenciální rovnice. Základy poètu va-riaèního. Upotøebení poètu di�erenciálního a integrálního v theorii køiveka ploch.Pøedná¹ka 5 hod., repet. 2 hodin po oba semestry II. roèníku.Kromì tìchto základních pøedná¹ek Lerch obèas vypisoval i pøedná¹ky mimo-øádné, jejich¾ témata byla následující:1. Vybrané kapitoly z mathematické analyse. Úryvky z �lozo�e. Singulari-ty analytických výrazù. Stanovení derivace rùzných øad. Vìty z nauky ofunkcích komplexní promìnné. Rùzné otázky poètu integrálního.Mimoøádná pøedná¹ka 2 hod. v LS.2. Úvod do theorie funkcí elliptických.Mimoøádná pøedná¹ka 1 hod. v ZS.45



3. Základové theorie funkcí elliptických s úvodem do nauky o funkcích kom-plexní promìnné.Mimoøádná pøedná¹ka po 1 hod. v obou semestrech.4. Vybrané èásti z nauky o èíslech.Dìlitelnost. Shody. Aritmetické funkce. Zákon reciprocity. Kvadratické for-my.Mimoøádná pøedná¹ka 1 hodinu týdnì v obou semestrech.Závìr svého neobyèejného ¾ivota strávil Lerch budováním matematickéhoústavu Masarykovy univerzity. Zde se stal jeho asistentem Otakar Borùvka, kterýse stal pokraèovatelem v jeho díle a také dosáhl svìtového vìhlasu. Pøi prázdni-novém pobytu v Su¹ici dostal Lerch zápal plic a dne 3. srpna 1922 zemøel.4.2 Dílo M. Lercha z teorie èíselMatyá¹ Lerch publikoval bìhem svého ¾ivota 238 prací. Vìt¹ina z nich se týkámatematické analýzy; Lerch se vìnoval pøedev¹ím obecné teorii funkcí, nekoneè-ným øadám, eliptickým funkcím, funkci gama a integrálnímu poètu. Lerchovo dílov této oblasti bylo podrobnì zpracováno v publikaci [Bo1]. V geometrii publikovalpráce o rovnicích køivek, transformaci ku¾eloseèek a vìnoval se rovnì¾ projektivnígeometrii. Lerchovy geometrické práce nebyly dosud souhrnnì zhodnoceny.Matyá¹ Lerch publikoval v teorii èísel 52 prací, je¾ jsou psány èesky, nìmecky,francouzsky a polsky a jsou publikovány jak v renomovaných zahranièních èaso-pisech, tak i v èasopisech domácích. V tomto seznamu nalezneme øadu význam-ných prací, které významným zpùsobem pøispìly k rozvoji teorie èísel. Zpoèátkuse Lerch vìnoval aritmetickým funkcím, kde dokázal øadu zajímavých tvrzení.Tak napø. v práci [Lr1] odvodil vzorce[n2 ]X%=0 (n� %; %) = na nX%=0 (n+ %; %) = 2n:V pracích [Lr2] a [Lr3] dokázal rùznými zpùsoby vzorec[m�1n ]Xa=0  (m� an; a) = [m�1n ]Xa=0 �(m� an; a);kde  (a; b) je poèet pøirozených dìlitelù èísla a, které jsou vìt¹í ne¾ b, �(a; b) jepoèet pøirozených dìlitelù èísla a, které jsou men¹í ne¾ b.V roce 1895 publikoval èlánek [Lr4], ve kterém se poprvé vìnoval kvadratic-kým formám; v této problematice dosáhl nejvìt¹ích úspìchù. Jeho stì¾ejní dílo46



v této oblasti, Essais sur le calcul du nombre des classes de formes quadratiquesbinaires aux coe�cients entiers7, bylo v roce 1900 ocenìna Velkou cenou fran-couzské akademie vìd v Paøí¾i.8 Toto ocenìní získal Lerch jako jediný. Origináltéto práce je [Lr11], zkrácenou a upravenou verzi publikoval v Acta Mathematica[Lr8] a [Lr10].Binární kvadratická forma má tvarax2 + bxy + cy2;její diskriminant je D = b2 � 4ac, pro D < 0 klademe �� = D. Zavedeme-lisubstituci x = �x0 + �y0; y = x0 + �y0; �� � � = 1;vznikne nová forma a0x02 + b0x0y0 + c0y02:Tyto dvì formy se nazývají ekvivalentní. V¹echny formy navzájem ekvivalentnítvoøí urèitou tøídu kvadratických forem. Formy té¾e tøídy mají stejný diskrimi-nant. Naopak dvì formy, které mají stejný diskriminant, mohou patøit do rùznýchtøíd. Poèet tøíd kvadratických forem pøíslu¹ných k danému diskriminantu je ko-neèný. Symbol Cl(��), resp. Cl(D) oznaèuje potom poèet tøíd kvadratické formyse záporným, resp. kladným diskriminantem. V práci [Lr6] dokázal Lerch vzorce2� �m����m ��Cl(��) = ���1X�=1 �����E ��m� � ;kde m je libovolné celé èíslo nedìlitelné �, � = 6 pro � = 3, � = 4 pro � = 4,� = 2 jinak a E(x) je celá èást x, aCl(��) = �p�2� 1X�=1���� � cos 2�x�� ;kde 0 � x � 1� . (Pro x = 0 dostáváme známou Dirichletovu rovnici.)V práci [Lr11] Lerch odvodil nové, prakticky pou¾itelné vzorce pro poèet tøíd.Vzorce, které pøedtím odvodili Kronecker a Dirichlet, byly zejména v pøípadìkladného diskriminantu v praxi nepou¾itelné. Nejdùle¾itìj¹í Lerchem odvozenévzorce jsou následující:2� Cl(��) = p�� 1Xn=1���n � 1nen2�� + 2p� 1Xn=1���n �Z 1np �� e�x2dxa 1� Cl(��) = 1Xm=1���m� 11 + em�p2�� + 1p2 1Xm=1���m� 1sinh 2m�p2�7Pojednání o výpoètu poètu tøíd binárních kvadratických forem s celoèíselnými koe�cienty8Paøí¾ská Akademie vypisovala pro ka¾dý rok téma pro udìlení své Velké ceny. Tématempro rok 1900 bylo þZdokonalit v nìkterém dùle¾itém smìru vy¹etøování poètu tøíd binárnírníchkvadratických forem s celoèíselnými koe�cienty.ÿ47



pro � > 0. Pro pøípad kladného diskriminantu D odvodil Lerch následující dvavzorce:Cl(D) lnE(D) = 2pDp� 1Xn=1�Dn � 1n Z 1np �D e�x2dx+ 1Xn=1�Dn �Z 1n2�D e�xx dxa 12Cl(D) lnE(D) = pD 1Xn=1�Dn � 1n � 1e 2n�p2D + 1 + 1Xn=1�Dn � ln 1 + e�n�p2DD1� e�n�p2DD ;kde E(D) = T+UpD2 a T 2 � DU2 = 4, �Dn � resp. ��Dn � je Legendreùv symbola E(D) je základní Pellova jednotka k diskriminantu D.Lerchovu pøínosu k teorii Fermatových kvocientù jsou vìnovány následujícíoddíly této kapitoly. Základní pøehled o Lerchovì díle z teorie èísel je uvedenv publikaci [Lp].Matyá¹ Lerch se stal prvním èeským matematikem, jeho¾ práce získaly vìhlasa uznání. Jeho práce jsou i po ¹edesáti letech, které uplynuly od jeho smrti, pøímocitovány v publikacích zahranièních autorù. V referativním èasoppise Zentralblattlze nalézt v letech 1935{1995 72 citací. Z teorie èísel jsou to zejména práce [Lr5],[Lr7] a [Lr11]. Øada výsledkù, jich¾ dosáhl, je dodnes v matematické literatuøeoznaèována jeho jménem. Práce, které publikoval, jsou psány srozumitelnì a majíi vysokou jazykovou úroveò. Pøesto¾e Lerchova publikaèní èinnost byla zejménav mlad¹ích letech velmi intenzívní, Lerch nepublikoval ¾ádnou monogra�i aniuèebnici, aèkoliv dosa¾ené výsledky by ho k tomu v mnoha oborech opravòovaly.Zøejmì se i v tomto smìru projevil Kroneckerùv vliv, nebo» Lerch podobnì jakoKronecker dával pøednost øe¹ení speciálních problémù.Významná byla i jeho èinnost pedagogická. Jeho pøedná¹ky mìly vysokouúroveò, byl i nároèným examinátorem. Lerch sice nezkou¹el pøíli¹ mnoho látky, alezato vy¾adoval pøesné odpovìdi. Své ¾áky vedl k tomu, aby samostatnì studovalimatematickou literaturu.Lerchùv ¾ák prof. Otakar Borùvka zhodnotil význam M. Lercha tìmito slovy:Význam Matyá¹e Lercha je pøedev¹ím pro vìdecké pracovníky v¹ech oborù v pøes-nosti my¹lení a jasnosti výkladu. Dále v tom, ¾e M. Lerch mìl ¹iroké znalostiz oborù, které byly blízké jeho vlastnímu pracovnímu zamìøení, ¾e novì získanévýsledky ve svém oboru roz¹iøoval podle mo¾ností do oborù pøíbuzných a mìl velképorozumìní pro aplikaci cizích výsledkù, které zpracovával podle svého zalo¾ení.Koncem minulého století se zaèala rozvíjet teorie mno¾in a Lerch byl prv-ní èeský matematik, který nové my¹lenky pøená¹el do èeské literatury. Zdá senapøíklad velmi pravdìpodobné, ¾e název mno¾ina pochází od Lercha. Soudímetak z toho, ¾e Lerch slovo mno¾ina bì¾nì pou¾ívá, kde¾to toto slovo u døívìj¹íchautorù nalezeno nebylo.Velmi význaèné se také jeví pùsobení pedagogické na universitách a technikácha z toho plynoucí mno¾ství Lerchových následníkù.48



4.3 Vztah mezi Wilsonovým a Fermatovým kvo-cientemLerch se vìnoval Fermatovým kvocientùm v èláncích [Lr7] a [Lr9]. Zejména v prv-ní citované práci dokázal øadu významných tvrzení, o nich¾ se podrobnì zmínímev této kapitole. Výsledky, jich¾ dosáhl, významným zpùsobem obohatily teoriiFermatových kvocientù. V úvodu tohoto èlánku Lerch dokázal souvislost meziFermatovými kvocienty a kvocientem Wilsonovým. Z Wilsonovy vìty toti¾ ply-ne, ¾e podíl N = (p� 1)! + 1p(4.1)je celé èíslo, které se nazývá Wilsonùv kvocient. Lerch dokázal následující tvrzení:Vìta 4.1 Nech» a je kladné celé èíslo, p je liché prvoèíslo. Potom platíp�1Xa=1 q(a) � N (mod p);(4.2)kde q(a) je Fermatùv kvocient a N je Wilsonùv kvocient.Dùkaz tohoto tvrzení provádí Lerch pomìrnì jednoduchými prostøedky. Z de-�nice Fermatova kvocientu plyneap�1 = 1 + pq(a):Vynásobíme-li tyto rovnice mezi sebou pro a = 1; 2; : : : ; p� 1 a oznaèíme-li projednoduchost (p� 1)! = P , obdr¾ímeP p�1 = p�1Ya=1(1 + pq(a)):Vypoèítáme-li souèin na pravé stranì a pøejdeme-li ke kongruenci podle modulup2, dostaneme P p�1 � 1 + p p�1Xa=1 q(a) (mod p2):(4.3)Z de�nice Wilsonova kvocientu plyneP = �1 + pN:Umocníme-li obì strany této rovnice èíslem p � 1 a pøejdeme-li ke kongruencipodle modulu p2, obdr¾ímeP p�1 � 1 + pN (mod p2):(4.4) 49



Porovnáním kongruencí (4:3) a (4:4) obdr¾íme ji¾ uvedený vztah mezi Wilsono-vými a Fermatovými kvocienty.Tento Lerchùv výsledek, který se dnes udává v ponìkud pozmìnìném tvaru,je citován napø. v [Si], kde úloha èíslo 5 na stranì 225 zní: Doka¾te Lerchovuvìtu, tvrdící, ¾e pro lichá prvoèísla platí1p�1 + 2p�1 + � � �+ (p� 1)p�1 � p+ (p� 1)! (mod p2):(4.5)Kongruence (4.5) je dùsledek Lerchovy vìty 4.1. Staèí toti¾ v kongruencích (4.3)a (4.4) vyjádøit podle de�nice q(a), resp. N .4.4 Vyjádøení Fermatova kvocientù pomocí sou-ètu celých èástí a jeho dùsledkyV dal¹í èásti práce [Lr7] dokázal Lerch následující dùle¾itou kongruenci:Vìta 4.2 Nech» p je liché prvoèíslo, a kladné celé èíslo nesoudìlné s p. Potomplatí q(a) � p�1X�=1 1�a ��ap � (mod p);(4.6)kde h �ap i oznaèuje celou èást èísla �ap .K odvození této kongruence vyu¾il Lerch Eisensteinem odvozených logarit-mických vlastností Fermatových kvocientù. Podle (3.7) platíp�1X�=1 q(�a) � (p� 1)q(a) + p�1X�=1 q(�) (mod p)a po úpravì dostanemep�1X�=1 q(�a) � �q(a) + p�1X�=1 q(�) (mod p):(4.7)Levou stranu kongruence (4.7) lze upravit jiným zpùsobem, uvá¾íme-li, ¾e ka¾-dému èíslu � 2 f1; 2; : : : ; p � 1g odpovídá jisté èíslo c té¾e mno¾iny, pro nì¾platí �a � c (mod p);èili �a = c+ pz; (0 < c < p);kde z je celé èíslo. Vydìlíme-li tuto rovnici p, obdr¾íme�ap = cp + z;50



kde z je celá èást èísla �ap . Podle Eisensteinova vztahu (3.9) jeq(�a) � q(c+ pz) � q(c)� zc � q(c)� z�a� pz � q(c)� z�a (mod p);tedy q(�a) � q(c)� 1�a ��ap � (mod p):(4.8)Seèteme-li tyto kongruence pro � = 1; 2; : : : ; p�1 a vezmeme-li v úvahu, ¾e podlede�nice èísla c platí P q(c) = P q(�), obdr¾ímep�1X�=1 q(�a) � p�1X�=1 q(�)� p�1X�=1 1�a ��ap � (mod p):(4.9)Porovnáme-li kongruenci (4.9) s (4.7), obdr¾íme tvrzení vìty 4.2.Nyní uvedeme nìkteré dùsledky kongruence (4.6). Vynásobíme-li ji èíslem a,obdr¾íme aq(a) = ap � ap � p�1X�=1 1� ��ap � (mod p):(4.10)Polo¾me a = 2 a m = p�12 . Potom pro � = 1; 2; : : : ;m je h �ap i = 0 a pro� = m+ 1;m+ 2; : : : ; 2m je h �ap i = 1 a platí2p � 2p � 2mX�=m+1 1� � � mX�=1 1� (mod p):(4.11)Druhá èást je bezprostøedním dùsledkem Sternovy kongruence (3.20)Kongruence (4.11) je stejná, jakou ji¾ odvodili Sylvester a Stern. Vyu¾itímidentity 2mX�=1 c� � 2 mX�=1 c2� = 2mX�=1(�1)��1c�ji lze pøevést na tvar 2p � 2p � p�1X1 (�1)��1 1� (mod p):(4.12)Lerch roz¹íøil ji¾ známé výsledky na dal¹í speciální pøípady. Volbou a = 4 sesumaèní index rozpadá na tøi podmno¾inynp4 ; � � � p2 ;o ;�p2 ; � � � ; 3p4 � ;�3p4 ; � � � p;� ;51



které odpovídají hodnotám 1; 2; 3 celé èásti [ 4�p ]. V druhé a tøetí podmno¾inìzavedeme substituci 1� = 1p� � � � 1� (mod p)a po dosazení do kongruence (4.6) obdr¾íme4q(4) � 12pX�= 14p 1� � 2 12pX�= 14p 1� � 3 [ 14p]X%=1 1% (mod p);levou stranu této kongruence lze psát ve tvaru 4q(4) = 4[q(2�2)] = 8q(2) = 4 2p�2p ,zatímco na pravé stranì lze slouèit první dvì sumy, tak¾e obdr¾íme42p � 2p � � 12pX�= 14p 1� � 3 p4X%=1 1% (mod p):Èísla % doplòují mno¾inu èísel � v intervalu (0; : : : ; 12p), mù¾eme tedy slouèitsumy P 1% a P 1� , èím¾ obdr¾íme42p � 2p � �X � =1m 1� � 2 [ 14p]X%=1 1% (mod p):(4.13)Odeèteme-li od této kongruence kongruenci (4.11), obdr¾íme32p � 2p � �2 [ 14p]X%=1 1% (mod p);(4.14)pøípadnì pro p > 3 2p�1 � 1p � �13 [ 14p]X�=1 1� (mod p):(4.15)Kongruenci (4.11) lze psát ve tvaru2p � 2p � mX1 1� � �X��m 1� � 12 [ p4 ]X1 1� (mod p);kde èísla � jsou rozdìlena na lichá � a sudá 2�. Tuto kongruenci lze upravit natvar 22p � 2p = 42p�1 � 1p � �2 X��m 1� � [p4 ]X1 1� (mod p):(4.16) 52



Odeèteme-li od této kongruence (4.15), obdr¾íme2p�1 � 1p � �2X 1� (mod p);(4.17)kde � = 1; 3; 5; : : : a � � m.Stejným zpùsobem lze upravit kongruenci (4.12) na tvar2p � 2p � p�1X1 (�1)��1 1� � p�2X1 1� � 12 mX1 1� (mod p):(4.18)Vynásobíme-li tuto kongruenci èíslem �2 a pøièteme-li k ní (4.11), obdr¾íme poúpravì 2p�1 � 1p �X 1� (mod p);(4.19)kde � = 1; 3; 5; : : : ; p� 2.Volba a = 8 vede ke kongruenci42p � 2p � �X 1a �X 1b (mod p);(4.20)kde 0 < a < p8 ; 0 < b < 3p8 . Volíme-li a = 3, lze odvodit kongruenci3p � 3p � �2 [ 13p]X1 1� (mod p)(4.21)a pro a = 55p � 5p � �2X 1a � 2X 1b (mod p); 0 < a < p5 ; 0 < b < 2p5 :(4.22)Lerch uvádí je¹tì jednu kongruenci pro Wilsonùv kvocient. Vychází z kon-gruence (4.6), pøièem¾ tyto kongruence sèítá v mezích od 1 a¾ po p � 1, tak¾eobdr¾íme p�1Xa=1 q(a) � p�1X�=1 p�1X�=1 1�� ���p � (mod p):(4.23)Levá strana (4.23) je podle vìty 4.1 kongruentní sN . Polo¾íme �� = n a oznaèíme (n) poèet celoèíselných øe¹ení této neurèité rovnice. Potom lze (4.23) psát vetvaru N � (p�1)2Xn=1  (n)n �np � (mod p):(4.24)Funkci  (n) lze jednodu¹e urèit následující úvahou. Jeliko¾ èísla � a � jsou men¹íne¾ p, je n < p�. Musí tedy platit nerovnost np < � < p a komplementární dìlitel� je urèen jednoznaènì.  (n) je tedy poèet dìlitelù n, které le¾í v intervalu (np ; p).53



4.5 Vztahy pro Pakq(a)V dal¹í èásti èlánku [Lr7] Lerch vy¹etøuje souèty typuQk(p) = p�1Xa=1 akq(a);(4.25)kde k je celé èíslo vyhovující podmínce 0 � k < p. Lerch odvodil nìkolik vìt prorùzné hodnoty exponentu k, nepodaøilo se mu v¹ak nalézt obecný vzorec. Døívene¾ uvedeme Lerchovy výsledky, pøipomeneme nìkolik pojmù z teorie èísel.Def. 4.1 Nech» p je liché prvoèíslo, a libovolné celé èíslo splòující podmínku(a; p) = 1. Má-li kongruence x2 � a (mod p) øe¹ení, pak a nazýváme kvadratickýzbytek modulo p, v opaèném pøípadì kvadratický nezbytek modulo p. Legendrùvsymbol �ap� je roven �1, pøièem¾ znaménko + platí v pøípadì, ¾e a je kvadratickýzbytek modulo p a znaménko � v pøípadì opaèném.Pro Legendreùv symbol platí následující vìta:Vìta 4.3 (Euler) Nech» p je liché prvoèíslo a a libovolné celé èíslo nesoudìlnés p. Potom platí �ap� � a p�12 (mod p):Def. 4.2 Racionální èísla Bm, kde m � 1 je celé èíslo, která jsou de�novánarovnicí tet � 1 = 1 + 1Xm=1 Bmm! tm;se nazývají Bernoulliova èísla.Pro Bernoulliova èísla platí následující tvrzení:Vìta 4.4 V¹echna Bernoulliova èísla s lichými indexy jsou rovna nule s výjim-kou B1 = 12 .9Vìta 4.5 (Staudt) Nech» p je prvoèíslo a m je sudé èíslo. Jestli¾e (p� 1) - m, jeBm p�celé, tedy neobsahuje p ve jmenovateli. Jestli¾e (p� 1)jm, potom je pBmp�celé èíslo a platí pBm � �1 (mod p):Vìta 4.6 (Dirichlet) Nech» Cl(�p) je poèet primitivních kladných tøíd kvadra-tické formy ax2 + bxy+ cy2 se záporným diskriminantem b2 � 4ac = �p. Potomplatí �2��2p��Cl(�p) = p�12Xa=1�ap� :9Zejména ve star¹í literatuøe bývala za Bernoulliova èísla pova¾ována pouze èísla B2m sesudým indexem a B1. 54



Def. 4.3 Nech» p je prvoèíslo, � je celé èíslo. Multiplikativní funkce de�novanávztahy �(p�) = � �1 je� li � = 10 je� li � > 1se nazývá Möbiova funkce.Lerch nejdøíve vy¹etøuje souèet Q1(p). Staèí toti¾ vynásobit kongruenci (4.6)èíslem a a tyto výsledky seèíst pøes v¹echna a = 1; 2; : : : ; p� 1, èím¾ obdr¾ímep�1Xa=1 aq(a) � p�1Xa=1 p�1X�=1 1� �a�p � (mod p):(4.26)Platí p�1Xa=1�a�p � = p�1Xa=1 a�p � p�1Xb=1 bp :Vyu¾ijeme-li vzorec pro souèet aritmetické posloupnosti, jep�1Xa=1 ap = p�1Xb=1 bp = p� 12a � p�1Xa=1 ap � p�1Xb=1 bp = (� � 1)(p� 1)2 :Po dosazení do (4.26) mámep�1Xa=1 aq(a) � p�1X�=1 � � 1� � p� 12 (mod p):Vyu¾itím Sternovy kongruence (3.20) lze tuto kongruenci zjednodu¹it na tvarp�1Xa=1 aq(a) � (p� 1)22 (mod p)a po úpravì p�1Xa=1 aq(a) � 12 (mod p):(4.27)Lerch dále vy¹etøuje souèetS = p�1X�=1��p� q(�):(4.28) 55



Nejdøíve pøedpokládá prvoèíslo p tvaru 4k + 3. V tomto pøípadì je �p��p � =���p� a mù¾eme zavést substituci � = p� �, tak¾eS = � p�1X�=1��p� q(p� �):Proto¾e q(�a) = q(a), jeq(p� a) � q(a) + 1a (mod p):Tato kongruence je dùsledkem (3.9) a umo¾òuje nám pøepsat souèet S na tvarS � � p�1X�=1��p� q(�)� p�1X�=1��p� 1� (mod p);odkud bezprostøednì plyne2S � � p�1X�=1��p� 1� (mod p):Podle Eulerovy vìty 4.3. mù¾eme psát tuto kongruenci ve tvaru2S � � p�1X�=1�m�1 (mod p);kde m = p�12 . U¾ijeme-li známé formule z diferenèního poètuu0 + u1 + � � �+ un�1 = n�1X�=0� n� + 1���u0(4.29)s volbou u� = �m�1, n = p obdr¾ímep�1X1 �m�1 = p�1X�=0� p� + 1���Om�1 = m�1X�=0 � p� + 1���Om�1;nebo» m�té a vy¹¹í diference (m�1)�mocniny pøirozených èísel se spolu vyru¹í.Vzhledem k tomu, ¾e ka¾dý pøedcházející binomický koe�cient � p�+1� je dìlitelnýp, je X�m�1 � 0 (mod p)a mù¾eme zformulovat první Lerchùv výsledek:Vìta 4.7 Nech» p > 3 je prvoèíslo, pøièem¾ platí p � 3 (mod 4). Potom jep�1X�=1��p� q(�) � 0 (mod p):(4.30) 56



Zde se v¹ak Lerch dopustil nepøesnosti, nebo» pro p = 3 je m = 1 a vzorec (4.29)nelze pou¾ít. Vzhledem k tomu, ¾e � 1p� � 1 (mod 3) a � 2p� � 2 (mod 3), jepodle (4.27) S � 12 (mod p).Pro prvoèísla tvaru 4k + 1 tento postup nelze pou¾ít, proto Lerch zvolil pøivy¹etøování souètu S jiné prostøedky. Vychází opìt z vìty 4.3. a de�nuje celé èísloq0(�), které je urèeno rovnicí�m = ��p� [1 + pq0(�)]:(4.31)Vztah mezi q(�) a q0(�) se odvodí snadno, jestli¾e rovnici (4.31) umocníme nadruhou. Obdr¾íme 1 + 2pq0(�) + p2q0(�)2 = 1 + pq(�)a tedy q(�) � 2q0(�) (mod p):Proto¾e p = 4n+ 1 je m = 2n ap�1X�=1 �m = p p�1X�=1��p� q0(nu);(4.32)nebo» v øadì èísel 1; 2; : : : ; p�1 je poèet kvadratických zbytkù a nezbytkù stejnýa tedy p�1X1 ��p� = 0:Levou stranu mù¾eme vyjádøit pomocí vzorceS2n(x) = x2n+12n+ 1 � 12x2n + nX�=1(�1)��1B�2� � 2n2� � 1�x2n�2�+1;(4.33)tedy je p�1X�=1 �m = S2n(p); 2n = m:Vydìlíme-li tuto rovnici èíslem p, obdr¾ímepmm+ 1 � 12pm�1 + nX�=1(�1)��1B�2� � 2n2� � 1�p2n�2� = p�1X�=1��p� q0(�):Podle Staudtovy vìty platí(�1)n�1Bn � p�1X�=1��p� q0(�) (mod p)a mù¾eme zformulovat druhý Lerchùv výsledek:57



Vìta 4.8 Nech» p je prvoèíslo splòující podmínku p � 1 (mod 4). Potom platíS = p�1X�=1��p� q(�) � (�1)n�12Bn (mod p):(4.34)Dále je studován souèet H = p�1X�=1��p� �q(�):(4.35)Nech» p = 4k + 1, tak¾e �p� ap � = �ap� :Je-li a � m, potom lze sumu na pravé stranì v rovnici (4.35) rozdìlit ve dvìa máme H = X�ap� aq(a) +X�p� ap � (p� a)q(p� a):Dále pøejdeme ke kongruenci modulo p, èím¾ obdr¾ímeH �X�ap� a[q(a)� q(p� a)] (mod p):Výraz v hranaté závorce je ale podle dùsledku (3.9) kongruentní s � 1a , tak¾e jeH � � mXa=1�ap� = 0;tedy platí následující tvrzení:Vìta 4.9 Nech» p je prvoèíslo, pøièem¾ platí p � 1 (mod 4). Potom jep�1X�=1��p� �q(�) � 0 (mod p):(4.36)Je-li p = 4k + 3, má první dìlení souètu H tvarH = X�ap� aq(a) +X�p� ap � (p� a)q(p� a):Vezmeme-li opìt v úvahu, ¾e �p��p � = ���p� a pøejdeme-li ke kongruenci modulop, mù¾eme psát H � 2X�ap� aq(a) +X�ap� (mod p):(4.37) 58



Nyní se provede nové rozdìlení èísel � na sudá 2a a lichá p� 2a, tak¾e souèet Hmá tvar H =X�2ap � aq(2a) +X�p� 2ap � (p� 2a)q(p� 2a)a stejným postupem získámeH � 4X�2ap � aq(2a) +X�2ap � (mod p):Vzhledem k tomu, ¾e je q(2a) � q(a) + q(2) (mod p);lze tuto sumu psát ve tvaruH � 4�2p�X�ap� aq(a) +�2p�X�ap�+ 4�2p� q(2)X�ap� a (mod p):Suma X�ap� aje dìlitelná p a v poslední kongruenci odpadá, tak¾e mámeH � 4�2p�X�ap� aq(a) +�2p�X�ap� (mod p):(4.38)Vynásobíme-li (4.37) dvojkou a (4.38) � 2p� a odeèteme-li je od sebe, obdr¾íme�2��2p��H �X�ap� (mod p):Vezmeme-li v úvahu Dirichletovu vìtu 4.6, Lerchùv ètvrtý výsledek zní:Vìta 4.10 Nech» p je prvoèíslo splòující podmínku p � 3 (mod 4). Potom platíp�1X�=1�2p� �q(�) � Cl(�p) (mod p):(4.39)Lerch dále odvodil vzorec pro k = 2, pøièem¾ vyu¾il uvedených výsledkù.Vrací se k souètu S, který znaèí A.10 Nech» % je celé èíslo vyhovující podmínce0 < % < p. Potom existuje celé èíslo b takové, ¾e platí �b � % (mod p) a Lerchùvvzorec (4.6) lze psát ve tvaruq(�b) � q(%)� 1�b ��bp � (mod p):10Toto pøeznaèení samozøejmì nemá ¾ádný význam a není jasné, proè k nìmu Lerchpøistoupil. 59



Eisensteinùv vzorec (3.7) zase dáváq(�b) � q(�) + q(b) (mod p);platí tedy q(%)� 1�b ��bp � � q(�) + q(b) (mod p):(4.40)Podle de�nice èísel b; �; % platí ��bp � = �%p� ;kongruenci (4.40) lze po vynásobení ( �bp ) psát ve tvaru� bp���p� q(�) + � bp� q(b)��p� � �%p� q(%)���bp � 1�b ��bp � (mod p):(4.41)Na levé stranì je vyu¾ito skuteènosti, ¾e pro Legendreùv symbol platí (abp ) =(ap )( bp ). Nyní provedeme souèet pro � = 1; 2; : : : ; p � 1. Vzhledem k podmínce�b � % (mod p) musí pro pevné b nabývat % tých¾ hodnot jako � a souèet druhýchèlenù na levé stranì dá 0, nebo» je stejný poèet zbytkù a nezbytkù. Kongruence(4.40) má tedy tvar� bp�A � A� p�1X�=1��bp � 1�b ��bp � (mod p)a po zkrácení � bp� a násobení bp�1X�=1��p��b�p � 1� � ��1�� bp�� bA (mod p):(4.42)Je-li b kvadratický zbytek modulo p, je � bp� = 1 a sumap�1X�=1��p��b�p � 1�je dìlitelná p. Je-li b kvadratický nezbytek, musíme rozli¹it dva pøípady. Prop = 4n + 3 je tato suma rovnì¾ dìlitelná p (viz vìta 4.7) a pro p = 4n + 1 jes ohledem na tvrzení vìty 4.8 tato suma kongruentní podle modulu p s èíslem(�1)n4Bnb.Násobíme-li kongruenci (4.40) b2�2 � %2 a u¾ijeme-li logaritmické vlastnosti(3.7), obdr¾ímeb2q(b) � �2 + b2 � �2q(�) � %2q(%)� b� �b�p � (mod p):60



Tyto kongruence opìt seèteme pro � = 1; 2; : : : ; p � 1, pøièem¾ opìt vyu¾ijemeskuteènosti, ¾e sèítací indexy pro � a % jsou stejné. Pøi dal¹ích úvahách vyu¾ijemetvrzení následující vìty:Vìta 4.11 Nech» p je prvoèíslo, � a k jsou kladná celá èísla. Potom platíp�1X�=1 �k � � 0 jestli¾e (p� 1) - k;�1 jestli¾e (p� 1)jk:(4.43)Abychom dokázali tuto vìtu, pøedpokládejme, ¾e (p � 1) - k a g je primitivníkoøen, potom gk není kongruentní s 1 modulo p. Jeliko¾ mno¾iny g; 2g; : : : ; g(p�1)a 1; 2; : : : ; p� 1 jsou ekvivalentní modulo p, platíp�1X�=1(�g)k �X � = 1p�1�k (mod p);po úpravì obdr¾íme (gk � 1) p�1X�=1 �k � 0 (mod p)a odsud plyne první èást tvrzení. V pøípadì (p � 1)jk je druhá èást tvrzení dù-sledkem Malé Fermatovy vìty.V tomto místì se Lerch opìt dopustil men¹í nepøesnosti, nebo» pøedpokládal,¾e pro lichá prvoèísla platí kongruencep�1X�=1 �2 � 0 (mod p);ta v¹ak podle tvrzení vìty 4.11 platí pouze pro prvoèísla p > 3. Za tohoto pøed-pokladu obdr¾íme(b2 � 1) p�1X�=1 �2q(�) � �b p�1X�=1 � �b�p � (mod p):(4.44)Dosadíme-li do (4.44) b = 2, máme3 p�1X�=1 �2q(�) � �2 p�1X�=m+1 � = �2 p�1X�=1 � � mX�=1 �! (mod p);co¾ dává 3X �2q(�) � m(m+ 1) = p2 � 14 � �14 (mod p)a po vydìlení této kongruence èíslem 3 dostaneme následující tvrzení:Vìta 4.12 Nech» p > 3 je prvoèíslo. Potom platíX �2q(�) � � 112 (mod p):(4.45) 61



Dosadíme-li kongruenci (4.45) do (4.44), obdr¾íme zajímavou kongruencip�1X�=1 � �b�p � � b2 � 112b (mod p);kterou lze pøepsat na tvar1b � b� 12 p�1X�=1 � �b�p � (mod p):Tím je souèasnì nalezeno jedno øe¹ení neurèité rovnicebx� py = 1;pøièem¾ toto øe¹ení má tvar x = b� 12 p�1X�=1 � �b�p � :Lerch vìnuje v závìru tohoto èlánku pozornost kvadratickým zbytkùm r mo-dulo p. Kongruence (4.8) dáváq(�2) � q(r) � ��2p � 1�2 (mod p):Seèteme-li tyto kongruence od 1 do p� 1, obdr¾íme2 p�1X�=1 q(�) � 2Xr q(r) � p�1X�=1 ��2p � 1�2 (mod p):Zde bylo pou¾ito logaritmické vlastnosti q(�2) � 2q(�) a skuteènosti, ¾e pokud� nabývá v¹ech hodnot od 1 do p � 1, pak se v¹ech p�12 kvadratických zbytkùvyskytuje dvakrát. Zøejmì platí identita2Xr q(r) = X�1 +��p�� ;která s vyu¾itím výsledku vìty 4.1 a oznaèení (4.28) (Lerch i zde u¾ívá písmeneA) dává 2Xr q(r) � N +A (mod p)a tudí¾ p�1X�=1 ��2p � 1�2 � A�N (mod p):(4.46) 62



Je-li navíc p = 4n+3, je A � 0 a tato kongruence dává zajímavé vyjádøení zbytkùWilsonových kvocientù.Oznaème a; a0; : : : kvadratické zbytky a b; b0; : : : kvadratické nezbytky a po-lo¾me Xa q(a) = A; Xb q(b) = B:Jeliko¾ platí aa0 � a0 (mod p);je aa0 = a0 + pz z = �aa0p � :11;Podle kongruence (4.8) platíq(aa0) � q(a00)� 1aa0 �aa0p � � q(a) + q(a0):Sèítáme-li pøes v¹echna a0, potom a00 nabývá tých¾ hodnot a mámep� 12 q(a) � �Xa0 1aa0 �aa0p � (mod p)neboli q(a) � 2Xa0 1aa0 �aa0p � (mod p):(4.47)Proto¾e platí ab � b0 (mod p);je ab = b0 + pza q(ab) � q(b0)� 1ab �abp � � q(a) + q(b) (mod p):(4.48)Provedeme-li opìt sumaci pøes v¹echny kvadratické nezbytky, obdr¾ímep� 12 q(a) � �Xb 1ab �abp � (mod p);neboli q(a) � 2Xb 1ab �abp � (mod p):(4.49)11V originále èlánku je místo této rovnice kongruence podle modulu p. Vzhledem k tomu, ¾eLerch pou¾ívá k odvození kongruence (4.49) vztahù (3.7) a (3.9), zdá se být rovnice logiètìj¹í(viz odvození kongruence (4.8)). Podobnì postupuje pøi odvozování vzorce (4.50), kde¾to pøiodvozování vzorce (4.51) má ji¾ rovnici. 63



Obì tyto kongruence jsou ov¹em dùsledkem (4.6) a (4.43).Sèítáme-li naopak v (4.48) pøes v¹echna a, obdr¾ímep� 12 q(b) +A � B �Xa 1ab �abp � ;èili q(b) � 2A� 2B + 2Xa 1ab �abp � (mod p):(4.50)Vzhledem k tomu, ¾e souèin dvou kvadratických nezbytkù je kvadratickýzbytek, platí bb0 = a+ pza z vlastností Fermatových kvocientù mámeq(b) + q(b0) � q(a)� 1bb0 �bb0p � ;seèteme-li tyto kongruence pøes v¹echny b0, obdr¾ímep� 12 q(b) +B � A�Xb0 1bb0 �bb0p � (mod p);neboli q(b) � �2A+ 2B + 2Xb0 1bb0 �bb0p � (mod p):(4.51)Porovnáme-li (4.50) a (4.51), obdr¾ímeXa 1ab �abp ��Xb0 1bb0 �bb0p � � 2(B �A) (mod p):(4.52)Zde se Lerch dopustil drobného pøehlédnutí, nebo» v originále èlánku [Lr7] mána levé stranì obrácená znaménka. Tento výsledek je v¹ak shodný s kongruencí(4.43), v ní¾ ov¹em A = p�1X1 ��p� q(�):4.6 Pøípad slo¾eného moduluSlo¾enému modulu se Lerch vìnoval v obou jím publikovaným èláncích. Kvocientq(a) je de�nován vzorcem q(a) = a'(m) � 1m ;(4.53)kde '(m) je Eulerova funkce. V práci [Lr7] nejdøíve roz¹iøuje platnost Eisenstei-nových vzorcù (3.7) a (3.9) i pro slo¾ený modul m.64



Vìta 4.13 Nech» m je liché èíslo, a celé èíslo vyhovující podmínce (a;m) = 1.Potom platí q(ab) � q(a) + q(b) (mod m)(4.54)a q(c+mz) � q(c) + '(m)zc (mod m):(4.55)Lerch neuvádí explicitní dùkaz, ale ten je pouze obdobou dùkazu pro prvo-èíselný modul. Lerch pøipojuje i dal¹í kongruenci, kterou lze vyjádøit následujícívìtou:Vìta 4.14 Nech» ab � c (mod m), pøièem¾ 0 < c < m. Potom platíq(ab) � q(c) + '(m)ab �abm � (mod m):(4.56)Toto tvrzení se snadno ovìøí, uvìdomíme-li si, ¾e z pøedpokladu ab � c (mod m)plyne ab = c+ km, pøièem¾ k = �abm �.Lerch odvodil následující vìtu pro slo¾ený modul:Vìta 4.15 Nech» platí (m;'(m)) = 1. Potom platí1a � a� 12P (m) Xb b �abm� (mod m):(4.57)Dùkaz této vìty vychází z kongruence (4.56). Vynásobíme-li ji a2b2 � c2, obdr-¾íme a2q(a) � b2 + a2b2q(b) � c2q(c) + '(m)ab �abm� (mod m):Tyto kongruence seèteme pro v¹echna b, která jsou nesoudìlná s modulem m,tìchto èísel je právì '(m). Pøi pevném a bude c nabývat stejných hodnot jako b.Výsledkem je kongruencea2q(a)s2 + (a2 � 1)Xb b2q(b) � '(m)aXb b �abm� (mod m);(4.58)kde s2 je souèet kvadrátù v¹ech èísel nesoudìlných s modulem. Volba a = 2 dávánásledující kongruenci4q(2)s2 + 3X b2q(b) � 2'(m)X b0 (mod m);(4.59)pøièem¾ b0 > m2 . Dále platíX b0 �X(m� �) � �X� (mod m);65



kde � jsou èísla nesoudìlná s m splòující podmínku 0 < � < m2 . Oznaèíme-lif(n) = [n2 ]X�=1 �;je X� = X�(d)df �md � ;kde d jsou v¹ichni dìlitelé m a �(d) je Moebiova funkce. Je-li m a tedy i md = d0liché a vyu¾ijeme-li vzorec pro souèet aritmetické posloupnosti, obdr¾ímef(d0) = d0�12X1 � = d02 � 18 ;odkud X� = 18 X�(d)(md0 � d)(4.60)a pøejdeme-li ke kongruenci, obdr¾ímeX� � �18 X d�(d):Oznaèíme-li P (m) =Y(1� pi);(4.61)kde pi jsou prvoèinitelé modulu m, jeX� � �18P (m):(4.62)Dále musíme vyjádøit souèet s2. Oznaèíme-li pro jednoduchostF (n) = n�1X�=1 �2;je s2 =Xd �(d)d2F �md � ;kde d jsou v¹ichni dìlitelé èísla m. Pomocí matematické indukce lze dokázatvzorec F (n) = n33 � n22 + n6 ;máme tedy s2 = m23 X�(d)d0 � m22 X�(d) + m6 X d�(d)66



a proto¾e P�(d) = 0 je s2 = m23 '(m) + m6 P (m):(4.63)Pokud m není dìlitelné 3, je s2 � 0 (mod m)a kongruence (4.58) má tvarX b2q(b) � 112'(m)P (m) (mod m);(4.64)pøièem¾ sèítací index nabývá v¹ech '(m) hodnot nesoudìlných s m. Dosadíme-li(4.64) do kongruence (4.58), dostaneme�a� 1a� '(m)P (m)12 � '(m)Xb b �abm � (mod m):Je-li (m;'(m)) = 1, co¾ nastává tehdy, je-li m souèin rùzných prvoèísel, potomje i výraz P (m) nesoudìlný s kterýmkoliv z nich a tuto kongruenci lze dìlit'(m)P (m) a obdr¾íme tvrzení vìty 4.15.Je-li m dìlitelné tøemi a má-li být splnìna podmínka (m;'(m)) = 1, musímusí být v¹echny prvoèinitelé s výjimkou 3 tvaru 3k + 2, nebo» ani jedno z èíselpi � 1 nesmí být dìlitelné tøemi. Je tedys� 2 � m6 P (m) mod m;a po dosazení do (4.59) máme3X b2q(b) � P (m) �14'(m)� 23mq(2)� (mod m):Kongruenci (4.59) lze psát ve tvarua2 � 13 P (m) �14'(m)� 23mq(2)�+ a2q(a) � m6 P (m) �'(m)aX b �abm � (mod m):Násobíme-li tuto kongruenci èíslem 3, obdr¾íme(a2 � 1)P (m)14'(m)� (a2 � 1)P (m)23mq(2) + a2q(a)m2 P (m) �� 3'(m)aX b �abm � (mod m):67



Tøetí èlen odpadá a druhý èlen je dìlitelný m a tudí¾ výraz (a2 � 1) je dìlitelnýtøemi. Máme tedy�a� 1a� P (m)'(m)4 � '(m) � 3X b �abm� (mod m)a odsud dostaneme tvrzení vìty 4.14.V práci [Lr9] navázal Lerch na práce Sylvestera a Mirimano�a. Dokázal, ¾ei pro slo¾ený modul platí jeho kongruence (4.6).Vìta 4.16 Nech» a a m jsou celá kladná èísla vyhovující podmínce (a;m) = 1,'(m) je Eulerova funkce. Potom platíq(a) = a'(m) � 1m �X� 1a� ha�m i (mod m);(4.65)pøièem¾ sèítáme pøes v¹echna � < m a � - m.Dùkaz této vìty lze provést vyu¾itím identityY � = Y�a� �m ha�m i� :Provedeme-li roznásobení na pravé stranì, obdr¾ímeY � = a'(m)Y � �ma'(m)�1Y �X 1� ha�m i+m2KY �;kde K je celé èíslo. Tuto rovnici vydìlíme mQ � a po úpravì obdr¾ímea'(m) � 1m = a'(m)�1X 1� ha�m i+mKa odsud plyne kongruencea'(m) � 1m = q(a) � a'(m)X 1a� ha�m i (mod m):Z Eulerovy vìty plyne, ¾e a'(m) = lm+ 1 a to dává hledanou kongruenci (4.65).Závìrem èlánku [Lr9] uvádí Lerch je¹tì jednu dùle¾itou kongruenci:Vìta 4.17 Nech» m = m1m2m3 : : :m� , pøièem¾ èísla mi jsou po dvou nesou-dìlná. Polo¾me m = mini a nech» n0i vyhovuje kongruenci n2in0i � 1 (mod mi).Potom platí q(a;m) � �X1 nin0i'(ni)q(a;mi) (mod m):(4.66) 68



Lerch neuvádí dùkaz této vìty; proto¾e musí být splnìna podmínka o nesoudìl-nosti èinitelù, staèí to dokázat pro libovolný z nich. Nech» tedy platí m = mini.Vyu¾itím multiplikativnosti Eulerovy funkce a identity (2:1) lze psáta'(m) � 1 = a'(mi)'(ni) � 1 = (a'(mi) � 1) '(ni)�1Xk=0 a'(mi)k;a po vydìlení m mámea'(m)�1m = a'(mi)�1mi P'(ni)�1k=0 a'(mi)kni :Proto¾e první dva zlomky jsou celá èísla, musí platita'(mi) � 1 (mod ni):Podle Eulerovy vìty zase platí'(ni)�1Xk=0 a'(mi)k � '(ni) (mod m);co¾ spolu s de�nicí èísla n0i dává tvrzení vìty (4:15).
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