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KAPITOLA IX.

ZAMENA PROMENNYCH

Stejnd jako v kap. VIII vystupuji v této kapitole pouze koneénd
redlns d&isla, redlné konedné funkce redlnych proménnych a koneéné
neboli vlastni derivace — nebudu to v dalsim opakovati.

V matematice i v jejich aplikacich maji ¢asto velky vyznam vyrazy,
sloZzené z ,,nezivisle proménnych”, z jedné nebo nékolika funkei
téchto proménnych a z derivaci té&chto funkei. Na pf. jsou velmi
dilezité vyrazy

rl 2 r
() 2 (%.) ’ zx%

i=1
(y je funkce  proménnych). Nebo: hlavnim tkolem theorie diferencial-
nich rovnic je studium funkei, které spliiuji danou diferencidlni rov-
nici. P¥i tom na pf. ,,obyéejnou diferencidlni rovnici n-tého fddu‘
rozumime asi toto: Je ddna né&jaks funkce n + 2 proménnych

F(x’ y’ y" e y(n)) ;
hledaji se pak ony funkce (proménné z) y = y(x), které pro viech-
na z (nebo aspoli vSechna z jistého intervalu) spliiuji rovnici
F(z,y(x), y'(x),...,y™(z)) = 0, kde y®(x) znamend k-tou derivaci funkce
y(z). Vedle t&chto ,,obydejnych‘‘ rovnic se studuji také t. zv. parci-
4lni diferencialni rovnice, kde ,,nezndmé funkce‘ y zavisi na nékolika

proménnych, na pf. ﬁyz _ Y = 0 (y je funkci z,, z,), a déle di-
ox; 0z,

ferencialni rovnice, v nichZz se vyskytuje nékolik neznimych funkef

(obyéejné byva pak dian systém né&kolika diferencidlnich rovnic,

kterym maji nezndmé funkce vyhovovati).

Ve viech téchto pripadech je asto vhodno, zavésti misto nezivisle

proménnych z,, ..., z, nové nezivisle proménné &, ..., § rovnicemi
tvaru
(2) x.'= wi(fli .oy 6,.) (i= l, ooy T),

nadez se na pf. y v (1) jevi funkei proménnych £, ..., & (ve tvaru
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,,sloZzené funkce‘‘) a jde o to, vyjadriti -91, i ,
oy &y 0x;’ 0x; 0

< ,—2—...apomociderivaci,transformaénich funkci* ¢,,..,p,.
a 5‘ asi afk p q’l ¢

Timto tkolem se budeme zabyvati v § 1. Nékdy zavadime soudasné
i misto ,,zdvisle proménné‘ y novou ,,zavisle proménnou” 7 a jde

o My

v qee s . .o
potom o vyjadieni derivaci ;" 7z, 03, """ derivacemi OE,’ 06,

Tomuto slozitéj8imu tdkolu je vénovan § 2.

Jde tedy v této kapitole o tikol rizu pfedevsim podetné technického;
hlavnim jejim cilem je podati nivod, jak v jednotlivych p¥ipadech
postupovati. Proto nepoddvim vysledky této kapitoly jako samo-
statng formulované véty; ale pii tom problém vidy pfesné formuluji
a vytykam také pfedpoklady, které zaruduji opravnénost providénych
ukonid. Jak d&tenat uvidi, plyne opridvnénost jednotlivych podetnich
operaci ihned z vét o zdménnosti parcidlnich derivaci, o totdlnich
diferencidlech a parcidlnich derivacich sloZenych funkci a pfedev&im
z vét 210—213 o implicitnich funkeich.

... pomoci deri-

vaci

§ 1. Zavadéni novych nezdvisle promé&nnych.

I. Funkce jedné proménné. Zainéme nejjednodus¥im ptipa-
dem: funkcemi jedné proménné. PiSme y = f(x) a zavedme sem ,,no-
vou proménnou‘‘ ¢ rovnici x = ¢(t), takZe se ndm y jevi funkei pro-
ménné ¢, totiz y = f(e(t)) = g(t). Necht ¢ mé v («, B) derivaci od nuly
ruznou (takZe podle véty 82 m4i ¢’ stile totéz znameni, a tedy ¢ je
ryze monotonni v («, 8)). Funkce ¢ zobrazuje («, ) na jisty interval
(a, b).

O funkcich ¢, f piedpoklddejme, Ze maji pro vysetfované hodnoty
t, z) derivace aZ do toho ¥4du, do kterého je budeme poéitati. Budeme
psati

d

3) d—i g—z’;, ... misto f'(z), (), ...,
dy dxy . vy o

(4) qar misto ¢'(¢), ¢g"(¢), ...

1) Pfi tom se omezujeme na ¢ ¢ («, f), € (a, b).
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pfi tom z bude vidy znaditi éislo ¢(f). Vyjadieni derivaci (4) deriva-
cemi (3) obdriime prosté opakovanym pouZitim pravidla o derivovéni
sloZzenych funkei:

dzy

) YT, =Ygy + Lon,.

d dx
(Chceme-li zde vpravo miti jen proménnou z, musime dosaditi ¢t =
= (), kde y je funkce inversni k ¢ — oviem ,sestrojeni* funkce y
miize byti kol velmi sloZity, i kdyZ funkce ¢ je jednoduchd.)
Cheeme-li naopak vyjadiiti derivace (3) derivacemi (4), mlZeme
2
z (5) postupné potitati g-g, g—i—;, ... Ale miiZeme postupovati jeSté
jinym zpisobem, ktery nyni vyloZim.

Abychom odvodili obecné pravidlo, vezmeme libovolnou funkei
Y = F(x), majici v (a, b) derivaci; dosadime-li sem z = g(¢), mame
Y = F(p(t)) = G(¢). Pravidlo o derivovani sloZenych funkei davéa
dYy dY

T4 .¢'(t) a tedy

vy 1 dY
@) dr o)

av . . . . . o e

(kdez ovSem == = F'(z), ?17 = @'(t)). Zékladni rovnice (6) TeS$i jiz
na% Gkol. Polozme napted ¥ = y, t. j. F = f; vyjde

dy 1 dy
7
o v ¢'(0)°

dz
Vezméme nyni za Y funkei % (t. j. f'(z)); podle (6) dostan d?{"

- dz(?ly) takto: vyjadiim 3—; jakozto funkei ¢ (coZ je provedeno

v (7) vpravo), derivuji tuto funkei podle ¢ a délim &islem ¢’(£); obdrzim
dzy 1 d ( 1 dy\’ e"(t) dy 1 d%
o 5 q +

® w=va T\yo ¥~ ore’ yora:
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9

Vezmu nyni za Y funkei g%g; uzitim rovnice (8) obdrzim z (6)

Py _1(_ ¢ dy , 3(¢)rdy 3" dy 1 dy

de® ¢\ (@Pdt T (@) dt (¢ de T () de
Obdobné bych dostal %‘ atd. Jest ovSem sotva vhodno, uZivati ve
specidlnich piipadech téchto vzorct dosti sloz1tych; je 1épe, uvédomiti

- o . PRV N 4
si jenom princip: Pravidlo o derivovani sloZenych funkei dava T

= %Z @'(¢); odtud vypocétu % a rovnici, kterou tak dostanu,
lik dy d% .
aplikuji tak, Zze misto ¥ kladu po fadé y, Frtl e TRTE Podobného

principu budeme uZivati i v ostatnich slozitéjsich p¥ipadech v této
kapitole.

Cvideni

I. y =), x =1t -+ sint. Postupnym vypoétem dojdéte aZ k vzorci (pro
jednoduchost kladu o(t) = (1 + cos t)=}; které hodnoty ¢ jsou vyloudeny?)

dt . dy
=sin¢ (14 — 6 cos?t 4 8 cost) o7(t) % -+

4+ (15 — 11 cos®t + 4 cost) a‘(t)ﬁq + 6s8in? a"(t)(—i—a—?{ +
de? ) de

+ o4(t) l/ .

2. Necht funkce ¢(¢), x(f) maji v («, B) derivace 2. fddu; necht ¢’ je v tomto
intervalu stdale kladna nebo stale zdporné, takZe funkce ¢ zobrazuje interval
(x, B) prostd na jisty interval (a, b). Rovnice # = ¢(f) znamend pro ¢ e («, f),
z € (a, b) totéZ jako ¢ = y(z), kde y je funkce inversni k ¢. VySetifujme mnoZinu
K vsech bodu [z, ], k nimZ existuje ¢ e (x, f) takové, Ze z = ¢(t), y = x(t)
(fikédvé se, Ze tyto dv8 rovnice davaji ,,parametrické vyjadieni kiivky K*°).
Prvni z t&chto rovnic dava ¢ = y(z) (@ < 2 < b) a druhd potom y = y(y(x)).
MnoZina K je tedy mnoZina onéch bodu [z, y], pro néz jea < z < b, y = f(x);
pii tom f(x) == x(y(x)). Oznadujme derivace podle ¢ Sirkami: z’ = ¢'(t), ¥y’ =
= x'(t), 2" = ¢”(t) atd.; z rovnic odvozenych v textu plyne ihned
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nd
o ;
. ( (dx)) @ty

N d’y - Ix’y’ _ ylx/rl
dz?
(smérnice tedny a polomdr kiivosti kiivky K pfi parametrickém vyjédieni; pi&i
oviem, jak jest obvyklé, 2’2 misto (z)? atd.).

3. Ptejme se, které funkce y(z) vyhovuji pro = > 0 diferencidlni rovnici
d2y
dz?

2

bl
dz

<

ﬂ‘l

d;
z + _d% = 0. Dosadim-li x = e?, jevi se y funkeci ¢, a leva strana rovnice

d2
jest e—t d—g. VEechna fefeni jsou tedy déna vzorcem y =at + b =algz -- b

(a, b libovolné konstanty).

II. Funkce nékolika proménnych. Do funkce z = f(zy, ..., ,)

zavedeme nové proménné &, ..., & rovnicemi
(9) Zy= ¢i(§ls seey Er) (@ =1,.., 1') s
tim pfejde z ve funkei
(10) 951 +o s &) = H(@a(8), -5 @(8)) .
Znaéme
oz ?z
(l]‘) —a_x: ) m 9 oo
derivace funkce f a znaéme
(12) 02 *z

a_E:, ——aE‘ afk 9 oo
derivace funkce g. Za pfedpokladd véty 189, 198 miZeme poditati
%2 < 02 Opn

(13) B = w2 Ty O
&z d 2 Opn Op, < 0z _PoPm
0, OF,  mat\ 0%, O, OF, 0&, ' w 0%, 0c Ok
atd.

Re¥me nyni obraceny tkol: vyjadtiti derivace (11) derivacemi (12)
(a derivacemi ,,transformaénich funkei‘‘ ¢,). Napfed v3ak precisujeme
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piedpoklady. Predpokladejme, Ze funkce @; maji spojité parcidlni
derivace?) (az do toho f4du, ktery budeme potiebovati) v jistém okolf
bodu &, = [&14, ..., &] & Ze funkce f mé spojité parcidlni derivace?)
(tychz fadu) v ]1stem okoli bodu z, = [z, ..., Z,o], kde z;, = @;(&,);
v bodé& &, budiz

Digs ... 92)
(14) D, £)

Zvolime-li dosti malé okoli M bodu &, plati: v celém okoli M plati
(14), rovnicemi (9) je dano prosté zobrazeni mnoziny M na jisté okoli
N bodu z, a v mnoziné N ma f spojité parcidlni derivace onéch fadu,
o nichZ jsme mluvili. Pfi feSeni naSeho tikolu se omezme na body
& =[&, ..., &] mnoZiny M, t. j. na body z = [z, ..., z,] mnoziny N;
bod z je uréen bodem £ pomoci rovnic (9).

Je-li Z = F(x,, ..., z,) libovoln4 funkce, majici v N totdln{ diferen-
cial, a dosadime-li sem za z, ..., z, podle (9), dostdvame funkeci

(15) G(El’ ey ér) = F((pl(sv ey Er): L] ?’r(él’ vy Er))
a pravidlo o derivovani sloZenych funkef dava

Z L oz op.
35, - k=1 3.’2:,, 35,

+0.

(16) G=1...7);

pfi tom oviem oz znadi — oF , kdezto — 24 znadi —— oa . Z r rovnic (18) vy-

(" oz, L 351 af
o7 oZ
potteme r nezndmych — " a_z, :
2Z _ [D(g,, .. ,qp,))" " 0Z
(17) aTk" - (D(En . ') z 36 TH(EI: CERS) 1‘) ’

kde T';; je doplnék prvku % ¥ determinantu (14). Polozim-li v (17)

5:

napfed Z = 2, dostanu vzorec pro z ; aplikuji-li vzorec (17) pro

o

oz,
0z 0%

Z = é-x—l ’ dostanu M atd.

t) Tyto predpoklady by se daly pondkud zobecniti.
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Provedme né&kolik prvnich krokidi pro r = 2; abych usetfil indexy,
Pidi z = f(z,y), z = p(u, v), ¥ = p(u, v). Je-li Z funkce z, y, mime
0Z 0Z 0Z

~=_¢u+§wul
g_éé _*.% Po ¥
w T ¥

(piéi qt;—-:- g—z y Pup = af; f)v atd.) a odtud

0Z 1 (0Z oZ Z 1 oZ Z
(19) %‘=Z(_WV_—_W14)’ ~=—(—_¢v+— u)'

P w y_ A\ o ?
Odtud ptedné (pro Z = 2)

0z 1 [0z 0z oz 1 0z 0z
(20) E—Z(%wv'—a_v"pu), @'—_‘Z(—Eq’u'i'%?u)'
Chei-li poditati dale na pf. 8 8y’ polozim Z = Q_ takze Z = C, kde

C je pravé strana prvni rovnice (20); z druhé rovnice (19) potom plyne
Pz 11 oC oC
AR

Provedeme-li parcialni derivaci vpravo, obdriime

0%z 1 0 (1 2o (1 0z

6a:8y=Z(—%(Z%)"p"+%(Z¢")¢")%+

+l_3_ 1 2 (1 0z
A\ou\d¥) ¥~ \d V)P o0 —

1 0% 1 o 1 0%
- Zi‘PvWO w + E ('pv'l’u + '/qu’u) W - E‘p:ﬁ’u W .

Jest oviem
2 (1 1 Puu¥o + Pu¥Puv — YuPuv — PoPuy
taa(Z'”") =4V a i
2
a podobnd déle. Tim je vypodteno ;ia-y pomoci derivaci % g% Z:.
op oy oy 0%2
% W,...(aido2 fadu). Podobnéseobdrziax, ay.a.posi;upné
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téz parcialni derivace vysSich fddi. Ale obecné vzorce se jiz v 2. ¥adu
zna¢né komplikuji, jak vidite; ve specidlnich pfipadech byva proto
vyhodnéjsi, postupovati pfimym poétem ze vzorci (18), jak ukdZeme
na piikladé.

Piiklad 1. Do funkce z = f(z,y) zavedu nové proménné g, «
rovnicemi x = g cos «, ¥ = g sin & (zavedeni polarnich soutadnic).
Zde jde o ulohu typu, se kterym se velmi ¢asto setkdvame: transfor-
madéni rovnice (9) jsou dany specidlnim zplisobem (zde = = p cos «,
y = ¢ sin «), kdezto funkce f zstdva ,,obecna‘‘. Jak jsme fekli, bude-
me postupovati z rovnic (18), které zde maji tvar

8Z 0Z oz . 0Z oZ . oZ
(21) a?cosm—}-@sma, —a;———a;gsm(x—}-&,;gcostx
a odtud

Z oZ 1 0Z . o7 oZ . 1 0Z
(22) ?—%cosa—?gsma, @—%smx—l——g—a—acosa.
Odtud pro Z =2

02 0z 1 0z . 0z 0z . 0
(23) %—%cosa—?gmn(x, @—%sma—i——e—acosa,

odtud na ptf. daleZity vzorec

0z \2 0z \? 0z \2 1 [0z\2
4 (&) + (&) = () + o (&)
Z (22), (23) dostavame dale
%—cosa— a—zcos,a ——sx
ox? 20 0o n
! i o (% cos x — — — Sl
o sin & 7 |70 n«
0%z 0%z
_ 2 —_— - 2
(25) % cos? o 90 on cos « sino 4 92 6 sm o +

1 0 2 0z
+E£m n? x +—2a—smo.cosa
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a obdobné

(26) o —'aizcosocsinoc-i—l Pz cos 20 — 1 o sin & cos & —
oxoy 00 o 0p Oux © 0% dn?

1 0z . 0z
— — ;- Cosasinx — — — €O8 2« ,
e de 0* O
0%z %z . 2 0%
(27) gz‘ = a—gismzzx + 5 ae P Sin « cos o +
1 0% 1 oz 2 0z
+E%cosﬂa+?%coszrx—?asmmcos:x.

Odtud plyne na p¥. dileZity vzorec
0% %z 0%z 1 %2 102
R A A A T

Poznamka 1. Pfi vypoétu derivaci (11) bychom mohli postupovati
téz jinak: vime, Ze plati rovnice (13); poditejme z nich postupné deri-
vace (11) (napfed 1. ¥ddu, potom 2. ¥ddu atd.). Jestlize p¥i vypoétu
zjistime, Ze tyto rovnice urduji derivace (11) jednoznaéné, mime
zarudeno, ze dostaneme spravny vysledek. JeZto mame FeSiti napired
0z
o,

(m,n=1,...,r) atd., jde o to,

(28)

r linedrnich rowvnic pro neznamé (m=1,...,r), potom 72 line-
0%
ox,, 0x,
zda determinanty téchto soustav jsou rtzné od nuly. Nebudu to zde
dokazovati; ¢tenat viak muZe tohoto postupu pouZivati, pokud ne-
narazi na soustavu, majici vice nez jedno FeSeni (Ze aspoii jedno fe-

feni existuje, vime: nebot plati (13)).

arnich rovnic pro neznamé

III. Methoda diferenciala. Problém, feseny v II (problém
z I je jeho specialnim piipadem r = 1) lze feSiti té% uZzitim totdlnich
diferencidli. Aby nebylo tfeba psati mnoho indexi, omezme se na
piipad r = 2. Budiz z = f(z, y); dosazenim z = @(u, v), ¥ = y(u, v)
dostaneme z = F(u, v). Jest

0z 0z

 0x oy 0z Ox

(pti tom dz, dy, dz znadi diferencidly funkei ¢, y, F; T ow
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znadi derivace funkef ¢, p, F, kdezto z ady znadi derivace funkce f).
Vedle (29) plati

oz ox _% %
(30) dz—%d‘u—}-%dv,dy_audu-{—avdv,

0z 0z

Dosadime-li z (30) do (29), obdrZime rovnici, platnou pro viechny
hodnoty du, dv:

0z oz . [0z 0x | 0z Oy
(31) %d“+%d”—(a‘z‘aa+ayau)d +
0z 0ox 0z oy
+ (& w 5;) dv.
Tedy koeficienty pfi du (a rovnéZz pfi dv) na obou stranzich si musi
byti rovny; to dava dv® rovnice, z nich% lze vypoélstl 61: 3 (nebot

————— %+ 0 podle pfedpokladu). Diferencovanim rovnice (29)
plyne déle

(32) d’z—- et 2 dzdy + 22 d=+—d=x+_d=y

33/ o %
Dosadme sem za dz, dy, dz podle (30) a za d%r, d%, d% podle rovnic

(33) d2x-——d’+2 ~ du dv + v, dy = ..., d% = ...;

dostaneme z (32) vlevo i vpravo kvadratickou formu v du, dv; rovnice
pak plati pro v8echna du, dv, takZe koeficienty pfi du?, du, dv, dv?

vlevo musi byt rovny koeficientim vpravo. To davi celkem t#i li-

Pz %z,

0%
neérn{ rovnice pro — %oy 3y” 3) maji-li tyto rovnice jen jedno feSeni

ox®
(a da se dokazat, Ze tomu tak jest),!) 1ze odtud tyto t¥i derivace vy-
podisti. Tak muZeme postupovati k vy8§im derivacim, pokud snad

3) Napiste tyto rovnice! Pfi tom ovSem a—

oz’ oy
jiZ vypoéteny.
) Vypottste determinant soustavy t8chto tif rovnic!

pova.aup za zndémé — ty byly
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nepfijdeme k systému rovnie, ktery ma vice nez jedno feSeni (nebudu
dokazovati, Ze tento nepfijemny pfipad nemiZe nastati).

Poznédmka 2. MiZe se stati, Ze vztah z = ¢(u, v), ¥ = p(u, v) je
dédn ,,implicite‘’‘ rovnicemi tvaru

Q(x,y’u,v)=0: gl(x’y!u!v)=0'

Potom ovZem prvni dva vzorce (30) pro dz, dy je nutno odvodit
z rovnic

oPp oD oV
=Pty %
dalsim diferencovinim bychom dospéli k rovnicim pro d2x, dzy,
z nichz bychom vypoditali d?x, d% a tim bychom dostali prvni dvé
rovnice z (33) atd. Nebudu uvadéti podminky pro @, ¥, které plynou
ihned z véty 210.

Ctens} udini dobie, propoditd-li si nisledujici cvideni jak uzitim
methody, spoéivajici na rovnici (17), tak podle pozn. 1 v II a konedné
rovnéz uzitim methody diferencidli. TotéZ plati o cvidenich k § 2.

dy+-a?§du+2%dv=0, dz+...+aa—fdv==0;

Poznamka 3. Znaéime-li na p¥. z = f(z, y) a dosadime-li sem z =
= @(u, v), y = y(u, v), dostdvime z = F(u, v), kde F(u, v) = f(p(u, v),
U2 misto & pii
tom jest oznadeni v celé této kapitole providéno opatrné a k tomu
jeSté pripojuji vysvétlivky, aby nevznikl zmatek; Ze zmatek muiZe
v nékterych ptipadech vzniknout, ukdzali jsme ndzorn& v kap. VIL,§ 3,
pozn. 4. Vezméme jedté jeden priklad. M&jme grammolekulu né&jakého
plynu, ktery ma objem V, tlak p, absolutni teplotu 7'. Budiz F né&jaks
fysikélni veli¢ina, kterd zivisi jen na stavu plynu, t. j. na p, V, 7.
Ale mezi p, V, T je vztah, t. zv. stavojevnd rovnice; u t.zv. doko-
nalych plynu je to rovnice pV = RT, kde R je jistd konstanta. Z této
rovnice je vid&t, Ze stav plynu je urden hodnotami p, T' (ty jiZ uréuji
hodnotu V) nebo na pt¥. hodnotami V, T'. Lze tedy psati F' = f(p, T'),
ale také F = f(RTV -1, T) = g(V, T'). Ve fysice se dasto uréitd fysi-
kilni veli¢éina oznaluje tymZ pismenem bez ohledu na to, kterymi

y(u, v)). Uiivali jsme vétSinou znakd g—; misto

proménnymi je vyjidfena. Znak % je nyni nejasny: miiZe zname-
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ti of oF
nati Frd nebo a—T— V thermodynamice se obyéejné pise ( T)’ (,,derivace

podle 7' pfi konstantnim tlaku*) misto f iSe se (ﬁ) (,,derivace
v
podle 7' pii konstantnim objemu‘) mlsto T @ pod.

Poznamka 4. V jednotlivych ptipadech nevypisuji jiz oby&ejn&
podminky, nutné pro platnost piislusného vypoétu. Tak v piikl. 1
je nutno vylouditi bod [z, y] = [0, 0]; v okoli kazdého jiného bodu lze
vzorcl z piikl. 1 uziti, vedeme-li vhodny ,,fez‘‘, neprochazejici timto
bodem (viz cvid. 6 v kap. VIII, § 2 a k nému piisluénou pozn. 18) pod
darou). :

Cvideni

Budiz v = f(z ); vyraz Z : i du (t. zv. prvni a druhy di
= LA z ’ -y . . -
1 s); vyrazy “ 3z 4 o2 P uhy di

ferencidlni parametr) jsou diileZzité v mnohych aplikacich. JiZ v p#ikl. 1 jsme
vypodetli, ve¢ se tyto vyrazy zméni (pro s = 2), zavedeme-li do u = f(=z, y)
nové promdnné g, & rovnicemi £ = g cos &, y = g sin «. Nyni provedeme né&-
kolik dalSich priklada.

4. Zavedu-li do u = f(z, y, 2) prom&nné g, @, # rovnicemi x = g cos ¢ cos &,
y = psingpcos?, 2 = gsind, jest

) [ou)® au’_ ou\® 1 w1 [eu)?
%+@+§_£+g’coszﬂazp +EE9_’

Pu  Pu  Pu Du 1 o%u 1 *u 2 ou tg ¥ ou

ox* ' 2y 22  9p® = p®cos?d dg? + 0% 292 + o 0 ot o’
Derivace vlevo jsou oviem derivace funkce f, derivace vpravo jsou derivace
funkce F(g, ¢, #) = f(@ cos ¢ cos B, p sin ¢ cos &, ¢ sin #); podobné v dalsich cvi-
¢enich.

5. Vysledek cvié. 4 odvodte dvojim uZitim vysledku z piikl. 1 tim, %e sub-
stituci rozloZite: kladte napfed x = g, cos ¢, y = ¢, 8in ¢, z = z & potom g, =
= QCOS‘I", z = gsinz?, Q= 0@.

6. Zavedete-li do u = f(z, ..., x,) proménné g, @;, ..., ¢, jako v kap.
VIII, § 2, cvié. 8, obdrZite
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(au’+ +(6u)2 (au)’+1(au )”+ 1 (au)’+
oz, B PN B 0* \p,_, @2 cos? ¢, _; \0p,_,

" + 1 ou \?
o 02 cos? @, _, cos? ¢, _, ... cos? @, \dp,
(dukaz indukei podle n; uZijte rozkladu podobného jako v cvié. 5: druha sub-
stituce bude ¢, = g cos ¢,,_,, x, = @ sin ¢,_,).

7. Do u = u(xy, ..., r,) zavedeme proménné y,, ..., ¥, ortogonilni substituci
y = F(z), jak bylo vyli¢eno v kap. VIII, § 2, cvié. 11, 12. UZivajice oznadeni
a vysledku téchto cvideni, obdrZime (provedte vSe podrobné!)

ou )
—_— = — Qg »
o, i 0y;
nadez
8 2 8 2
0 7
Z (_ﬁ) - z (i) A2,
K=\ 0%y ¥=1 \ %y
Daéle
o*u hd *u ou oa
== ——a,klk—i—Z— ik
oz ;1T 0y; 0y, j=10y; oy
takZe
8
*u *u ou
=528 _ S 2 o
S el ,Zl 7 oy? ,-; ay;
T ez, Sy oy kiz1 %y, Oz
Jest
aka az(Pk abk,
oy 0y, 0y, 9y,
takZe
8 8 3
a(h2) by, o(hY)  h2 aby,
0; = Z — byyay + z R—a, =—- . 2. Prr
k=1 %Y, ¥i=1 0y, 0y; Q k121 %;

17
Ale posledni soudet je ziejmé a—Q, takZe
Y

1 @ 1 & @ ou
0 =—~—(hQ), I=— —(th—)-
T Quay; QiSioy; \7T oy,
Tim je odvozen i druhy hledany vzorec; h2 jsou rovnicemi (85) v kap. VIII vy-
jaddrena jako funkce y;,...,y, a déile je @ = 4 1: (hyh,...h,); vezmeme-li

snad nespravné znameni, nestane se ve vyrazu I nic — proé¢? Postup, jeho¥
jsme zde uZili, byl trochu jiny neZ niS obecny piedpis; to je pochopitelno: ve
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specidlnich poletnich problémech vede &asto urdity obrat rychleji k cfli neZ
obecny pfedpis.

8. Pro ortogonaln{ substituci z cvié. 10, 15 v kap. VIII, § 2 (eliptické soufad-
nice) obdrZite z cvié. 7

r 2 r r .

g(4y) o*u o [ _ g(,) ou
Z( ) 2"!( ) Qz_2=4z—Q._’L_
j=1 ax, f (A ) a}-’ j=1 82:, j=1 3)., l (A)) 8).,

(— -1

2%7g(2,) ... g(4,) 1Zk<j<r
9. Vysledek cvi&. 4 odvodte znovu ze vzorcu cvié. 7.
V dalsich cvidenich budi%
Ty =buyr + ... + by,
@y = by ¥ + ... + by,

.....................

z, =byy, + ... + by,
(byx konstanty). Pokud vystupuji v dal§im prom&nné &,, 7, budte vizény

Q2 = (A — Ap)?.

A =

.........

(33a)

s
tymi¥ vztahy: §; = Zb,knk.
k=1
10. Jsou-li z,, ..., z, funkce proménnych z,, ..., x,, jeZ substituci (33a) pre-
chéazeji ve funkce proménnych y,, ..., y,, jest
D(zy, ..., 2,) _ D(zy, ..., 2,)
D(yyy «.., Yy) D(xy, ..., z,)

)
I1. Budi¥ déna funkce f(z,,...,%,) & sestrojme funkei &, -—! + . +
+ E f (t zv. poléra funkce f s p6lem £). Tvrdim, Ze tato funkce (23 promén-
oF oF
nych) se rovné 7, @ + i+, @, kde F(y,,...,y,) je funkce, kterou ob-
1

8
drZime, kdyZ do f(;, ..., z,) dosadime podle rovnic (33a).
12. Pfi oznadenf predeslého cvideni budiZ D, determinant, slofeny z prvka
o aF
1 (t. zv. Hesstiv determinant funkce f); D, budiZ sloZen z prvku. .
Ox; 0z, %y, oy,

Potom je D, = A4%D,.
13. JestliZe matice &isel b;; v (33a) spliiuje pro k =1,...,8 I =1,...,8

8
podminku > byby; = &4y (83 = 1, &, = O pro k = 1), jest
j=1

z a“’f) =i21(3_“)z, ,-.21% =2 %:/_3.

8y,
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§ 2. Zavad&ni novych nezdvisle i zivisle prom&nnych. Pro v&tsi
piehlednost vyloZim opét problém i methodu feSeni napfed pro
funkce jedné proménné.

I. Funkce jedné proménné.O funkcich f, ¢, y, jez se zde budou
vyskytovati, pfedpokladdm opét, Ze maji spojité parcidlni derivace
téch ¥4da, jez budeme potfebovati, v on&ch mnozZinich, v nich% je
budeme vysetfovati (budou to oteviené mnoziny). Budte dany funkce
@(&, 1), w(&, n); v bodd [&, n,] budiz

(34) Py — P £ 0.
Rovnicemi
(35) z=g9&n), y=1yén)

je jisté okoli M bodu [&,, 7,] zobrazeno prosté na jisté okoli N bodu
(%o, %ol kde Zo = p(&y, 7o), Yo = p(Eer mo); Volimeli M dosti malé,
bude nerovnost (34) platiti v celé mnozing M. BudiZ dédle dana funkce
f(z) takova, Ze f(x,) = y,. Klademe-li nyni y = f(z), bude dusledkem
tohoto vztahu jisty vztah mezi prom&nnymi &, 7. Rekndme to pfesndji:
rovnice (35) definuji nejenom zobrazeni M na N, nybri i inversnf
zobrazeni N na M, takZie kazdému bodu [z, y] ¢ N je ptifazen jeden
a jen jeden bod [&, ] e M. Vezmu-li z N jenom ty body [z, y], pro néz
je ¥ = f(z), budou jim ptifazeny (v disledku rovnic (35)) pravé ty
body [&, 7] € M, pro néz jest

(36) v(& m) — Heé, ) =0.

Predpoklddidm-li, Ze v bod8 [&,, 7,] — a tedy i v jistém jeho okoli —
jest

» _ 4 o

vime, Ze lze z rovnice (36) vypodisti  jako funkei &, piSme tfeba
n = n(£). Presné: existujiéd > 0, 4 > 0 tak, ze ke kazdému £ ¢ (£, — 8,
&, + 0) existuje jedno a jen jedno 7 (oznadme je 7%(£)) v intervalu
(no — 4, no + A4) tak, Ze plati (36). Volime-li §, 4 jesté tak malé, aby
interval J = (& — 9, &, + 6) X (o, — 4, 7o + 4) byl &asti mnoZiny
M, vidime: rovnice (35) definuji prosté zobrazeni intervalu J na jisté
okoli N,(N,C N) bodu [z,, y,]; pfi tom rovnice y = f(x) jest pro
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[z, y] € N, splnéna tehdy a jen tehdy, jestliZe pfislusny bod [, 5] € J
spliiuje vztah 5 = %(£).

Ne zcela pfesné, ale vyrazné feéeno: misto z, y zavadim &, » rovni-
cemi (35); je-li mezi z, y vztah y = f(x), nebudou té% &, n nezivislé,
nybrz bude mezi nimi vztah tvaru n = 7(£).

Nagim tkolem nyni bude vyjadiiti derivace funkee f(x) %) (v bodé&
3’ :1152, ... funkce 7(£) a parcidlnimi deriva-
cemi funkei ¢(&, 7), p(&,7) (v bodé [&, (£)].¢) UvaZme jesté: z definice

z = (&, 5(£))) denvaceml

. dp | opdy op dn
funkee 7(¢) (viz (36)) plyne 5¥ + £ 31 — /(@ )(a; + 5 dé) 0.
opdny 3_1,0 opdy _
Kdyby bylo o @ = 0, bylo by téz - + = 7 aE = 0; z téchto

dvou rovnic by plynulo, Ze vyraz (34) by se rovnal nule, coz neni
pravda. Tedy jest — coz budeme za chvili potfebovati —

dp dn

Methoda je nyai obdobné jako v § 1. Budiz ¥ = G(x) libovolna
funkce, majici derivaci; dosazenim z = (£, 7(£)) dostivime Y =
= G(p(&, n(€))) = H(&). Podle véty o derivovani sloZenych funkef
jest

(38)

(39)

dHd dG dx  dG (% Lo Op dy
dE T dz "dE de \o& T op dE

a tedy (viz (38))

dH(&)
dG@ d¢
(40 &% i
ot omdé

Zvolme napted ¥ = y, t. j. y = f(x), soudasné y = (&, n(£)). Kladouce
tedy Q(z) = f(z), mame H(£) = (&, n(£)), takZe z (40) plyne
§) Budu je znadliti: f/(z) = d =, [(z) = —!—E atd.

¢) Pismeno 7 zna&i vidy 7(&); x znadi @(&, 1) [b- i- (& 1(£))]; y zna&i f(z)
neboli (&, 7(§)) [viz rovnici (36)).
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o, opdn
(41) dy _ 28 omde
dr = o dpdy’
ot ' on dé
Kladme nyni do (40) G(x) = g—z = f'(x), takZze H(£) bude prava
strana rovnice (41). Rovnice (40) potom déva
d2 A
(42) i AR —
do dy
(‘Pﬁ + @y as

_d dy dy d dn dn
4= aE ('P; + 'Pua‘g)-(%+%—£) T (¢s+%d—£)-(¢£+%d—5) .

Zde jest oviem

d d d dn\? d
a'f'('ﬁt+'l’vd_2)=¢££+2w€qd_z+'/’ﬂq 'J?)'l"l"ldig’
d dn\ dy dn\? d%y
55—(% + 'p"d_s) =P+ 20 g T ‘Pn(d_f) T O ge-
. . dzy ) .
Dosadime-li odtud do (42), dostaneme 3 ¥ Zidaném tvaru. Ale

opét je vyhodnéjsi, pamatovati si jen zdkladni myslenku (obsaZenou
v (39), (40)) a poditati v kazdém specidlnim piipadé zvlast.

Piiklad 1. y = f(x); zavedme proménné r, « rovnicemi z = r cos «,
y = rsin «, takie r se jevi jako funkce «, feknéme » = r(«).?) Je-li
Y = G(z), G(r(«) . cos &) = H(x), jest

dH d@ r . — rsin &)
E—E.fcos& rsimme«),
da@ dH 1

(43) dzr ~ dx "7 cosx —rsina’

) Urend rovnicir sin « — f(r cos «) = 0; podminka sin « — f(z) cos &« * 0,
t. j. f(%) + tg &, coZz znali: teéna ke kiivce y = f(z) neprochdzi pocitkem
(rozmyslete si sami pfipad, kdy tg « nemé smyslu).
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ProY =y (t. j. G = f, H(x) = r(x) sin &) vyjde

dy r'sinx 4 rcosu

(44) I = roosa —reinn (Smérnice tetny).
Pro Q(z) = d_z = f'(x) je H(x) pravd strana rovnice (44); tedy
podle (43)

dy _ 1 y|

dz? r'coscx—-rsinoc'(r’cosoc—rsinoc)”
A = (r"sin o + 2r' cos « — rsin &)(r’' cos & — 7 sin &) —

— (r" cos x — 2r' sin « — 7 cos &)(r’ 8in & + r cos «),

dy  —r" 4 2r7 412

dz® ~ (rcosx — rsina)®’

Cvideni
1. V piikl. 1 vypoététe predeviim

1 dy )
\&)) et

d’y- =" 2 1)
dz?

d3y
(polomé&r kiivosti v polarnich soufadnicich); za druhé@ =B.(r'cosa —

—rsinx)~5 kde B = r"(r?sin x — rr’ cos &) + 3r"?r cos « — r"(3r'2cos &« +
+ 977’ 8in & + 672 cos o) + 12r3 sin & + 877’2 cos & + 4r%’ sin &« + 373 cos o.

2. Budiz y = f(x), poloZme x = 7, ¥ = &; jde ndm o vztahy mezi derivacemi
dy d?2 d: dz
Ey’ E{, ... & derivacemi 7’ = -(%, 7" = #,
vace funkce inversni k f. Je-li pfedloZena funkce G(z) a klademe-li
Q(n(£)) = H(&), jest (pfedpoklad: f'(z) = 0)

...; zfejmd jsou 7’, *, ... deri-

dH dG dng dG@ 1 dH
A dz A&’ dz g dE
dy 1

Pro G(z) = f(x) je H(&) =y =&, tedy - = 7 (znémy vzorec); odtud

dy_ _ i atd.; stanovte Y — (— ""n’% 4+ 105'y"n"™ — 159"%). Kladete-li
o s otds g n'n U]

492



jednou y =lgz (x > 0), po druhé y = arcsin z (|z| < 1), obdrZite z posledni
rovnice
dilgz 6 d*arcsinz  3z(3 + 22?)

dzt =’ R

coz miZete téZ ovéfiti pfimym vypoétem.

II. Nékolik funkei né&kolika proménnych. Budiz déno
8 funkei

(45) Fizy,....,2,) (G=1,...,8)
a dale r 4+ s funkei
(46) Oulln oo b M) (B=1,...,1),

'pi(fly ey Er; 771’ RS} 7]3) (j = 1! 4 8) ;

predpokladéme, Ze tyto funkce maji spojité parcidlni derivace t&ch
14da, které budeme potfebovati, v téch mmoZinach (otevienych),
které budeme vySetiovati.

Zhruba feleno, pujde o tuto otdzku: mezi z;. y; a &, n; budou
vztahy

l:---: 7'),

Z, = ¢k(£ 3 ey 773) (k
(47) ) veer 8)

Yi =i --um)
a dale budou xy, y; vazany vztahy
(48) Y= Fyzy,..,x) (G=1....,9),
jimZ odpovidaji vztahy
(49) VilEs oo M) — Fi(@ulErs oovs M)y ooy Polérs - M5)) =0
G=1,...,9),

z nich za jistych predpokladii lze vypodisti 7y, - - -» s takZe dostaneme
vztahy tvaru

l
=
-

(50) n; = 77,'(51, ceey Er) (7 =1,..., 8) .
2 3 Ve g 3.F, 32F1 b s 33/, a"yi
i . (budeme psati =%, —=—,
Nasim ukolem jest, vypodisti o, oz, 63, " ( p o, b, 7,
...) derivacemi Z—gi , ... a derivacemi funkei @, ¥s
k
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Formulujme tento tkol pfesné. Jsou dédna é&isla ay, ..., a, a kladme
bj = Fja,,...,a,) (j=1,...,8).Budizc = [a,, ..., a,, by, ..., b,]; budiZ
dale y = [y, ..., &, Py, - Bs] bod, jenZ je rovnicemi (47) zobrazen
na bod c, t. j. @ = @p(xq, - Bs)s 05 = iy, - -5 Bs)-

V bodé y a tedy i v jistém jeho okoli budiz

D(@1s ooy Prs P15 o es Ps)
G 7 ST
Potom existuje okoli M bodu y tak, Ze rovnice (47) zobrazuji M
prostd na jisté okoli N bodu ¢ a Ze v celém okoli M plati (51). Dale
pfedpoklidejme, 7e s-fadovy determinant I', vytvofeny z &isel

oy; < OF; 09, .,

(52) Fik(§1,.-.,ﬂs)=%—;—lglaéh’—k (,k=1,...,8).?
je rovnéz v bodé y — a tedy i v jeho okoli — rizny od nuly. Kazdému
bodu [z, ..., ¥,] € N je rovnicemi (47) piifazen jeden a jen jeden bod
[£1 o Ms) € M. Oném bodim [z, ..., y,] € N, jez spliiuji rovnice (48),
jsou piifazeny pravé ony body [£&,, ..., n,] € M, jez spliiuji rovnice (49).
Parcidlni derivace levych stran téchto rovnic podle 7, jsou pravé &isla
I'y.. Jeito I" & 0, plyne z véty 210: existuji éisla 6 > 0, 4 > 0 tak,
ze ke kazdému bodu [£,, ..., &] intervalu J = (¢; — 0, &, + 6) X ...
oo X (¢, — 0, &, + 0) existuje v intervalu K = (8, — 4, f, + 4) X
X ... X (Bs — 4, B + A) jeden a jen jeden bod [7,, ..., 7,] takovy, Ze
plati (49); piSme #; = 5;(¢;, ..., &,). Volim-li §, A dosti malé, bude
J X K ¢ M a vidime: Okoli J X K bodu y je rovnicemi (47) prosté
zobrazeno na jisté okoli N, bodu ¢; bod [z, ..., Zs Yy, ..o, Y] € N,
spliiuje rovnice (48) tehdy a jen tehdy, spliiuje-li bod [£,...,¢&,,
Ny .- Ns] €J X K, jenZ je rovnicemi (47) bodu [z, ..., y,] ptifazen,
rovnice (50).

Methoda FeSeni naseho problému jest obdobna jako v I. Budiz
G(zy, ..., x,) funkce, majici ve vySetfovaném bodé totalni diferencial.
Dosadim-li za z;, do funkce @ podle rovnic (47), (50)

(53) Ty = q’k(él’ seey Er’ 771(51’ sy ér)r ey 773(51’ coey Er))
k=1,...,7),

% Do %’ dosazuji ovSemn za %, ¥; Podle rovnic (47) funkee gy, ;.
1
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obdrzim funkei H(&,, ..., &,). Podle véty o parcidlnich derivacich slo-
zenych funkei obdrzim

5y H_3% (3&+Z ai"%) (m=1,...,1).

Okm 15 0w \O ' S Oy O
. . . vl oGq
To je r rovnic, z nichz miZeme vypocisti Fz " O, jeito deter-
minant ¢isel
0 op, 0
(55) Py 2 P e =1,..,7)

Ok \ o 0

je ruzny od nuly, jak se za chvili pfesvédéime. Tim dost4vame rovnice
tvaru

oG oH

(56) i mz} a&"A,,,, t=1,..,1)),
kde A,, je jista racionalni funkce veli¢in Z%" , aZ , %‘ . Klademe-li

. 6(}' oy;
specialné G(x,, ..., z,) = F,(z,, ..., z,) = ted =i _ méme
p ( 1 ) 2( 1 ) yJ Yaxl axl
H(&,, .. ) = (&, oo &r M1y o0 1) (Viz pozn.?)), takie
(57) oH _by; 5 oy om

Om  Okm (SO, 0,
dosazenim do (56) obdrzime a—y’ ve tvaru
%G _

(58) oz, R;,,

o, a‘Pt aWt 3_’/’: _877_t
. 0&,’ on,’ OF,’ My 0,

druhé za @ funkci % _ BM, tedy za H funkeci R;, z (58);
ox, ox,

kde R;; je raciondlni funkce veli¢in = Poloime za

°) Omezuji se stéle na body [£,, ..., &] € J; potom znadf 7; funkei (50); z;
znadi funkei (53); y; znadi Fj(z,, .. ,x) nebo (coZ je podle (49) totéz) y; =
= Y&l cees Eps My waes Mg)s kde oviem m znali funkei promdnnych &, ...,&,,
danou rovnicemi (50).
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*Ys
0z, 0z,
jsou pfili§ sloZité a nepi"ehledné omezim se proto jen na specidlnf
piiklady.

Zbyva jesté dokazati, Ze r-fadovy determinant, sloZeny z &isel (55),
je razny od nuly. Funkéni determinant (51) — jenZ je rtizny od nuly —
pisme

uzitim rovnice (56) obdrzime atd. Vypoéty v obecném pfipad®

A

b,
351’ !as"anl’ ,677’

op, op, op, op,
O, >t 9, oy "t O, I {1II
oy, oy oy, ‘III v
B T B

(59)

Pii tom I znamend matici, sloZzenou z prvnich r fadka a sloupct,
IV znamené matici sloZenou z poslednich s f4dka a sloupci; II se
sklad4 z poslednich s sloupcii a prvnich r ¥4dkd, ITI se sklddé z prvnich
r sloupet a poslednich s ¥4dku. Ndsobim nyni (r + ¢)-ty sloupec &islem

zZ‘ (¢=1,...,8) a viechny tyto vyrazy pfi¢tu k m-tému sloupei;

tim dostanu v I vyrazy
o, Opy ome
60 l,m=1,
(0 S =1
a v IIT dostanu vyrazy
a'l’l a‘l’! a’h (7.= 1, ceey 8)
61 -
(61) afm+tzla77tafm m=1,...,r|’
kdezto II, IV zistanou beze zmé&ny. Nyni nisobim l-ty fadek &islem
81", (l=1,...,7r) a pfi¢tu viechny tyto vyrazy k (r 4 j)-tému
i-adku. V 1 zistanou tedy vyrazy (60), kdeito v III budou nynf
vyrazy
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oy; on < OF; [op > Op; On
o St Sl S

G=1,...,8; m=1...,7).

Vite viak: dosadite-li do (4¢) #, = 7,({y, ..., &), je rovnice (49) splné-
na; tedy také derivace levé strany podle &, je rovna nule, t. j. vy-
razy (62) jsou vesmés rovny nule. Provedenymi zmé&nami se ne-
zménila hodnota (od nuly rizni) determinantu (59); zaroveii viak
presel tento determinant ve tvar

I | II
ar | v’
pfi ¢emzZ v I’ jsou pravé vyrazy (60), t. j. (55), kdezto v III’ jsou samé
nuly (II; IV’ nas nezajimaji). Rozvinete-li tento determinant podle
subdeterminantii, pfislu$nych k poslednim s ¥ddkum, dostanete, Ze
hodnota tohoto determinantu (od nuly riznd) se rovna souéinu z hod-

noty determinantu I’ a z hodnoty determinantu IV’; tedy je hodnota
determinantu I' rizna od nuly, coZ bylo dokazati.

b

Pifklad 2. Vezméme pfipad r = 2, s = 1; mame tedy jednu rov-
nici z = f(z, y), transformaéni rovnice (47) pak jsou 2z = ¢(u, v, w),
y = y(u, v, w), 2 = x(u, v, w), odkudz w = w(u, v) (pfedpoklady o ne-
'vymizenf jistych determinanti jiZ neopakuji). Méme vyjadtiti derivace

oz 0z . . ow ow et . .
Pt Ey_' ... derivacemi PRI parcidlnimi derivacemi funkci
PP X

Budiz predloZena funkce G(z, y) a poloime H(u, v) =
= G(p(n, v, w(w, v)), p(u, v, w(u v))). Jest
8H 8G aG 3w

oH oG ow oG ow
v oz (%+¢"’ w)*‘ﬁ("""'”’""%)'

Determinant soustavy jest zde

4 =Dy Dgy)ow  Dipy) ow
D(u,v) ' D(w,v)ou ' D(u, w)ov’

497



nadeZ snadno vypoéteme zakladni rovnice

oG 1 [6H ow oH ow
(63) % = Z (% (Wv + Yuw 6_’0.) a ("Pu + Yw au))

ay A

Polozime-li na pt. G(z, y) = z = [(z, y), jest H(u, v) = x(u, v, w(u, v))
a z (63) plyne

P 1 ow 2
(65) a—;— ) ((x.. + 2w au) (% + Y ;)

0
- (XV + Xw %) ('pu + Yw a:l:))

Prava strana je sloZena raciondlné z %, Pos Pus Vur Vor Y Xus Xos Lus

aw aw 3_2 oMz, y).
5 . Chei-li dale vypodisti treba. ay ,Kladu G(z,y) = == o

H (u, v) bude pak pravi strana rovnice (65) a rovnice (64) dava hle-
dany vysledek (pfi parcidlnim derivovani podle u nebo podle v ne-
smime oviem zapomenouti, Ze w je funkei u, v). Vyrazy, jez vyjdou,
jsou jiz velmi sloZité.

oG 1 oH oH ow
(64) 2= (— % (¢v + Pw 3’0) + = v (?u + Pw au))

Poznamka 1. Pfedpoklady, jez jsme éinili v této kapitole, by se
daly pon&kud zobecniti: na pf. pokud jde o derivace fidu n > 1,
statila by existence totdlnich diferencidli ¥ddu n-tého (misto pied-
pokladané spojitosti parcidlnich derivaci n-tého fddu).

Poznamka 2. Problém, vyZetfovany v § 1, je specidlnim piipadem
problému z § 2 (pro s = 1). Transformaéni rovnice (47) majf pro pro-
blém z § 1 tento tvar:

Zy = @by o0 &e)s s B = @(bry - &) Y =
(,,z4visle proménna‘‘ y zlistava i po transformaci beze zmény). Ctenati
je viak snad piijemnéj§i zvoleny postup, pfi kterém byl jednodussi
problém probrin samostatné v § 1.

III. Methoda diferencidld. Omezme se pro jednoduchost na
piipad r = 2, s = 1. Problém, feSeny v II, mazeme opét Fegiti metho-
dou diferenciila, kterou nyni vyloZzim. Mame zde rovnici

(66) z = f(2,9)
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a transformadni rovnice

(67) r=ou,v,w),y= 1P(’ll«, v, W), 2= x(u, v, w),
pfi ¢emz z (66) plyne vztah
(68) w= W(u,v),

vie za pfedpokladi, uvedenych v II. Mdme zde funkce (67) tif promé&n-

nych, jejichZ derivace znadim Z: Zx Z::v’ dale zde mime funkce

dvou proménnych (66) (derivace znalim a_z

ow 0w,
ou’ ov’'’
oviem diferencidly funkce W; dz, d%,...,dy,d%, ... dz, d%, ..
znadf diferencialy funkei dvou prom&nnych

, 3y) a (68) (derivace

znatim Koneéné oznaeni diferencislt: dw, d2w, ... zna¥i

(69) o(u, v, W(u,v)), w(u,v, Wu,v)), x(u,v, Wu,v));

posledni funkce je oviem také hodnota ,,sloZené funkce* f(z, y), kde

je dosazeno x = ¢(u, v, W(u,v)), y = v(u, v, W(u, v)). Z (66) plyne
(po t&chto imluvich o oznadeni)

0z 0z
(70) dz=%—dz+-agdy
aviak
(71) dz—-—d + d + dw dy = ...,dz = ...

Dosazenim do (70) plyne

(72) Z—idu—{-:—:dv-}—;—idw:
__ 0z cz [cy
-2 5l
Podle (52) je — o _2im 20y + 0, takZe z (72) lze vyjadiit dw

jako linedrnf formu v du, dv. Koeficienty této formy jsou — jez

u’'ow’
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lIze takto vypodisti pomoci Z—;, % a pomoci derivaci transformadénich

%
PR ox __ op(u, v, w) 0z __ ox(u, v, w) .
funkef (t. j. pomoci M m ie — fw ) . Cheeme-li
tedy vyjadriti 2: (';w pomoci gz , gz , jsme hotovi. JestliZe viak chceme

, .. 02 ow . .- , e
naopak vypodisti %’ 5 pomoci P 5y musime jesté ddle poditati:

jestliZe dosadime do (72) dw = % du + 2—:}0 dv, dostaneme srovndnim

koeficientd pti du, dv dvé rovnice
0z 0z 0w _ 0z (33: ox 3w) oz (ay oy 3w)

wt +3y o owu)’

oz ow 0z [0x Ox ow oz [0y | oy ow
+awav 55(3?+570a—v)+@(%+awav)

Z t&chto dvou rovnic lze vskutku vypoéisti g:—: , Z—;— , jeito jejich deter-
minant je podle (55) rizny od nuly.
Dalsi diferencovéni dévé,

(73) d’z——dx +2 da:dy-{— ? dy +—d2x+—d=y,

31/2 %y
sem dosadime (neza.vnsle proménné jsou u, v) za dz, dy podle (71),
dale

(74) dzx-——d’+2 du dv +2——dudw+

a
+ dvz+2 — dv dw +—d102+%"d=w,

a podobné pro d%y, d%z. Za dw dosadime vyraz 4 du + B dv (ktery
jsme’jiz vypoéetli) a dostaneme rovnici pro d?w, kde koeficient pfi d?w
je opét clslo = — 2:_3_::: _z c')_y + 0, takie lze vypocisti d*w jako
kvadratickou formu

(75) d2w = Cdut 4 2D dudv + E de®.
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. 2, *w
Tim jsou stanoveny ;%: =0, uov

ox?’ ox oy’ oy*’

D, = E. Chci-li viak po-

3¢

titat musim jesté pocitat dale: do (73) jsme si myslili

dosazeno podle (71), (74), dosadime-li potom jeité dw = % du +

ow w o*w *w
2y — 2 —_—
+ p dy, d*w = T duz + 2 Tu o du dv + P dv?, dostaneme v (73)

vlevo i vpravo kvadratickou formu v du, dv. Srovnanim koeficientti
Pz Pz o=
o oy’ P
z nichZz lze tyto tii funkce vypoditati, jestlize ovSem tyto tii rovnice
maji jediné FeSeni. Podobné lze postupovati dale, pokud bychom
nenarazili na systém linedrnich rovnic, maji¢i vice nez jedno ¥eSeni
(Ze tento pfipad nemiZe nastati, nebudu dokazovati).

pii du?, dudv, dv® dostivame tfi linedrni rovnice pro

Poznimka 3. Ctenéf si jiZz poviiml, Ze vypodlet derivaci “u’ %,
w ,02 0z 0% . v .
a8 -+ pomoci =, % oy je snazsi neZ vypodet obrdceny — po-

dobné jako tomu bylo v § 1, rovnice (13).

Pozndmka 4. (Viz pozn. 2 v§ 1.) Jsou-li vztahy (67) dany ,,im-
plicite’“ rovnicemi

(76) D(x, ¥, 2, u,v, w)=0, ¥Y..)=0, X(..)=0,

musime rovnice (71), (74) atd. odvodit diferencovdnim rovnic (76).
Cvideni

9,
3. BudiZ z = f(z, y); odtud lze na pt. za pi"edpokladua—/ + 0 vypodisti
z

z jako funkei y, z. VySetiime to; t. j. klademe (abychom se nemylili) z = ¢,
y =7, z = ¢ a pohliZime na { jako na funkei &, 5. Zékladnf rovnice: budi¥
déno G{z, y), klademe H(£, n) = G(L(5, 1), 7);

eH  9G ol eH oGat oq

E T wman m wmm
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odtud zdkladnf rovnice

g
é¢ 1 90H oG o oH ¢H
ox  of 2 oy at’ o oy
ot 0§
Klademe-li (coZ jest obvyklé oznaéeni)
0z 0z o% 0%z 0%
p = —, q = —, r = — » 8 = N —_—
ox oy ox? ox oy oyt
. . al o¢
a piSeme-li obdobnd p, = —, ¢, = — atd., vyjde
ot an
p=t, g=-B, o0, _Nh— el
. y 41 n N
— n@ + 28,pqy — 4P}
= = .
»n

4. BudiX z = f(z, ¥), = = {, y = 0, 2 = £n¢; pojiméme ¢ jako funkei &, 7-
PFi oznadeni jako v cvid. 3 jest
P =0l + 1q)s P1q =P — ans {pir=— 1 + (4Pig, — 20 0 +
+ (pit, — qir) n* .
5. BudiZ z = f(z, y),z = r cos ¢ cos #, y = r8in ¢ cos #, 2 = r sin &, tedy je
r funkei ¢, 4. Vypottste

oz 1 or . or .
— =—|—r—sing — r — cos g 8in & cos § — r2cos ¢ cos? B},
ox A op o9

0z 1 or or . X i
— = —|r— cos ¢ — r — 8in @ sin & cos & — r?sin ¢ cos? #),
&y A\ op o9

or
kdeZ A = r¥sin # cos & -—r—a:’; cos? & .

6. BudiZ y = f(z), 2 = g(z) (rovnice ,,kfivky*‘* v prostoru); z = r cos ¢ cos &,
y = r8in ¢ cos #, z = r sin §. PovaZujme 7, # za funkce @; piSeme oviem 7’ =

dg
= ﬂ, # = — atd. Klademe-li A =7' cos ¢ cos# — &7 cos ¢ sin§ —
de de
— r8in @ cos 9, jest

dy 1

T (r’8in p cos 8 — &7 sin ¢ sin & + r cos ¢ cos B),
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dz 1
iy (v’ sin ¢ + ¥'r cos 9) ,
dy\*  (dz\* 1
. ) = (s 973 2 2
1+ (dr) + (da:) 1 (r2 + r + r2cos? 9),
d3z B r’ sind + &'rcos ¢
Fr il ye 10

kde
B =¢"8in® 4+ 2r'9’ cos ¥ + #'r cos # — #*rsin P,

C =cospcosd (r" — rd’® — r) — 2r'sin p cos & — cos g 8in & (2r'd’ + 6"r) +
+ 279’ sin ¢ sin 9.

7. Ve viech cvidenich tohoto paragrafu vypiste podminky, zarudujicf oprav-
n&nost provedenych vypo&tlu (jsou to nerovnosti, pravici, Ze dva determinanty
jsou rizné od nuly).
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