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KAPITOLA VIII

NEVLASTN{ INTEGRALY

Ctenat si moznd vzpomina, jak jsme v J I, kap. VIII, zavedli ,,ne-
vlastni‘‘ integrily, vychazejice z Riemannova integralu. Podobné
zobecnéni provedeme v této kapitole, vychézejice z Lebesgueova
integralu v E,. Obsah a cil této kapitoly je podobny jako v predeslé
kapitole: ziskati praxi v poditani integralu, tentokrite téZ integrali
nevlastnich, mezi nimiZz je mnoho integrali duleZitych v klasické
analyse. Po strance theoretické neziskéd zde ¢tendf mnoho nového.
O zaokrouhlené a znaéné obecné theorii (Perronové), obsahujici tyto
,,nevlastni integraly‘, se étendf mizZe pouditi v kap. XII.

§ 1. Definice a podminka konvergence. Omezime se v této kapitole
na integral v E,, a to na piipad, Ze integra¢nim oborem jest interval.
Vzpomerime si, jak jsme definovali Lebesgueiv integral

b
(1) Ji(z) dz,

kde reilnd funkce f je méfitelnd v (a,d) (definice 10 v kap. III):
Sestrojili jsme

b b
(2) I, = f/+(x) dz, I,= ff“(x) dz

a definovali jsme integral (1) jakoZto hodnotu rozdilu I, — I,, md-li
tento rozdil smysl. To je dosti podstatné omezeni; je to asi takové
omezeni (pokud jde o koneénou hodnotu I), jako kdybychom se u kon-
vergentnich fad omezili na fady absolutn® konvergentni, t. j. takové
fady, kde fada vSech ¢lent kladnych je konvergentni a rovnéi fada
viech ¢lent zdpornych. A pfece vime, %e je moZno rozumnym zpuso-
bem definovati soudet nékterych fad, které nejsou absolutné konver-
gentni. Pokusime se nyni zavésti podobné zobecnéni u pojmu Lebes-
gueova integrilu. Napfed probereme dva jednoduché pfipady.
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Ptipad I. Budiz — o < a <b < + oo (takZe b je budto koneéné
nebo + o). Budeme fikati, Ze (pro funkei f v intervalu (a, b)) nastdvd
pFipad I, jestlite pro kaZdé B e (a, b) konverguje Lebesguetv integrdl

B
3) 1(B) = [f(x) dz

(jisté je tedy f méfitelnd v kazdém takovém intervalu (a, B) a tedy
iv (a,b), jeito lze psati

@) = U (3, f.), kdo a < o <b, lim p, =1).

7n—>00
Jestlife existuje koneénd limita
(4) lim I(B) ,
Bl -
nazveme tuto limitu zobecn&nym integrélem funkece f od a do b,

b
znak [f(z) dz; t. j. klademe
a

b B
() [f@) dz = lim [f(z) d
a p—ob- a

a ifkdme, Ze zobecnény integril (1) konverguje.

MuZe se stati, Ze existuje Lebesguetv integral od a do b, a potom plati
oviem (5) podle pozn. 8 v kap. V, § 5. Tedy: Konverguje-li Lebesgueiv
integral od a do b, konverguje také zobecnény integril a oba integraly
maji touZ hodnotu. Existuje-li viak Lebesgueiv integril od a do b
a mé hodnotu + co nebo — oo, je limita v (5) nekoneénd a zobecnény
integral nekonverguje. NemuZe tedy nastati kolise tim, Ze jsme pro
konvergentni zobecnény integral zavedli totéz oznaleni jako pro
Lebesguetv integral. Oviem muiZe se stati, Ze Lebesguetiv integral od a
do b neexistuje a Ze pies to existuje koneénd limita v (5), t.j. Ze zobec-
ndny integral konverguje; zobecnénému integralu, ktery neni Lebes-
gueovym, fikdme nevlastni.

Pro poletni praxi je ¢asto vyhodno, jak vime, vyfetfovati téZ
integraly komplexni funkece reilné proménné; to udinime i zde, a pro-
sim proto &tendie, aby definici zobecnéného integralu — jak ji zde
podivdm. — rozumél tak, Ze se pfipousti té%Z komplexni f. Tedy i pro
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komplexni f = g + ik definujeme zobecnény integrdl v ,,pfipadé I‘
rovnici (5), takZe i nyni konverguje zobecnény integral fb (g(z) +
+ih(z))dz = K tehdy a jen tehdy, konverguji-li oba z;becnéné
integrily ve vyrazu L = fb g(z)dx + i fb h(z) dz, nalez K = L. V dal-

a a
§im poznamendvam, které vysledky plati pro komplexni funkce.
Vétsinou jde (pokud se vysledek nedd pfimo dokdzati pro komplexni
funkee) o zcela trividlni véci: vysledek odvozeny pro redlné funkoe se
aplikuje zv1ast na redlnou i imagindrni ¢ést.

Pro nezdporné (a rovnéZ pro nekladné) méritelné funkce existuje
ovSem (1) vidy jakoZto Lebesguetiv integril (oviem ne nutné konver-
gentni); skuteéného zobecnéni tedy miuzZeme dosdhnouti pouze u in-
tegrali (1), kde f — pokud je redlnd — nabyva jak kladnych tak za-
pornych hodnot. Ziroveii je ziejmo (a to i pro komplexni f): konver-
guje-li zobecndny integral (1), je tento integral nevlastnim tehdy a jen

b

tehdy, jestliZe f |f(x)]dz = + ,') nadez v piipad$ reilného f je

nutné f f*(z) da = f f~(x) dz = + oo; nebot kdyby jen jeden z nich

byl + o, byla by hmlta. v (5) nutné + co. Slovem ,,integral budu
v této kapitole rozuméti konvergentni zobecndny integral; jde-li
o Lebesguetv integril (konvergentni nebo ne), poznamenédm to
zv1asts.
Pied chvili jsme Fekli, Ze konvergentni integral (1) je Lebesgueovym
b

integrilem tehdy a jen tehdy, kdyZ také [|f(z)| dx konverguje: proto se

a
Lebesgueovym konvergentnim integralim fikdvd také absolutnd
konvergentni a nevlastnim integralim neabsolutnd konver-
gentni.

Aby integrél (1) byl konvergentni, je nutno a stalf, aby funkce
I(B) z (3) méla vlastni limitu pro § — b —. PouZijeme-li Bolzano-
Cauchyovy podminky (D I, véta 73 (pro koneénéb), obecndji véta 144),
vidime, Ze plati tato

1) To je totiZ pravé nutné a postadujicf podminka pro to, aby Lebesgueuv
integrél funkce f od @ do b nekonvergoval.
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Vé&ta 110.2) Necht pro kaZdé p e (a, b) konverguje Lebesgueiv tntegrdl
(3). Potom integrdl (5) (zobecnény) konverguje tehdy a jen tehdy, jestlize
ke kaZdému ¢ > 0 existuje B e (a, b) tak, Ze

B<p <p <b)=|I")—If)| <e&,
t.j. tak, Ze
ﬂ'
(6) (B<p <p <b)=|[ f(z)da| <e.
i

Poznémka 1.2) Véta 110 se tykala konvergence zobecnéného (af
Lebesgueova &i nevlastniho) integralu. Pi%i-li v (6) |f| misto f, dostdvim
obdobnou vétu pro Lebesguetv integril: Necht pro kaZdé fe (a, b)
konverguje Lebesguetv integral (3). Potom integrél (5) je konvergent-
nim Lebesgueovym integrilem tehdy a jen tehdy, jestliZe ke kaZdému
& > 0 existuje Be (a, b) tak, Ze

p”
(7) B<p <p"<bd) »ﬂf [f(z)|dx < .
Dukaz. Vyslovend podminka je nutné a postadujici pro to, aby
[}
existovala kone¥né limita ﬁliin [If(z)| dz, t. j. aby konvergoval
» - a
[|f(z)| dz, co% je nutng integril Lebesguetiv.

Pi#iklad 1. VySetfeme konvergenci integralu
+
(8) I(x) = f 5‘:f dz (x redlné).

0

Jezto
sin z
xl

~ x'-* pro x - 0 4 j3)

vidime toto: pro o« > 2 je
3

Ii(a) = f % 4z = + o (Lebesguenv integral) ,

z*
0

1) Platf i pro komplexnf f.

3) Symbol f(z) ~ g(z) pro z - 0 4 znadi, %e lim . =1. Vi
VII, § 1, pozn. 7. P z~>0+(f(x) 9(=)) = 1. Viz kap.
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kdezto pro « < 2 je I;(x) konvergentni Lebesguetiv. Nerovnost
sin z
xz

| Qg « .y .
< poe dale zaruduje, Ze pro « > 1 je

)

+
L(a) = f b P
™

x

konvergentni Lebesguetiv integral. Tedy: Pro « > 1 existuje I(x) jako
Lebesgueiv integral, a to pro 1 < « < 2 konvergentni, pro « > 2 mé
hodnotu + co.

Jde jestd o hodnoty « < 1. Pfedeviim ukaZme, %e v tomto pripadé

neexistuje I(x) jako Lebesguenv integral. Pro ka%dé celé n > 0 je totiZ
v tomto pfipadé (uvédomte si znameni funkce sin z)

(n+1)w (n+1)m
sin z sin x
(i [ e [ Bnele >
nT nw
(n+1)r

takze
+o .
sin z 2 1
f( = )dxg¥k212k+1"+°°’
T .
+
sinz |~ 2 21
f(y) 2o 2=t
T

Ale pro 0 < « <1 je I(x) pfes to konvergentni, oviem jako ne-
vlasint integral. Nebot funkce z~* je klesajici a kladnd, takZe podle
2. véty o stfedni hodnotd ve tvaru (71) (na konei kap. V) je pro 0 <
<B<f <p <+

i

o |5l
J
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volim-li B tak, e 2B~* = ¢, bude lev4 strana v (9) mens{ neZ ¢; t. j.
podminka véty 110 je splnéna. (Viimnéte si dileZité alohy 2. véty
o stiedni hodnot® pro vySetfovani ,neabsolutnd konvergentnich‘
integrali; budeme se s ni stédle setkdvat.)

Pro « < 0 nemuZe vSak I(x) konvergovati ani jakoZto nevlastni
integral. Nebot pro kaZdé celé » > 0 mame nyni (jeZto 2~* > 1 pro
z2>1)

(n+1)r (n+1)m

]f —n—dx’__>_f jsin 2| dz = 2,

nw 29

takZe podminka véty 110 neni splnéna: je-li 0 < ¢ < 2, neexistuje
piisludné B. Snadno se dokdZe (provedte to jako cvi&enf), Ze pro
o« < 0 neexistuje ani nevlastni limita

B
. sin z
lim f dz .
B>+ z*
0

Piipad I1.4) BudiZ opét — 0 < a <b < + oo (tak¥e a je budto
koneéné &islo nebo — oo). Budeme Fikati, Ze nastdvd pfipad II (pro
funkei f a pro interval (a, b)), jestlife pro ka#dé « € (a, b) konverguje
Lebesguenv tntegrdl

(10) (o) = fi@) dz .

Jestlize J(x) md koneénou limitu pro « — a +, nazveme tuto limitu
opét zobecnénym integralem a znadime ji opét znakem

b
(11) [f(z) d= .

Jestlize konverguje (11) jakoZto Lebesguetv integril, je zobecnény
integral roven Lebesgueovu, takie zde rovnéZ nenastavé kolise. Ale
také mezi definicemi zobecnéného integrilu ve smyslu pfipadu I
a pripadu II nenastivd kolise. Jestlize totiZ pro funkei f nastdvé
v (a, b) soudasnd pfipad Ii II, zvolme c ¢ (@, b), nadeZ jistd konverguje

¢) Stéle ptipoustim komplexnf f.
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integral Lebesgueiitv od @ do ¢ i od ¢ do b, takie konverguje i Lebes-
gueiv integrdl od @ do b a zobecndny integrdl ve smyslu pripadu I
i ve smyslu piipadu II se rovnéd Lebesgueovu integralu. (Ctensf se
moZné podivil, Ze jsme — na rozdil od Lebesgueova integralu — neza-
vedli zde pojem zobecnéného integralu pro pfipad, Ze limita lim I(S)
(viz (3)) nebo lim J(«x) (viz (10)) je + c nebo — c0;%) diivod najde
v ovid. 1.) Také v piipad$ II nazveme nevlastnim takovy zobecnény
integral, ktery neni Lebesgueovym. Plati zde oviem také véta obdobna
vété 110 (a rovnéz pozndmka obdobnd pozniamce 1):

Vé&ta 111.%) Necht Lebesguetv integrdl (10) je konvergenini pro kazdé
o € (a, b). Potom zobecnény integrdl od a do b je konvergentnt tehdy a jen
tehdy, jestlize ke kaZdému ¢ > 0 existuje A € (a, b) tak, Ze

a<oa <a"<A=|[fx)dz| <e.

Dalsi poznamky v tomto pfipadsé II by byly jisté zbyteéné.

V piipadech I, IT jsme méli v intervalu (a, b) jen jeden ,,nepiijemny-
bod, a to jeden z krajnich bodii. Vezméme nyni o néco obecn&jsi pii-
pad (na né&jZz se omezime v této kapitole), kde takovych bodu je
v (@, b) koneény podet.

Definujme:®) Interval (a,b) (— © < a < b < + ©) nazvu ,,vhod-
ngm‘ pro funkci f, jestlize v ném nastdvd budto piipad I nebo 11, ¢. j.

B
jestlite budto konverguje integrdl (Lebesgueiw) [f(x)dx pro kaZdé

b
Be(a,b) nebo konverguje integrdl (Lebesgueiw) [f(x)dx pro kaZdé

e (a,d).?)

Ztejm® kaidy Cdsteény interval ,,vhodného“ intervalu je opdt
,»vhodny*.

8) Zde ovSemn minim realné f.

¢) Také pro komplexnf f.

) Komu se nasledujfcf vyklad zd4 ptili§ rychly, necht si predte § 2 z kap. VIII
v J I, kde jsou provedeny uvahy témé&F totoZné (pouze misto z Lebesgueova se
vychdzi z Riemannova integralu; u Riemannova integrilu je bod ¢ = — o
nebo b = + o viZdy ,,nepfijemny‘, u Lebesgueova integralu nemusi byt).
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1. pomocn4 v&ta. BudiZ (a,b) ,vhodny interval, a = ap <u, <
b

<...<a,=0>b. Potom plati: Zobecnény integrdl [f(x)dz komverguje
a

a
tehdy a jen tehdy, konmverguji-li vdechny zobecnéné imtegrdly [f(z) dx

-1

('i =1,..., n), nadet

b a, Qy
[H(z) dz = [f(z)dz + ... + [f(z) d=.

Qn 1
Dikaz. Necht v (a, b) nastdva na pf. ptipad I (pfpad II jest ob-
dobny). Pro ka#dé f € (a,_,, @,) plati (pro Lebesgueovy integrily)

B a, an_1 B
!zaf to +a f +af;

limitnf pfechod 8 —b — d4véa ihned tvrzeni.
BudiZ nyni dén interval (a, b); jeho rozdéleni a =a, < a, < ... <
< a, = b nazvu ,,vhodnym* (pro funkei f), jestlize kaZdy interval

(@;_y, @;) jo ,,vhodny*‘. Ziejmé kazdé zjemnéni ,,vhodného‘‘ rozdséleni
je ,,vhodné«.

2. pomocn4 vé&ta. Budte
(12) a=agy<a;, <...<a,=b, a=by<b <...<b,=0b
(n > 1, m > 1) dvé ,vhodnd‘ rozdélent intervalu (a, b) (pro funket f).

Potom platt rovnice

n a m b
(13) z [ f(z) dz = gl bf'f(x) dx

t=1a;_,
v tomto smyslu: Konverguji-li vdechny zobecnéné integrdly®) vlevo (resp.

vpravo), konvergujt téf vdechny zobecnéné integrdly vpravo (resp. vlevo)
a platt rovnice (13).

Dukaz. Sestrojim spoleéné zjemndni
a=10Cy <€ <..<Cy=0Db
obou rozdéleni (12) (za ¢, vezmu na pf. viechna a; a vSechna b,).
Pout#iji-li 1. pomocné véty na kazdy interval (a,_,, a;) (jenZ je sjedno-

%) Jde o zobecn&né integrily ve smyslu definice £ pfipadu I nebo II, tedy
o konedn4 &isla.
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cenim né&kterych (ci_;, ¢i)), dostanu, Ze levé strana v (13) mé smysl
tehdy a jen tehdy, mé-li smysl gymbol

P o
(14) 2. [f(z)dx?®),

k=1 ¢cx—,
nade# (14) mé touz hodnotu jako leva strana v (13). A podobny vztah
je mezi (14) a mezi pravou stranou v (13).

A nyni lze definovati:?)
Budiz — o0 < a <b< + . Budeme fikati, Ze zobecnény integrdl

(15) fbﬂx) dz

konverguje, jestliZe existuje rozdélent a = ay < a, < ... < a, = b, které
je ,,vhodné pro funkci f, a jestlite konvergujt (ve smyslu pFipada I, I1)
zobecnéné integrdly

(15a) fa}(x) d2 ¢=12,...,n),

a4,

nade? klademe

b n a;
(15b) Jf@)de =3 [f(z)dz.

1=1a;_,

Definice je v pofddku. Nebot pFedné nezavisi hodnota pravé strany
v (15b) na tom, které ,,vhodné‘‘ rozdéleni vezmu — to plynez 2. pomoc-
né véty. A za druhé: Nastdva-li v (a, b) piipad I nebo II, je jiz interval
(@,b) (t. j. a = a, < a; = b) ,,vhodnym‘* rozdélenim a nase obecni
definice je ve shod& se specidlnimi definicemi, podanymi v pfipadech
I, II. Také v obecném piipad® nazyvime konvergentni zobecnéné
integraly, které nejsou Lebesgueovymi (neboli ,,absolutnd konver-
gentnimi*), integraly nevlastnimi (neboli ,,neabsolutné kon-
vergentnimi‘).

Dalsim obsahem této kapitoly je hlavné podetni technika pro zobec-
néné integraly. Oviem nae definice je dosti chud4, i kdy% s ni v praxi
dasto vystadime: tykd se jen piipadu, kdy téch ,nepfijemnych bodu
je jen koneény pocet. Obecnéjsi a zaokrouhlenou theorii najde étenar,

%) Té% pro komplexnf f.
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kterého to zajima, v kap. XII. V tomto paragrafu pfipojim jesté ng-
kolik poznémek, tykajicich se pocetni techniky.

Poznémka 2.1°) Jsou-li ¢,, ¢, konednd komplexni &isla, je
b b b
fled f(®) + cq g(2)) dz = ¢, [f(x) dx + ¢, [g(x) Az,

jestlize integraly (zobecnéné) vpravo konverguji. Dikaz. Nastdva-li
na pi. pro f i pro g pfipad I, plati rovnice pro Lebesgueovy integraly od a
do B, kde f ¢ (a, b), nades se prejde k limit& g — b —. V obecném pH-
padé se napfed provede rozdéleni intervalu (a,bd), ,,vhodné“ pro f
i pro g.

Poznamka 3. BudiZ a < b < c¢. Potom plati (pro zobecnéné in-
tegraly)

(16) f1(e) dz = [f(z) dz + fite) dz,

jestlize konverguje budto integril vlevo nebo oba integraly vpravo.

Dukaz. Konverguje-li integral vlevo, provede se ,,vhodné* roz-
déleni intervalu (a, c), k némuZ se piida jesté délici bod b. Konver-
guji-li integraly vpravo, provede se ,,vhodné rozdéleni intervalu (a, b)
i intervalu (b, c); tato rozdélenf ddvaji dohromady ,,vhodné‘ rozdéleni
intervalu (a, c). V obou pfipadech se pak uZije pfimo definice.

Poznémka 4. Je-li a < &« < f < b a konverguje-li integral od a
do b, konverguje i integrdl od « do $. To plyne zfejmé z pozn. 3.

Poznédmka 5. Je-li b < a, definujeme opét pro zobecnéné integrily
b a
[f(z) dz = — bf/(x)dx,

konverguje-li integral vpravo; a oviem [f(x) dz = 0. Podcefioval bych

a
étendfe, kdybych podrobné vyklidal vlastnosti integralu (15) pro
b < a. Poznamendvam jenom: (16) plati pii jakémkoliv poradi &sel
a, b, ¢ podle velikosti, jestliZe konverguje budto integrél, ktery mé
,,nejvétsi integracéni interval, nebo oba ostatni integraly.

10) Poznamky 2—7 platf i pro komplexni f, g.
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V dalsim u integralu pfedpokladam zpravidla ml¢ky, Ze dolni mez je
mensi neZ horni; kde je tomu jinak, pozna se to obyéejné ze souvislosti;
kde hrozi nedorozuméni, upozornim na to zvlasts.

b
Poznimka 6. Konverguje-li zobecnény integrdl [f(z)dx a je-li
a < ¢c< b, je funkece
I(x) = [f(t)de

spojitd a omezend v {(a, b> (v piipad$ na pf. b = + oo rozumim spoji-
tosti v tomto bods, Ze

+ o
lim I(z) = I(+4 o) =cf f(t) dt;

z—++ ©

podobn® pro a = — ).1!) Dakaz. Stadf vziti funkei Io(zr) = [ =

= [ + J. Nastava-li v (a, b) na pt. ptipad I, je I,(x) (jakoZto Lebes-

guecﬁv ilitegrél) spojity v <a, b);'!) spojitost zleva v bodé b plyne pak
z definice Iy (b) = lim Iy(x). V obecném piipad® rozdélime {a, b) na
z—b-

,»,vhodné* intervaly a vidime, Ze I,(x) je spojitd v kaZdém z nich
(pojimém je ted jako uzaviené), a tedy i v <{a, b).

Také [f(¢) dt = — [f(t) d¢ je tedy spojits v <{a, b.

Poznidmka 7. Praktické vypotty provddime obydejné tak, Ze in-
tegradni interval rozdélime ve ,,vhodné‘ intervaly (kazdy z nich tedy
obsahuje nejvyse jeden nepiijemny bod, a to na kraji) a vySetiujeme
tyto intervaly kazdy zvlast. Nejvyse n8kdy vySetfujeme najednou
interval (a, b), ve kterém jsou dva ,,nepiijemné‘ body na obou koncich.
V tom piipad$ bychom méli vzit bod ce (a,b) a vySetfovati, zda
existuji vlastni limity ve vyrazu

(17) lim ff(e) de + lim @) dacs

x—>a+ o«

1) Viz kap. V, § 5, pozn. 8. Aby to souhlasilo i pro ¢ = 4 ©, je nutno klésti

+ o —

/ =_fm =0.

+ o
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ale misto toho muZeme vy3etiovati také existenci (a hodnotu) vlastni
limity

B
(18) lim [f(z)de,

a»a+ o«
B—b—

jak by &tenar snadno nahlédl. Ale nenf tieba o tom mluvit, jezto vidy
muZeme vySetfovati (17) a vyhnouti se symbolu (18). Naopak, nékdy
radsji ndjaky dslici bod pfiddme. Nastdva-li na pf. v (a, b) pripad II,
zvolime ¢fslo @’ > a ,,blizko“ &isla a a vySetfujeme zvlasf interval
(@, a’) (ve kterém se nékdy charakter funkce v blizkosti bodu a zie-
teln® projevuje) a zvlast interval (a’, b) (ve kterém jde o Lebesgueiv
integral). Vezmeme v dalsim dva pfiklady: integraci per partes a sub-
stituéni methodu.

Poznamka 8. (Integrace per partes.) BudiZna pf. — o <a <
< b < + oo; predpoklidejme, Ze jsou diny funkce F, g'%) s t8mito
vlastnostmi: Pro kazdé fe (a,b) je F absolutnd spojitd v (a, ),
g € L(a, B). Zvolme libovolnsé ¢ € {a, B) a koneéné &islo k a kladme

G(z) = fg(t) at + k.

[

Podle véty 98 v kap. V je pro kazdé 8 e (a, b)
B ]
(19) [F(2) g(2) dz = [F(z) G(x)]] — [F'(z) G(x) d=,

kde integrily jsou konvergentni Lebesgueovy. Jestlife nyni pro dva
ze tif ¢lend v (19) existuje vlastni limita pro § — b —, existuje i tfetf
vlastn{ limita a jest

b b
(20) afF(x) g(x) dx =ﬂli1bn_F(ﬁ) G(B) — F(a) G(a) — afF'(z) G(z) dz ,
kde jde o konvergentni zobecndné integraly. Ostatng se tohoto postupu
uzivd i pfi Lebesgueovych integralech, nelze-li do (19) p¥imo dosaditi
B = b (viz tieba § 3, piikl. 9).

13) Obecné komplexnf.
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Pfiklad 2. Pro0 <a <b < 4+ 0,0 <ax <1je
b b
sin cos b cos a cos ¥
f xr* dz = — b + az —_ le‘x:—_'_—l‘ dx
a a
Jeito « + 1 > 1, dostdvdme pro b — + oo vpravo a tedy i vlevo
vlastni limity; tedy konverguje zobecnény integral
+ o + 0
sin x cos a cos x
(21) f poe dx == as —_ X f —x—le_ dx

a a

Zajimavé je dvoji: 1. Nevlastni integral vlevo byl pfeveden na Lebes-
gueiv integral vpravo. To se leckdy stivd pii pouZiti integrace per
partes. 2. Konvergenci nevlastniho integrélu (21) jsme v piikl. 1 doka-
zali uZitim 2. véty o stfedni hodnoté, zde uZitim integrace per partes.
Také toto neni ojedin&ly piipad: tyto dvé methody mohou ¢asto za-
stupovati jedna druhou. Viz k tomu J I, kap. X, § 4, cvié. 9—10; viz
té% pouZiti integrace per partes v ditkazu véty 101.

Poznimka 9 (substituéni methoda). Zde plati i pro konver-
gentni zobecnéné integrily véta zcela obdobnd vété z kap. VII, § 1,
pozn. 1 (pfitom ¢ je redlnd, f miZe byti komplexni):

BudiZ ¢(t) konednd funkce spojitd a budto rostouci nebo klesajici
VB (—oZla<Bf< + w),a= hmcp(t), b= hzncp(t) Necht

existuje spobetnd mnoZina M c («, f), uza.vrena v (x, B) a takova,
Ze ¢ mé v oteviené mno%iné (x, f) — M spojitou, koneénou a od nuly
riznou derivaci. Potom pro zobecnéné integraly plati rovnice

b g
(22) Jf@)dz = [f(p(t)) ¢'(t) ¢,

jakmile jeden z téchto zobeonénych integrali konverguje.
Vyménou horni a dolni meze je patrno, Ze (22) plati za pfisludnych
predpokladi i pro « > f.

Dukaz.13) I. Necht konverguje integral vlevo; sestrojme ,,vhodné*
rozdélenia = ¢, < ¢, <... < ¢, = b, poloZme y, = «, y, = f, a volme

13) Dukaz provedeme pro rostouci ¢; u klesajicfho ¢ je @ > b a n8které nerov-
nosti se obratf.
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ye (0 < k < p) tak, Ze () = c;, tedy o = po < y1 < ... <pp= 4.
Vezm&me interval (ci, Cx41) & necht v ndm pro funkei f nastdva na pr.
piipad I (pfipad II je obdobny). Zvolme 8 (y; < 6 < y4,,) & poloZme
d = ¢(8).14) Podle pozn 1 v kap. VII §1je

(23) ff(x) dz = ff(?’(t ) @'(t) dt
(konvergentni Lebesgueovy mtegraly) Pro 6 >y — jed > Cryy —

a podle predpokladii ma levd strana v (23) kone¢nou limitu 7‘, touz

limitu mé tedy i pravé strana, t. j. konverguje o
Y41 Ck+1

(24) [ Ho®) ¢'(t) dt = [ f(x) dz
Yk Cx

a nyni stadi sedisti pfes k = 0, 1, ..., p — 1, abychom dostali (22).

II. Necht konverguje v (22) integral vpravo; sestrojme ,,vhodné«
rozdéleni & = y, <y, < ... <y, =f, poloime ¢, = a, ¢, = b, ¢, =
= @(y:) pro 0 <k < p, takie a = ¢, < ¢, < ... < ¢, = b. Vezméme
interval (i, Yx+1) & necht v ndm pro funkei f(¢(¢)) ¢'(¢) nastdva na pt.
piipad I. Zvolme d (¢, < d < ¢;,,) & najdéme & tak, Ze ¢(8) = d.1%)
Podle pozn. 1 v kap. VII, § 1 plati op&t (23) (8 konvergentnfmi Lebes-
gueovymi integraly). Pro d — ¢y, — je 8 = ¥x.; — & podle pFedpo-

Y41
kladu mé v (23) pra.vé, strana koneénou limitu f+ touz limitu m4 tedy
i lev4 strana, t. j. f /(x) dz konverguje a plati (24) A nyni seétu pres

k=01,...,p— l
Misto véty z kap. VII, § 1, pozn. 1 jsme oviem mohli na zobeenéné
integraly prenésti také obecndjii vétu 104.
P#iklad 3. Rostouoi funkoe e zobrazuje (— c, + o) na (0, 4 o).
Substituce z = e! diva tedy
+ o + o
fsmxdx: fsine'dt,
x
0 -
jeZto integral vlevo konverguje (viz piiklad 1).

1) Tedy ¢, < d < ¢y
18) Tedy i < 6 < Ypisg-
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Poznémka 10. Nezapominejme oviem, Ze v jednoduchych p¥ipa-
dech mame k disposici na pf. téZ v&tu 55z ) I, ve které se nepoZaduje
monotonie funkce ¢. Tato véta by se dala ostatn® znadénd zobecnit.

Cvident

1. Pro — 1 < ¢ < 1 je (Lebesgueovy integraly)

z x
fl_x’dx=——oo, fl—x”dm=+oo'

-1 ¢

Kdybychom tedy v piipadech I, II pfipoustéli té% nekoneéné hodnoty pro in-
tegrél i pro jeho limitu, mohli bychom tento pifklad povaZovati za ptipad I
i za pfipad II. Je vSak

¢ 1

z x
lim de = — o0, lim dz = + «©,
c—>1- fl —at c>-1+ fl —

-1 ¢

a naSe definice integralu od — 1 do 1 by selhala.

§ 2. VySetFovaini konvergence zobecn&nych integrilia. Pokud jde
o nevlastni integraly, byvéa vySetfovani delikdtnéj$i neZ u Lebesgueo-
vych integrali.
Pi#iklad 1. Vy3etfujme konvergenci integrilu
4+

(25) f Igfz.sinx (i—f (x, p realnd) .

2
Je-li « > 0, je funkece f(z) = z-21lgfz v jistém intervalu (e, + o)
kladn4 a klesajici (jezto pro dosti velkd z je f'(z) < 0). PouZiti 2. vity
o stfedni hodnoté davd proa < b <c¢ < + ©

]fc/(x) sin z dz| = f(b) ]fsin z dz| < 2f(b) .
b b

Jezto lim f(b) = 0, je splnéna podminka véty 110 a tedy (25) pro
b—+ o

« > 0 konverguje. DokaZte, Ze (25) konverguje také jest§ pro « = 0,
B < 0, ale %e nekonverguje v Z4dném ze zbyvajicich pfipadu. Dokaz-

322



te, Ze (25) je konvergentnim Lebesgueovym integrilem tehdy a jen
tehdy, je-li budto « > 1, nebo &« = 1, § < — 1. (Postup podobny
jako v prikl. 1,§1.)

Podobnost postupu v pikl. 1, § 1 a v piikl. 1, § 2 vede k otézce, ne-
vézi-li za tim n&jaka obecnd methoda. Tomu je vskutku tak, jak uka-
zuje tato véta:

Véta 112. BudiZ — 0 < a <b < + oo. BudiZ | mezdpornd, ome-
zend a nerostouct v (a, b). Necht

¥

(26) Jo(x) dz 1%)

je konvergentnim Lebesgueovym integrdlem pro kaZdé b’ € (a, b). Potom
b

(27) J1(@) g(x) d=

konverguje, jestlize je spinéna jedna z téchto dvou podminek:

I. (26) je omezenou funkct proménné b’ v (a,db) a soubasné je
lim f(z) = 0.

z—+b—

b
II. [g(x) dz konverguje.

Dukaz stadi provésti pro redlné g. Zkournejme, zda je spln&na pod-
minka vty 110. Proa < b <b” < b je

b” 3
(28) lb[f(x) g(x) dz| = f(b') lb[g(Z) dz| (b'<&<0).

V pifipadé I je lim f(b') = 0, & druhy integral v (28) je mensi neZ jisté
b'—>b-
konstanta. V piipad® II je f(b’) men¥i ne% jist4 konstanta, a druhy
integral m4 tuto vlastnost: Ke kazdému & > 0 existuje B ¢ (a, b) tak,
fepro B<b' < & <bje
3
ia[g(x) de| < €.

1) g smf byti komplexni.
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Piiklad 2. Z v&ty 112, p¥ipad I plyne na pf. konvergence integ-
rala

+
z sin ax ,
I,—dex(arealné,b>0),
+
= [REED 400,250,

+ o

I, = [ f(x) e*"*sin 22 dz (@ > — ),
+ o

Ii=]f

(x) €°® % sin (sin x) dz (@ > — ©);

pfitom v poslednich dvou integrilech znadi f funkeci omezenou a ne-
rostouci v (@, + ), pro kterou lim f(z) = 0.

Z—> 4+
Y
fsin ax dx
0

ménné y; piipad a = 0 je jasny.
B) Substituce £ + 2 = 2z ddvd proa <y < + ©

Dikaz. A)

< l%—l (@ # 0) je omezenou funkei pro-

¥y r
. sin 2z
sin (z +2?)dz = | —=dz,
(29) f (x + 2% g
a A
Al A=a+a*, T=y +%.
)
+o
8in 2
d
V1 ¥ 42 ¢
4

konverguje podle véty 112, I; tedy integral v (29) je omezend funkce
proménné I" v intervalu (4, + o).

C) Substituce sin x = ¢ divé podle véty 55 v J I

b4 siny 1
2fe®singcoszdr =2 [ tetdt < 2 [[tlerde.
a -1

sina
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T
D) Funkce g(x) = e°*“sin (sin z) je lichd, tedy [g(x)dz = 0. Ale
-

«+271

g(z) mé periodu 2r, a tedy (viz kap. VII, § 1, pozn. 4) [ g(r)dz =

k3
= f_ 0 pro kazdé «. Koneéns je |g(x)| < e. Budiz a < b < + oo;
mterval (@, b) rozd&lim na. interval délky 2k7t (k celé) plus interval

a +2k7e
délky mensi nez 2r. Tedy f gr)de = [ + f zde je prvni integral
a a+2km
nula a absolutni hodnota druhého je nejvyse 2re. Tedy integrdl od a

do b je omezenou funkei b.

Priklad 3. Budiz 0 < u < §; pro velkd z je z+ daleko v&t3i neZ
|sin z| a proto by se zdélo, Ze integral

+®
_SnE )
x¢ + sin x

0

se bude chovati asi jako
+

sin
f dz ,
o lad

0

t. j. Ze konverguje (viz pfikl. 1 v § 1). Ale neni tomu tak, nebof pro
0<b< + oje

b b b
sin sin z sin? x
\ e — it — - -z
(30, fx"‘ + sinx dz f A dz fx/‘(x/‘ + sin z) dz
0 0 0

Integrand v poslednim integrilu je nejménd roven = ~2* sin? z, jestlize
z > 1 (dokonce, jak snadno zjistite, pro vSechna z > 0). Proto pro
celé n > 2 je
nm L (k+ 1)
sin? z "1 sin® z
f z/(z* + sin z) dz 2 kgl 2 de 2
b4 km

17) Uvaite, Ze ¢ + sinz > 0 pro = > 0.
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(k+D)r (k+1)m
n-1 1

1 1
Z sin? ‘”d 15)>Z 21-c(lc+1)kf sin? z dz = 24(k+1)

k==1
km

co%z mé pro n — oo limitu + . V (30) vpravo je tedy limita (pro
b — o) druhého integrilu + oo, limita prvniho je konednd (§1,
piikl. 1), takZe integral vlevo mé limitu — co.

§ 3. Vypolet zobecn&nych integrilG: elementirni methody. Pro-
vedu Yadu prikladd; jen jeden z nich (t. zv. Frullaniovy integraly)
bude obecngjstho razu. V piikladech se vedle nevlastnich vyskytnou
i konvergentni Lebesgueovy integraly.

b

P¥iklad 1. Nejjednodus¥{ p¥ipad je tento: Mame potitati [f(z) dz
(@ < b). Pfedpokladejme, Ze k f(x) existuje v (a, b) primitivni funkce

B
F(z) a %e Riemanniiv integril [f(z) dz existuje pro kadé « € (a, b),
B e (a, b) (to plati na pf., je-li f koneénd a spojitd v (a, b)). Potom
/4
(véta 39 v J 1) [f(z) dz = F(B) — F(x) pro kaidé « e (a, b), B € (a, b)
a limitni pfechod « -a +, f - b — fedi na§ tkol. (V kap. XII

zjistime, Ze slova ,,Riemanntv integril... existuje’ je moZno nahra-

diti slovy ,,Lebesguetv integril ... konverguje*; viz kap. XII, véta
178.)

" .1 1 1. s

Na pf. funkce f(z) = sin — — —cos — je v (0, + o) spojita

a mé tam primitivnf funkei  sin % Tedy

ff(x)dx———hmxslnl— 2

z—0+ z T’
18) Je 2u < 1.
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Priklad 2. BudiZ f funkce (komplexni) takové, Ze f(-:;—) = — ()

pro z > 0. Potom (za pfedpokladu, Ze integril vlevo konverguje) je

+ + o
dzx dx
(31) fey = =0, | = =0.
B[ x (_f 1 4 23

Dukaz: Vezméme tfeba prvni integral (u druhého je to obdobné),
+ @ +

rozdélme [ = f + f a v poslednim integrilu piSme z = %

[ - Jil%-- fro%
j”g(x__)_ﬂ,

je-li g lichd funkee a konverguje-li integral;
+
f h(z> +x‘a)lgx%? =0,
0
konverguje-li integrdl; na pt.

+ o

lgz dz 0.
gl = 0 pro realné « +

Na pt.:19)

Podobné pro druhy integril v (31).
P#iklad 3.20) Je-li 4 > 0, B > 0 a konverguje-li integrél vlevo, je

(32) f: (42— Z)) o= = & ﬁ(y*) dy .

1%) g, h mohou byt komplexnf.
20) f smf byt komplexni.
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Dukaz. Substituce Az — ;B = y davéa podle pozn. 9 v § 1
© + B‘z
o= [l 2+ 3
-t filfae=2f)or - filler- )5

konverguji-li integradly vpravo. Ale prvni z nich konverguje a kon-

(33)

vergence druhého se dokaZe podle pozn. 9 v § 1 substituci z =

oo [ifae )54 fill- 2o

coz je totéz jako prvni integrdl v (33) vpravo. Jeito f(y?) je sudd
funkce, plyne (32), dosadime-li do (33) podle (34).
Ptiklad 4. Proa > 0, b > 0 plyne z piikl. 3 ihned
+ b + T o} _
—az' - — —2lab ~(Vaz-Vo = -2y a
fe “Trar=e . bfe (V vbz)dx=9—17;—.v7n
a

'Z-t:

0 0
(podle kap. III, § 7, p¥ikl. 12) .

Piiklad 5.7°) Necht v (a, b) nastdvd pro funkei f piipad I z § 1.
Necht konverguje

(35) ff(x) dz = lim afl(x) dz .

Zvolime-li jakoukoliv posloupnost b,, b,, ... takovou, Ze @ < b, < b,
lim b, = b, plyne z (35) oviem, Ze

(36) f f(z) dz = lim f f(z) dz .

fn-+»© a

(Avéa.k z existence limity v (36) neplyne existence hmlty v (35); na pf.
f cos x dxr = sin § nemé limitu pro f — + oo, kdezto f cosxdr =0

(n celé) ma limitu 0 pro n — o0.)
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Vypodétéme podle této pozndmky

+ o
I=f sinz
z
0

konvergenci jsme zjistili jiz v § 1, pfikl. 1. Volime b,
takze

(m+3Hr (n+¥m

= —i‘fz(f+2 /| )-

37 n-m
( ) (n+{)m
sin s sin
= f po dz + "Z:l f pe dz .
0 (n-4Hm

Substituce x = nw — ¢t resp. x = nx -+ ¢t ddvé

nr (n+ é)ﬂ'

[ +] 5re-

(n-phm T

i i

(L 1w+l sin ¢ T sin ¢
= ( l)+f1m dt+( l)fm:-i—tdt

0 0

Podle (37) je tedy

ir v ir
sin x n 1 1
(3S)I=f dx+Z (=1 Smx( T 'z —nm
0 0
Rada .
sin x 1 1
(39) s(z) = +Z (— 1) smz( +m+x_m)

ma v (0, ix) konvergentni majorantu

1+2

=\ ,n2n2 — T52 ’

= (m + §) =,

Jar
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i
takZe ji 1ze integrovat &len po &lenu. Podle (38), (39) je tedy [ s(z).
0

.dx = I. Ale v kap. XIII, § 6, ptikl. 3, vzorec (97) vypoéteme, Ze
je 8(z) = 1v (0, =), takZze dostdvime

+ o
(40) f s‘;“’ dz = ir.
0
Odtud ihned pro reilné a
+ o
(41) f B‘“x‘” dz = imsgna.

0
(Pro @ > 0 substituce 2 = a¢ v (40), pfi zméné znameni &isla @ zméni
(41) také znameni, a pro a = 0 je zfejmé (41) rovno nule.)

Vypoéet byl jednoduchy, ale ponékud umély. Také vyzadoval hlubsi

pomicky — jednoho vysledku z theorie Fourierovych fad (kap. XIII).
V §§ 4, 6, 8 vypodteme I jesté jinak.

Piiklad 6. VySetfujme (a, b redlnd)

+
cos ar — cos bx
I=f——5z———dx
0

(bod 2 =0 zde nevadi, jeito cos ax — cos bz = }(b® — a?) 2* pro
x — 0). Poditejme pro 0 < ¢ < I' < + oo per partes

r

fcos axr — cos bx dr —
= =

€

r
r
_ [— cos axr -+ cos bx] f(a sin ax — b sin bx) d—f .

x e
&

Limitni pfechod ¢ -0 +, I' > + o davd v prvnim &élenu vpravo
nulu, v druhém integraly, znamé z ptikl. 5. Vychazi

I= y(}p] — |a) -
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VSimn&me si, Ze jsme vypodet konvergentniho Lebesgueova integralu I
pfevedli na vypodet nevlastniho integralu.

Priklad 7.20) Pro libovolnd koneénd kladnd e, I' (¢ < I') budiz
f e L(¢, I') (prozatim budiZ f reilné); tedy také

I(e, T) = fwdx

je konvergentni Lebesguetv integrél, jsou-li a, b kladnd. VySetiujme

+

(42) I=fﬁ“—xl;—’(bi)dx.

0
Substituci az = ¢ resp. bz = t dostdvame

ar or
I(s,P)=fﬂTt)dt—ff~(:—)dt=
as be

be or
[0 [t
t 11
as all
Jestlize existuje vlastni limita
(44) tlirfmf(t) =f+w,

potom podle 1. véty o stfedni hodnotd (viz pozn. 13 k vété 66 v kap.
IIT — ta plati oviem jen pro redlné f — ale viz konec tohoto piikladu)

(43)

or br
e ., fdt . b
(45) ft d=p | F=rlg_,
ar’ al’
inf ()< u< sup f(t),
te(al’,brI") te(al’,br)

a limita vyrazu (45) pro I' — oo je podle (44) f+« lg% . Jestlize viak
+o

(46) f Z(tL) d¢ konverguje ,
1
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potom limita posledniho integrdlu v (43) pro I' > + oo je zfejmd
rovna nule. Podobng: Limita pfedposledniho integrilu v (43)

pro ¢ — 0 + jerovna f, Ig % , jestliZe existuje vlastni

(47) tljﬁ &)=t

a je rovna nule, jestlize
1
(48) f ﬂt—t) konverguje .

0
Tedy celkem: Necht fe L(e, I') pro libovolnd koneénd kladnd e, I'
(¢ < I'). Potom platt pfi oznalent (42), kde a > 0, b > 0:

I. Existuji-li vlastni limity (44), (47), je I = (fo — f+») 18 %.

11. Existuje-li vlastni limita (47) a plati-li (46), je I = f, lg% .

II1. Existuje-li vlastnt limita (44) a plati-li (48), je
b
I=—fiolg 7"

IV. Plati-li (46), (48), je I = 0.

Posledni pfipad je ostatné samoziejmy (pro¢?).

Integrily tohoto typu se nazyvaji Frullaniovy.

Podany dikaz platil jen pro reilné f; ale vysledek plat{ i pro kom-
plexni f (stadi aplikovat nalezeny vysledek na redlnou a imagindrni
cast f).

Priklad 8. Piiklady Frullaniovych integrila (¢ > 0, b > 0) —
nékteré z nich jsou Lebesgueovy, nékteré nevlastni.

K pripadu I.

+

f(e"+1 e +1\de 1, b
e 12 e*t+2z  38a

0

(f(x)=(e” 1)-(ez 2), /0='§', f+ao=1)-
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Zde f(x) = e~2,f, = 1,f, , = 0; ale také to 1ze pojimat jako piipad II.

+ o

dez 1 a
f (arctg ax — arctg bx) — =37 Ig 3
0

Zde f(x) = arctgz, fo =0, f,, = }m; ale také to lze pojimati jako
pripad III.
K ptipadu II.
+o

dx b
f(cosax—cosbx)—;:lg;.

0
+o

Zde f(x) = cos z, f, = 1; f

1

Vezmé&me je¥td tento sloZit&jsi pfiklad?!) (b; + O pros = 1, ..., n):

+
I___falcosbl:c-i—...+a,.cosb,,xdx (n>1).
0

cos x
x

dz konverguje podle véty 112, I.

X

Jei a;, + ... +a, + 0, nekonverguje integril (vadi dolni mez —
proé?). Je-li viak @, = —a;, — ... — @n;, j©
+
nl cos b,z — cos b,z
I = izl a‘ z

dz = — gl a,lg b))
0
(soudet Frullaniovych integréli). Specidlni pfipad:23)

4+
f (1 — cos ax) cos bxd?z =
0

+
=f(cosbx—%cos (a +b)x—%cos(a—-b)x)d—:=
0

a® — b
=lgliW—I pro b %+ 0, Ial + lbl.
1) b, redlné.
11) Misto cos ax lze pséti cos |x|z.
1) g, b redlné.
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Piiklad 9. Predkldddm je§t& — spiSe jako cvifeni se struénym
névodem — piiklady na integrély, jeZ lze substituci nebo integraci per
partes pievésti na Frullaniovy.

1
xs—1 b1 a
f—lgx dx—-lg? (@a>0,b>0).
Névod: Substituce z = e-.
+®

fbsinax—asinbz

b
o dx=ablg;(a>0,b>0).

0
Névod: Integrace per partes. Posledni pfiklad (@ > 0, b > 0):

I= f (e~ — e~ + x(a — b) e~%) d—:: .
0

Provedeme integraci per partes, napied v mezich ¢, I'; dostaneme
r

—_— [1 (e—az — e b2 + x(a — b) e—bz)]

+ fa(e*"’ - e—“)—— — b(a — b) fe—bz

Limitni pfechod ¢ -0 4, I' > + © dévéI:alg? +b —a.

§ 4. Zobecné&né integrily funkci zdvislych na parametru. Limita
a spojitost. Vezm&me napfed ptiklad.

Piiklad 1. Polozme

+®

(49) I(x, B) = f e~az‘¥”dz (x > 0, p redln).

0
Pro « > 0 je to konvergentni Lebesguetv integril;?!) pro o« = 0 je

) JeZto |sin Bz| < |Bz|, nevadi dolnf mez.
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to, jak vime z § 1, pHkl. 1, rovnéz konvergentn{ integral, ktery oviem
pro B + 0 je nevlastni. Vezméme napied & > 0 (x bude ted na chvili
pevné) a poditejme (49) derivovanim podle parametru g. Formélni
derivovani davé

+ @

dl(«x, p) _ —as _
(50) —6[6 cosﬂxda:_m.

Jezto |e~** cos fz| < e~** a jeito e~** je funkoe nez4visld na para-
metru B, jez ma konvergentni Lebesguetv integril od 0 do + oo, je
podle véty 108 vzorec (50) vskutku spravny. Z ndho plyne

ag

I(x, B) = arctgg +C
v intervalu — o0 < f < + o, kde C je konstanta (t. j. &slo neza-
vislé na § — nevime viak jests, zda zdvisi na «). Konstantu uréim dosa-
zenim g = 0; jezto ziejmé I(x, 0) = 0, vyjde C = 0, tedy

(51) I(ex, B) = a.rctg-g pro « > 0, B redlné .
Zajimé nds nyni hodnota
+
10, = [ .

0
Zde jiz nemiizeme uZiti vzorce (50) (ostatnd integral v (50) vitbec nem4
smyslu pro « = 0). Kdybychom mohli tvrdit, Ze

(52) lim I(«, B) = 1(0, ) ,
a0+

dostali bychom z (51) ihned
4+ o

(63) fm—l;—ﬁfdx=a}nsgnﬂ.

0

Ale v&t 106, 107 o limit® a spojitosti nelze uZiti, jeZto jde pro o« = 0
o nevlastni integral. Je tedy nutno jesté studovati otdzku spojitosti, po
pfip. limity integrdlu z funkece zévislé na parametru v tom pifpads, Ze
neexistuje ,,integrabilni majoranta‘“, a to dokonce i v piipadé ne-
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vlastnich integrali. To provedeme v nasledujici vété a teprve potom
dokonéime ptiklad 1.

Poznéamka 1. Integral (49) jsme mohli také pocitat pii pevném g
derivovanim podle «; vyjde ovSem opé&t (51). Integraéni konstantu
ted vSak nelze pocitat dosazenim vhodné hodnoty za «, nybrZ limitnim
prechodem pro « — + oo (podle véty 106). Doporuéuji, aby si étendi
také tento vypocet provedl (je to o néco sloZit&jsi neZ pfi derivovani

podle B).

Vé&ta 113. BudiZ — 0 < a <b < + oo; budiZ (P, ) metricky
prostor, A C P, age A’ (derivace v P). Budif | komplexnt funkce (jejt
hodnoty budeme znalit f(z, «), kde xeE,, x € P). Budif F komplexni
funkce jedné redlné proménné. Ptedpoklddejme toto:

I. Pro kazdé b’ € (a, b) je

b b’
(54) lim [f(z, x) dz = [F(z) d=

xed
(kde vsechny integrdly znaéi konvergentni Lebesgueovy integrdly).

II. Jest
b’ b
(56) im [f(z, «) dz = [f(2, «) dz
b'—b - a
stejnomérné v A425) (kde vlevo jde o konvergentni Lebesgueovy integraly —
tntegrdl vpravo mie byt zobecnény).

Potom jest
b b
(58) lim [f(x, «)dz = [F(z)d=
acA.' ¢ ¢

(kde jde o konvergentni zobecnéné integrdly).

Poznidmka 2. O tom, zda je splnéna podminka I, se dasto mu-
Zeme presvédéit podle v&ty 106. Na pi. je I splnéna, jestlize f(z, )
(pfi kaZdém o e 4) je méfitelnou funkei z v (a, b), jestlite dale
lim f(z, ) = F(x) pro skoro viechna z ¢ (a, b) a jestlize dile ke kaz-

a—a,

axed

35) Misto 4 mohu psat 4 = (x,), pon&vad% pii tvofeni limity si nev§iméme
hodnot v bod8 «,.
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dému b’ € (a, b) existuje ,,integrabilni majoranta‘‘ ¢, € L(a, b’) — to
znamend, %e pro kazdé « € 4 je |f(z, )] < @y (x) skoro viude v (a, b’).
Existuje-li takovéd majoranta i pro b’ = b, plyne (56) pfimo z vty
106. Neexistuje-li, musime pfidat na pf. jesté podminku II.

Poznémka 3. Podminku II Ize podle Bolzano-Cauchyovy podmin-
ky pro stejnomérnou konvergenci vysloviti také takto: ,,Ke kazdému
e > 0 existuje Be (a, b) tak, Ze

(57) (xed,B<b <b” <b)=>|}/(x,a)dx] <e,
W

kde integril jest Lebesguetiv¢: 28),
Proto budeme tuto podminku také vyrazngji vyjadiovati slovy

Pro b’ -b —, b" - b — konverguje Lebesgueuv integrdl f f(z, o) dz

k nule stejnomérné v A.

Poznédmka 4. Formulace vty je pfistfizena na piipad I z §1.
Piipadu II odpovidé obdobni véta, kde oviem v podmince I jde
o mtegra,ly od a’ do b, a v podmince II o stejnomé&rnou konvergenci

integralu ff(x, «)dz pro a’ - a +, a” - a + k nule (étendf mn¥ jistd
dokonale rozumi bez dalsich vykladu).
Dukaz véty 113 je velmi jednoduchy. Poloime pro ¥ e (a,b),

xed:

b b

fHz, &) de = D', &), [F(z)dz=¥P),

a b a

[, &) dz = 6(c) .

Podle podminek I, IT jest
lim &(b’, ) = ¥P(b') pro b'e(a,bd),

a—>a,

xed

lim P(b’, x) = O(«) stejnomérnd v 4 .

b'—b-

%) Tato podminka jest ekvivalentui s podminkou II oviem jen tehdy, je-li
zarudena konvergence Lebesgueova integradlu od @ do b’ — ale ta je zaruena
podminkou I.
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Podle véty 174, I1 v D Il 0 zéménnosti limit plati tedy
lim &(x) = lim P(b') ,
a—>ay b'—b-

aed

kde limity jsou vlastni.2?) Ale to je pravé rovnice (56).

Poznamka 5. Véta 113 tedy vlastnd neni vétou integrdlniho poétu;
jde v ni pouze o ziménnost dvou limitnich pfechodi: jednak &' —
—b —, jednak &« — «y, x e A. Aby tato zdménnost byla zarudena,
piedpoklidali jsme v (55) stejnomérnou konvergenci. Vime viak (viz
D 1, Dodatek, § 3), Ze ve vétich o zdmé&nnosti limitnich pfechodu lze
nahraditi stejnomérnou konvergenci slabdimi podminkami. Timto
zpuisobem by se dala v&ta 113 jesté trochu zobecnit.

V praxi je ¢asto vyhodnéjii tento tvar véty 113:

Véta 114, Budif — w0 <a <b< + oo; budiZ (P, p) metricky
prostor, A C P. Budi? | komplexni funkce (jeji hodnoty budeme znadit
f(z, ), kde z € E;, x € P).

Pront &dst véty:
Predpoklddejme
1. Ze konvergentni Lebesgueiv integrdl

>
(58) ¢(b’: a) = ff(x: a) dz
je pro kazdé b’ e (a, b) spojitou funkct « v bodé x, vzhledem k A.
b'
II. Ze pro b —b —, b" — b — Lebesguetw integrdl [f(z, ) dz kon-
>

verguje k nule stejnomérné v A.
Potom zobecnény integrdl

b
(59) D(x) = ff(x, a) dz

je funkci spojitou v bodé x, vzhledem k A.

27) Uplny prostor (Q, o) z vty 174, II (D 1), v n¥m¥ le#i limity, je zde toti%
K (konelné komplexni &isla).
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Druhd &dst véty:

Jestlize misto I pFedpokldddme, Ze konvergentni Lebesgueiv integrdl
D(b', x) je pro kadé b’ e (a, b) spojity v A, potom dostdvdme, e zobecnény
sntegrdl D(«) je spojity v A.

Dukaz prvni éasti: BudiZ piednd «ye 44’. Z I plyne

b’ b’
lim [f(z, «) dz = [f(=z, &) dz,

xed
takZe predpoklady véty 113 jsou splnény pro F(z) = f(z, x,). Véta 113
tedy dava

b b
lim &(«) = lim [f(z, «) dz = [f(z, ao) dz = B(a,) ,
aed’ wea ¢

cof. je naSe tvrzeni. Je-li vak aged — A’ (t. j. «, je isolovanym
bodem A), je &(x) spojitd vzhledem k 4 v bod® «,, jakmile P(x,)
existuje. Ale tato existence (ve smyslu konvergentniho zobeonéného
integrilu od @ do b) je zarudena, jeZto jsou splnény podminky I a II.

Druh4 é4st véty plyne pak okam?it&, uZijeme-li prvni &ésti na kazdy
bod «, mnoziny 4.

Dokondeni pfikladu 1. Vezm8me pevné g + 0 a vySetfujme
funkci parametru «

+
(60) Ia, f) = f omee TRPZ g
0

pro « > 0. Ve vét8 114 (druh4 &ast) klademe tedy a = 0, b = + oo,
A = (0, + ). Integril od 0 do b (0 <b' < + o) je spojitou
funkef &« v A podle véty 107, nebof e—=* s___u;ﬁ L mé v (0, b') ,,integra-
bilni majorantu‘‘ |8|. Podminka II je té% splnéna, nebot pro « > 0,
0<bd <b" < 4 o je

b ¢
.2 8in fz e . 2
|bfe p dx._ 5 'Jsmﬁxdz’gb—,m,

oo% je odhad nezavisly na «. Tedy je (60) spojitou funkei & v intervalu
{0, + ), a tedy plati (52), a tedy i (53) (piipad f = 0 je zfejmy).
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P#iklad 2. Pro a« > 0, B re4dIné vySettujme
I(x, p) = ;]we-"' cos fardx, Iyx, p) = 0}2-“‘ sin fz* dz .
Abychom mohli vyZetfovati oba integré.ly najednou, piSme
(61) I, p) =1, —il, = f “o-taHimet gy

Vy#etfujme napted I(x, ) jako funkei proménné B pfi pevné daném
« > 0; I(x, B) je spojitou funkei 8 v (— o0, + o0) (integrabilnf ma-
joranta exp (— «a?)). Déle mdme

(62) gﬁ = — 1f zle (= +1A2 dg 28)

Integrace per partes, provedené. na integrél v (62), ddvé ihned
ol —i
= HAP g — 1
% = % - + 2o + 1) f e dz=satip?’
Tedy méme?°)

2(x +ip) I . 3_/9 +ilt=0, t.j. aﬂ(I’ (« +if)) =0.
Funkce (proménné p) I*(«, f).(x + if) mé tedy v intervalu
— 0 < f <+ oo derivaci rovnou nule a je tam tedy konstantni.
Jeito pak pro § = 0 dostévime (Laplaceiv integral)

1]/=
(63) I(x, 0) = —2—1/; pro « > 0,
dovedeme stanoviti hodnotu této konstanty:
(64) I¥«,B).(x +if) = = pro o > 0.

38) Integrabilnf majorantou je 22 exp (— ax?).

*) Formélné bychom byli hotovi psét (ptihliZejice jen k promnné g)
A ¥ BI=—ikG+ip+g0, v . I.JaFB=0
(C znati konstantu vzhledem k f); ale je zde mnoho pochybnych vykoni — ne%
bych je podrobng rozebfral, radgji je obejdu jednoduchym obratem.
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Odtud vypodteme I, ale musime ddti pozor, kterou z obou hodnot,
vyhovujicich rovnici (64), mdme zvolit. Ndsobme (64) &slem & — if;

vyjde
. _ ] s
(65) I (“’ ﬁ) - 4(“’ +ﬂ’) (a lﬂ) M
Definujme redind &sla A, B rovniof

(66) I ) = s = 5 (4 —iB);™)
podle (65) vyhovuji 4, B rovnici (4 — iB)* = &« — i, t. j.
(67) A*—B=x, 24B=§.

Jefto x > 0, je jists A + 0 (podle prvnf rovnice); vypoétu-li z druhé
B = }$A-1, dostanu, %e platf

(68) At —ad*— 1p2=0.
Jeito A + 0 je redlné, je A* > 0 a z (68) plyne tedy
(69) 4r = §(o + Vot + )

(kdybych totiZ vzal u odmooniny znameni minus, nedostal bych
kladné éislo). Z prvni rovnice (67) plyne pak

(70) B =}—a+]a* +5).

Nyni musim odmocnit: ale které znameni zvolit? Jeito I(x, B) je
(pti pevném « > 0) spojitd funkoe g v (— oo, + ), je také A (podle
(66)) spojitou funkef. Ale soudasnd je 4 + 0; tedy mé A(x, f) pro
vSechna f3!) totéZ znameni; podle (63), (66) je viak A(x, 0) > 0, tedy
je vidy A(«, ) > 0 (pro « > 0). Z druhé rovnice (67) plyne pak
sgn B = sgn f, tak¥e v (70) dovedeme vziti ndlefitou odmocninu
a dosazenim do (66) obdrZime pro « > 0

+o

) Lo p) = [oconparaz = L)/ m S Ve T,
0

30) To jsou oviem funkce: A(«, f), B(x, B)-
31) Pfi pevném « > 0.
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+®
a2t Sgn p = 5
I,(a,ﬂ):fe sin fz?dz = l/2(0¢’+ﬂ2) V—a +Val+ﬂl.
(72) 0
A% posud jsme postupovali podle vét 107, 108. Zkoumejme nyni integ-
raly (71), (72) pro « = 0. Jezto pfipad « = B = 0 je trividlni, zvolme
pevné g + 0 a vySetfujme integril I,(«, f) jako funkei « v intervalu
b

<0, + ).32) Integral fe~** cos fa* dx je zfejmé spojitou funkof « pro
0

kazdé koneéné b’ > 0, takie podminka I véty 114 (druhd &ist) je
splngna. Dile je pro 0 < b” <b” < + o, a« > 0

i fe—“' cos fz2 dz

e-ob”

l f—— e~ cos fz? . 2 dx

1

bllﬂl b

nebot posledni integrand ma primitivni funkei -1 sin fz2. Tedy také
podminka II véty 114 je splnéna.

Tedy: pti pevném g + 0 jsou I, I, spojitymi funkcemi « v intervalu
{0, + o) a limitni pfechod & — 0 + v (71), (72) dava

=

¢
fcos fa3 . 2z dx

b

1
T2

+o .
1 T
(73) cos fa? dx = —l/—— )
of z | 7]
+@ -
. 1 T
(74) f sin f2? dz = ?V?Iﬂ—l sgn f .

0
Substituce # = ]/t ddvé rovnicim (73), (74) tvar

+©
de
(75) f cos fit —= V =s8gnp. f sin ﬂt 1/2;;‘
0
) Ctendf necht sleduje, %e tytés tvahy platf pro I,.
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pfi demZ (73), (74), (75) plati pro viechna redlnd g + 0. Integrdlim
(73), (74), (75) se ¥ka Fresnelovy integrdly.
+ o
Piiklad 3. Jestlize do I'(s) = [ e~**-! df zavedeme novou integraéni
0

proménnou z rovniof ¢ = ¢z (¢ > 0), dostaneme ihned
+ o

(76) [ e—cax*=1dx = I'(s) 517
0

pro ¢ > 0, 8 > 0. UkédZeme, Ze vzorec (76) plati i pro komplexnt c, je-li
Re > 0,8 > 0;33) v pHpadé 0 < 8 < 1 plati (76) ¢ pro ryze smagindrni
¢ # 0. Substituoci ¢ = cz nelze zde provést, jeito kladnym ¢ neodpo-
vidaji redlns z.

Dikaz. BudiZ a > 0, b redlné, s > 0 a vySetfujme
(77) I(b) = ;}Qe“”'”’x"l dz .
Derivovénim dostaneme

Ir'e)=— i;fme“““"”x' dzx

(integrabilnf majoranta e—tzz®),

Integraci per partes obdrZime
(78) o) = — ;%5 1(%).

Nésobme(a + ib)*; dostaneme34)(a + ib)* I'(b)+ is(a + ib)*~1I(b) =0,
neboli a(% ((a@ + ib)* I(b)) = O, t. j. I(b) = k(a + ib)~*, kde k nezdvisf

na b; dosazenim b = 0 dostaneme (76).

Zbyvs ptipad @ = 0. BudiZ v (77) b % 0 pevné, 0 <8 <1 a vy-
Setfujme tento integril jako funkei @ pro @ > 0; dokdZeme spojitost
této funkce v (0, + ). V kazdém omezeném intervalu 0 <z < 4
méme integrabilni majorantu z:-1. Jde je&té o podminku II z véty 114.

1) P¥i po&iténf s mocninami o imagindrnim zékladu nebo mocniteli dbejte
toho, co bylo fedeno v kap. VII, § 1, pozn. 5.
#) Také bychom mohli rovnici (78) integrovati podle ndvodu z kap. VII, § 7.
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Utijme 2. véty o stfedni hodnot& na integril redlné a imagindrni &agti.
Jeito 0 < 8 < 1, je e~32xs-! klesajici v intervalu 0 <z < + . Pro
0 <z, <2z je tedy proa >0

Ts
|[ e cos bz . 2*-! dz| =

2 . \
= e %g,"1 |z_‘fcos bz dz| < Bz

coZ konverguje k nule stejnomérné v intervalu 0 < a < 4 o (pravé

strana je mensi neZ ¢ (¢ > 0) pro z, > B, kde B > 0, TbliBl——' = ¢).

Tedy integral (77) je vskutku pfi pevném b + 0a 0 < s < 18pojitou
funkei a v {0, + o). Limitnim pfechodem a — 0 + v (76) (kde ¢ =
= a + ib) dostaneme, Ze (76) plati i pro a = 0 (nebotf funkoe f(c) = ¢*
je spojitd, majio podle komplexni proménné ¢ dokonce derivaoci scs-1,
pokud neni ¢ < 0).

Rozepi¥me jeité (76) na redlnou a imaginirni &ist. PiSme (pro

a> 0) ¢c =a + bi = rel?, kde r=Va’ + b2, ¢p=arctg%. Potom

c~* = r-%e~1s% takZe pro s > 0, a > 0 méme
+

(79) [ e=% cos bz . x*-1 dz = I'(s) (a* + b%)™ ¥ cos (3 arctg %) ’
0

+
(80) [ e-9%gin bz . z*-! dzr = I'(s) (a® + b))~ ¥* sin (s arctg -Z—)
]

akonednd proa = 0,5 > 0,0 < ¢ < 1 mdme c™* = (bi)™* = b~ ’e-tmsl,
takze

+
(81) [ cos bz . z*~' da = I'(s) b~* cos (}ns) ,
0
+ .
(82) [ sinbdz . 2*~! dz = I'(s) b~* sin (}n3) ,
0
+o
(83) [ e%"z*~1 dz = I'(s) b~*elms
0

Poznimka 6. Integraly (79) az (83), které jsme tak snadno vy-
podetli, obsahuji fadu integrali, které jsme jiz diive vypodetli s v&tsf
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némahou. Pfedevsim z (81), (82) pro 8 = } obdr#ime ihned Fresnelovy
integrily (75). Za druhé: z (76) pro ¢ = } plyne (proa > 0)

_r_

a +ib’

nadeZ substitucf z = #* dostanete snadno (71), (72). Za tieti: DokdZeme,
Ze integral

+©
[ e=%%(cos bz — isin bz) z ¥ dz = V
0

f(s) = 1}m;sin bz .21 d=
0

je pfi pevném b > 0 spojitou funkef s v intervalu (0, ). Nebot pro
tato s je
sin bz . 2*-1| < [sinbz .27 | < bpro 0 <z <1,
[sinbz .z} <1 pro z > 1,
tak¥e mame ,,majorantu‘‘ (nezdvislou na 8) 1 4 b. Podle véty 107 je
A

tedy [sin bz . z*-! dx pfi konetném 4 > 0 spojitou funkef s v (0, 3).

0
Stadi jestd dokézati stejnomérnou konvergenci k nule. Jest pro 1 <
<4d'<A"< +
A’

¢ 2
|Af' sin bz . z*~1 dz| = A"—llA[sin br dz| < g

pro 0 < s < 3. Z véty 114 plyne tedy spojitost funkee f(s) v <0, 3).
Jeitd snaze plyne (pfimo z v&ty 107) spojitost funkoe

+
g(8) = [e-*sinbx .z dx
0

(@ > 0,b> 0) v intervalu (0, 3>, nebot ,,majoranta““ (1 4 b)e—2*
mé konvergentni integral od 0 do + co. Lze tedy v (82), (80) piejiti
k limité s - 0 +; uZijeme-li jest® spojitosti funkoce I' (kap. VII, § 4,
piikl. 1), dostavdme proa > 0, b > 0 vzorce (53), (51):

+ @©

f sin bz 2% — lim I'(s) b+ sin (3ns) = lim T+ gn (Jns) =
5 z s—0+ 80+ 8
= I'(1) lim sin (3ms) _ in,
-0+
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+

f e—9 gin bz de = lim I'(s) (a* + %)~ ¥ sin (3 arctg 2) =
) z -0+ a

: ( b)
sin |s arctg 7
= lim I'(1 + 8)

= arct 2
>0+ 8 g a )

Vidite, kolik vysledki je obsaZeno v nendpadném vzorei (76).

S dulezitosti funkce I'(s) se v klasické analyse setkdvime na kazdém
kroku.

Jako cviceni ukaZte, Ze rovnice (82), (80) plati i pro — 1 <8 < 0;
piitom definujeme I'(s) rovnici I'(s) = I'(s + 1) : s (dosud jsme totiZ
nedefinovali I'(s) pro s < 0 — to udinime obecné aZ v kap. XVIII).
Névod: integrujte per partes.

Cvidenf

V ptikl. 3 jsme pro jednoduchost piedpokléddali, Ze 8 bylo redlné; nynf uké-
%eme, e (76) plati za piislusnych predpokladi i pro komplexni s. Cisla a, b, 0, ¢
jsou v nésledujicich cvidenich reélna.

1. Jelia> 0, 0> 0, je

+o -
T(o +it)
— —(a+ib 1t— -
I(a, b, 0, t) —of o~ (a+ib)zgo+it-1 gy — @ e

Néavod: Uvatte, Ze zit = exp (it Ig ) m4 absolutnf hodnotu 1. Dikaz probfhé
jako v pfikl. 3 (v integrabilni majorant& hraje o roli dfiv&jsiho s).

2.Prob+0 0<0c<]lje

+ o

r it
I(0, b, o, t) = f o102y o +it-1 gy — (o + it)
0

(ib)o 1t

Névod: Pii pevn& zvolenych b, 0,2 (b +£ 0, 0 < ¢ < 1) jde o spojitost I(a, b,
g, t) jakoZto funkce a v intervalu 0 < a < + oo.

Pii kone&né hornf integra¥ni mezi by nebylo obtf%i, jde tedy jen o stejno-
mérnou (vzhledem k prom&nné a) konvergenci integralu

zy EN
fe-(a+lb)z 20 Hit-1 g = fe—az ol(-bz+t187) 10-1 qp
z, £
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k nule (pro z; > -+ o, z; - 4 ©). Vezm&me tfeba redlnou Bhst:

Zs

K = fe“"’x"l cos (bx — tlg z) dz =

z°-1 d X
=fe-az ; Ez——sm(bx—tlgx)dz.

by
z7 . b
Zde e~%* je nerostouci (a = 0), —b—Egt— je (derivujte!) klesajici pro viechna
z —

xz > x,, kde z, nezévisi na a. Pro 2, < z; < z; < + o najdeme potom snadno
z 2. v8ty o stfednf hodnotd

22,7
br, — ¢t

EE

z Seho% vzhledem k b + 0, ¢ < 1 plyne hledané stejnom¥&rn4d konvergence.

§ 5. Integrace posloupnosti a Fad. Velmi dileZity specidlni pfipad
véty 113 je ten, Ze parametr & probih4 jen oelé kladné hodnoty a %e
&y = + oo0; misto & potom obyéejnd piSeme n, misto f(z,n) piseme
fa(z), takZe jde o posloupnost funkef. Za prostor (P, g) ve vétd 113
bereme tedy E} (s ,,redukovanou metrikou* g*, viz D 1, kap. VI, § 4).35)
Véta 113 nabude tedy tohoto tvaru:

Vé&ta 115. Budif — 0o < a <b <X + oo; budte F, f,(n=1,2,...)
komplexni funkce jedné redlné proménné. P¥edpoklddejme:

I. Pro kaZdé b’ € (a, b) je

b b
(84) lim [fu(2)de = [F(z)dz.

n—+o a
"

I1. Integrdl [fu(x)dz konverguje pro b' —-b —, b" -b — k nule
K

stejnomérné vzhledem k n. T. j. ke katdému & > O existuje Be (a, b)
tak, %e

b'
(85) (noelé,n>0,B<b <b" <b)=|[fa(z)dz]| <.
M

#) Kdo se na to uf dobfe nepamatuje, mife misto f,(x) pséti I(z, %),

vziti za A mno%inu vSech &isel % (n=1,2,...) a psati « > 0, x e 4.
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Pri tom integrdly v I, 11 znaét konvergentnt Lebesgueovy integrdly. Potom
platt (s konvergentnimi zobecné’nymi integrdly)

(86) lim f fa(z) dz = f F(z) dz .

n—>o a
Poznamka 1. Nejéast&jsi pripad je ten, Ze F(r) = lim f.(z) skoro
viude v (a, b) a Ze se podminka I ovéfuje podle véty 65 (existenoce
integrabilni majoranty pro interval (a, b’)).
Pi#iklad 1. DokaZme rovnici
+

o
(87) lim sma:_d _fsu;x dae
Y 4 — Vx 6

(vime, Ze pravé strana je jm). Funkee fu(z) = sinz: (x + %VE) mé

pro z > 0 za ,,majorantu* &islo 1 a za limitu funkei F(z) = sinz: z.
Podminka I je tedy splnéna (0 < b’ < + o). Dile je pron =1, 2,

3,...;0<b’<b”< +
‘fsmxdx,

‘ f sin 2 }
z 4+ — Vx b + — Vb'
Tedy i podmmka. II je splnéna, a (87 ) plati.

Poznimka 2. V&ta 115 se oviem ihned prenddi na nekoneéné fady
v,(%) + vo(x) + ...; za f,(x) se prosté vezme n-ty distedny soudet.
Rovnice (86) ma potom tva.r
(88) lim fz v (x) dx = fF(x) dz

n->wo ak=1
(pfedpokldddm splnéni podminek I, II). Jeito konverguji integrily
funkei f,_;, f., konverguje i integral funkee v, = f, — f._; a tedy lze
(88) psati v obvyklém tvaru (,,integra.ce ¢len po élenu“)

fF(x)dx lim 2 ka(x) dx_z fv,,(x) dz .

n-w k=1
Nejcastéjsi pfipad je oviem ten, Ze je (aspoil pro skoro vieochna
ze(a,b)) F(x) = v(z) + vy(x) + ...
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§ 6. Derivovani zobecn&nych integrilG podle parametru. V&ta 116.
Budiz — o < a < b < + oo; budi# I interval (nezvrhly) v E,. BudiZ f
komplexnt funkce dvou redlnyjch proménniych. Necht ddle platt:

I. Pro ka%dé b’ € (a, b) a kaZdé o € I konverguji Lebesgueovy integrdly

b
(89) P, o) = f f(z, &) dz , f ?ﬂga_"‘—) dz9)
a jest
”
of(z, «) dF (b, «)
(90) f e dz = —d 37)

II. Pro b’ - b —, b" - b — konverguje integrdl

b’

(91) fﬁﬂ_xﬂ dz %)

oo
g
k nule stejnomérné v 1.

II1. Aspori pro jedno x € I konverguje zobecnény integrdl
b
(92) D(x) = [f(x, «) dz .
Potom zobecnény integrdl (92) konverguje pro véechna « e I a pro viechna
el je3d)

b

=

(V (90) pi%i d & nikoliv 9, divaje se na b’ jako na konstantu.)
Dukaz. Integral (91) je roven

dF(b",x) dF(b', x)
de = dx

#) V krajnich bodech intervalu I (pokud patif k I) minim p¥slufnou jedno-

strannou derivaci. Pro dal&f aplikace sta¥f ostatnd pfipad omezeného otevie-
ného I.

%) Zda tato podminka je splnéna, pozné se &asto podle vety 108.
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(podle I). Podle II38) existuje tedy vlastni limita
dF(, a)

(94) lim = ¥(«),
b'—b- &
a to stejnom&rné v I. Podle III existuje vlastn{ limita
(95) lim F(b, ) = P(«x)
b'—>b-

aspoli pro jedno « € I. Podle pozn. 3 v kap. I, § 1 (viz tamie tézZ
pozn. 1)) existuje tedy vlastni limita (95) viude v I a viude v I jest
dd(x)

Tdx e

t. j. (podle (94), (90))
>
dd(a) _ lim j'a/(x, «) dr — fa[(z «) dz .
ox

d(x b —b— oo
a a

Priklad 1. Pro reilné « a pro 8 > 0 poloZme
+ + o

CO8 ¥ z sin ax
B’W dx N L((X) = m dx

(B si budu myslit pevné zvoleno; « bude ,,parametrem‘‘). JeZto integ-
rand v K mé konvergentni majorantu (f* + 22)-1, je K spojitd
Vv (— o, + ©) a je

K(x) =

(96) ()] < K(0) = 35
Pro 0 < b’ < + oo lze provésti derivovani podle véty 108:
v
d f —zsinaz
do N dz,
0
b'

jezto integrand vpravo ma majorantu ————
) gT vp ) ﬂ’ + Pt ﬂ’

3) Co%z je Bolzano-Cauchyova podminka pro stejnomé&rnou konvergenci
(v I) vyrazu (90).
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Tedy je splngna podminka I z véty 116 (pro integrdl K(«)), & oviem
téZ podminka ITI. Podminka II plyne takto: Funkoce z: (8* + a%) je
klesajici pro z > Biprof <b <b” < + o, [x| > § > 0 je tedy

¢
'f:;’sxio;f | ﬁt-f-b” fsinaxdxlg
o W 1
SF e Tl SaE e

Podminka II je tedy splnéna pro I = (8, + ), kde é miZe byt libo-
volné kladné é&islo. Tedy je

4o
Z sin xx

T

0 .
Pro integral L(x), ktery — jak ihned uvidime — je nevlastni, nelze
jiZ uZiti véty 116.%°) Ale funkoce z : (f* + x?) se pro velka z chové pfi-
blizné jako 1: z. Zkusme to tedy s vyra.zem (x> 0)

(98) K'(x) = dr = — L(x) pro « > 0.

z sin ax sin oz sin az dz
Le)=tm= | a4 - f dz=_ﬁ'fz(ﬁ'+x’)
Zde miuZeme denvovat piimo podle véty 108:
+®
CO8 &
(99) L) = — pt ﬂ,—}"‘;, dz = — pK(a)
0

nebof integrand mé majorantu (8* + #®)-1. Podle (98), (99) je tedy
K"(x) = f2K(x) pro « > 0.

Podle zndmé véty o diferencidlnich rovnicioh (viz vétu B) v kap. VII,
§ 7) je tedy jist®

(100) K(x) = Cie* + Cye™* pro a > 0,
) Kdybychom formélng derivovali L(«x), dostali bychom formélng
+ ® + o
z? cos ax cos &x
-ﬁ—‘Tx—:dz—fcosazdz ﬂ’fﬁ'+z’dz

ale integral vlevo viibec nem4 smyslu (jeZto druhy mtegrdl vpravo mé & prvni
nemé4 smysl).
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kde C,, C; jsou dvé konstanty (vzhledem k «; mohou zédviseti na f).
Kdyby bylo C; + 0, mélo by |K(«)| pro &« — + oo limitu + oo, ale to
nen{ mozno podle (96). Tedy C, = 0,

(101) K(x) = Cgo=* pro a > 0.

Ale K(x) je spojitd v (— oo, + ) & K(0) = tak¥e limitni pfe-

x
2p’
chod & —> 0 + v (101) dévh C, = -2’%; jeito K je sudé funkee «, B,
vychazf

(102) K(x) = -2-“7[ e-1l pro reélns «, B (8 + 0).

Podle (98) a s pfihlédnutim k tomu, Ze L je lich4 funkoe « a sud4 funkece
B, vyohézi
(103) L(x) = % -1+l , sgn «
pro redlnd « + 0, 8 + 0.

Poznémka 1. Integral v (97) je v absolutni hodnoté nejvyse
rovenl lb“ jestlife f < b’ <b" < + o. Tedy pfi pevném « + 0

a proménném f konverguje tento integril stejnomérnd k nule v in-
tervalu 0 < < 1 (nebof potom hoieni odhad pla,ti pro o' > 1,
z sin &

pr + a?
Podle véty 114 je tedy L(x) pfi pevném « # 0 spojitou funkei g
v intervalu <0, 1), takZe ze (103) plyneprof -0 +,x % 0

b <b < + ).4°) Mimo to m4 integrand ———— majorantu |&].

@©

+
f smzocxdx — jnegna;
0

tim je din dalsf (jiz &tvrty) vypodet tohoto integralu.

40) Podrobnd: Integral v (97) je v absolutnf hodnot® mensf ne% & (¢ > 0), je-li
by < b < b < + o, kde b, =Max(l,—

EDA
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§ 7. Integrace integrilii podle parametru (ziménnost integra&niho
pof¥adi). BudiZ f funkce dvou proménnyoh.4!) Pifeme-li

b
(104) F(a) = [f(z, o) dz

(zobecnény integral), miiZzeme si poloZiti otdzku, zda konverguje (zobec-
nény) integral

d a b
(105) JF(x) da = [([f(@, =) do) dax,

g jak tento integral vypodisti, po pfipad® jak studovati jeho vlastnosti.
Vime jiz z kap. VII, § 11, Ze pii tomto vySetfovani muZe byti velmi
dilezitd rovnioce

b d da b
(106) [(Jf(z, y) dy) dz = [([f(z, y) dz) dy

(Ze jsem misto « psal y, je oviem lhostejné). Budeme se proto zabyvati
otédzkou, kdy tato rovnice plati. Z Fubiniovy v&ty 74 vime toto: Jest-
lize existuje Lebesgueiv integral (nemusi ani byti konvergentni)
(107) [[ Hz,y)dedy (a <b,c<d),

b

a<z<<
c<y<d

potom plati (106) a integrdl (107) se rovné integralim (106). Ale jest-
lize neexistuje integral (107), nemusi rovnice (106) platit, jak ukazuje
pfiklad 7 v kap. VII, § 3.

Nadim cilem v nasledujioim paragrafu bude vysetfovati platnost
rovnice (106), a to i pro zobecnéné integrily (konvergentni) — bez
ohledu na to, zda integrdl (107) existuje. Pijde ndm pFitom spise
o prakticky ndvod*2) nez o odvozovani obecnych vét.

Poznidmka 1. Pro a < a’ < b plati rovnice

b d a d b d
(108) [(f,y) dy)dz = [(]...) + ([ ..),

da b d a d b
(109) [([f@,y) da) dy = [([..) + [([ ..,

41) f smi byt komplexn{ v celém tomto paragrafu.
42) OvSem bez Ujmy piesnostil
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pokud pravé strany maji kone¢nou hodnotu.®?) To ndm umoZiuje
v piipad® zobecnénych integralii rozdglit pifi vySetfovani integracni
interval (af uz jde o ,,vn&ji* nebo ,,vnitini‘ integraci) na ,,vhodné‘
intervaly ve smyslu § 1, t. j. na intervaly, v nichZ nastivé pfipad I nebo
II1z§1.

Poznémka 2. Rovnéz je ziejmo (viz pozn. 4 v § 1) Konverguje-li

f(ff(x, )dy) dz a je-li a < a’ < b < b, konverguje téz {(f/(x Y) .

. dy) dz. Ale pozor! Konverguje-li f ( f f(z, y) dz) dy, nemusi konver-

av
govati [( ’fl(x, y) dz) dy.

@ L}

1 +
( Jydy)dz = [ 0.dx = 0 (ob& integrace jsou dokon-
-1 0

Priklad:

O-‘+

4+ 1

+ © +o 0
ce lebesgueovské), ale [ (fydy)de = [ }dz =+ o, [ ( [ydy)dz =
0 0 0 o -1

= — oo. V tomto pfikladé levé strana v (109) ma smysl, pravé nikoliv.
Vidime, Ze pfi ,,vnitini*“ integraci je nutno dat pozor.

§ 8. PFiklady na vypod&et integrilt uZitim zdmé&nnosti integracniho
pofadi. Pro pfipad, Ze lze uZiti Fubiniovy véty, jsme jiZ v kap. VII,
§ 11 ukdzali, jak lze jednoduché integrily (Lebesgueovy) poditati
uZitim rovnice (106). Nyni tento postup zobecnime. Nazna¢im obeony
princip a provedu jej na piikladech. Ve smyslu pozn. 1 v § 7 se omezim
na ,,pfipad I'“ a ,pfipad II*, pfi éemZ ,,pfipad II* mohu vzhledem
k symetri¢nosti nechati stranou.

Budiz tedy — o §a<6 £+ 00, —o0=c<d< + o anecht
pro kazdé f € (a, b) plati rovnicet4)

B d ’ d B
(110) J(Jf(z, y) dy) dz = [([f(x, y) dz) dy ,

43) V (108) jde o integral pfes sjednoceni dvou intervali, v (109) o integrél
soudtu; viz § 1, pozn. 2 a 3.
44) f smf byt komplexni.
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pfi demZ tato hodnota budiZ koneéns a integrace v mezich a, g (t. j.
,,vn&j&i* integrace vlevo a ,,vnitini* vpravo) nechf jsou lebesgueovské;
druhé dvé mohou byti zobecnéné. Ptame se, zda plati (106), t. j. zda
(110) plati i pro g = b. PoloZme

B
(111) JH(=z, y) dx = F(y, B)

a predpoklédejme, Ze pro skoro viechna y € (¢, d) konverguje zobecngny
integral

b
(112) JH(=, y) dz = F(y) ,
t. j. Ze existuje vlastni limita

(113) lim Fy, f) = F) -

DokaZeme-li nyni, Ze plati rovnice

d d
(114) cf F(y) dy =ﬁ§gg cf F(y, ) dy

8 vlastni limitou vpravo (k tomu méme fadu kriterii, na pf. véty 106,
113), bude tim dok4zino, Ze pravi strana v (110) mé vlastni limitu

(pro g —>b —)
d b
(115) [(ff(=, y) dz) dy ;

touz limitu m4 tedy i leva strana v (110), ale tato limita podle definice
zobecndného integrilu je préveé

b d
(116) J([f(z, y) dy) dz .

Tim je konvergence a rovnost integrili (115), (116) dokézédna.
Provedeme nynf ngkolik zédvainych piikladu.

Priklad 1.45)
+o

I= f (cosblx—cosb,x)% .
0

4%) V piikladech 1, 2, 3 je vie redlné.
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Bod 0 zde nevadi, jeito cos b,z — cos bx = }(bf — bi) 2® + ...; I je
Lebesguetv integral. Jezto
b,

f sin zy dy = cos b,z — cos b,z

z - 2 ’
by
je

I_fw(fsmxyd)dz.

Vyménou integraéniho pofadi dosp&jeme k integrdlu (viz § 4, (53))

< ([ e) o

b, b,
=bf%nSgnydy= %wOISgnydy— %nOngnydy=

= §n(|by| — [b4]) .
Jde o to, zda je I = K. Jeito pro z + 0 je

(117)

<lyl,

sin zy
x

Ize zfejmé pro koneénd ¢ > 0, b,, b, uZiti Fubiniovy véty:
b

¢ by s ¢
S TSy A
0 b b 0

1 1

(ly| je ,integrabilni majoranta‘ v oboru (0, c) X (b,, b,)). Predpoklé-
dejme b, < b, (pro b, > b, stati zménit znameni v I a vyménit b, s b,).

Polozme
c

Fon - [ 0r -

clyl

_ :tfsmxlyldx :tfsmz
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in
Jeito funkece g(x) = fg—zf dz je spojitd v (— oo, + ) a mé pro
0

& — + oo konednou limitu }= (a pro « - — oo ovéem limitu — =),
je g(«) omezend v (— 0, + ), a tedy existuje koneéné &islo C tak,
Ze pro vdechna redlnd c, y jest

[
(119) |F(c, )| = ’f“‘“x”-" dxl <C.
0
To si zapamatujme i pro pii§td. Funkce F(c, y) maji tedy v intervalu
(by, by) spolednou ,,integrabilni majorantu C; mimo to je oviem pro
kazdé y

+®
lim F(c,y) = f MY 4z .
c»>+® z
0
Podle véty 106 je tedy
by by + o
lim [ F(c,y)dy = f(f m;zydx)dy=K.
c—>+ @

0

T. j. pravd strana v (118) mé limitu K; a oviem lev4 strana m4 limitu 1.
Tedy podle (117)
I =K = {n([by| — [b.]) .

Odtud plyne je$té na p¥. vzorec

+o +®

sinprsingr , 1 cos(p +q)x—cos(p—q)x ,
f z? dz___2—,/‘ 22 dz =
0 0

=1n(lp +q —|p—4l).
Piiklad 2.

@

+
cos
I f xzdz (y > 0).
0

ll

vt
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Je to konvergentni Lebesgueiiv integral. Jest

+
v g .
6[9 sin zy dy Fra
Tedy
4@ +®
= [ ([ H(=z,y) dy) d=,
0 0
kde

cos z sin xy o
z

-y,

f(=, y) =

Zaména integraéniho porfadi nis vede k integralu
+0 4o

w Kza[(af f(z,y)dx)dy:

+ o
o= (f sinz(y + 1) +sinz(y — 1) dx)d

(120) = po

S -

1
2
0
+ o
= qm [ e~(sgn (y + 1) + sgn (y — 1)) dy
0

(viz §4, (53)). Pro y > 1 je posledni integrand roven 2e~??, pro
0 <y <1 je roven nule, takze

+ o

1 _ T

(121) K:—Q--n:fe Wdy=—27e Y,

1
Jde o to, zda I = K. V omezeném integraénim oboru by se dalo jist&
uziti Fubiniovy véty. Ale d4 se ji dokonce pouZiti pro obor y > 0,
0 <z < a ptilibovolném koneéném a > 0. Nebot |f(z, y)| < ye *¥ pro
z + 0,y > 0, a pro tuto nezapornou ,,majorantu‘‘ 1ze uziti Fubinio-
vy véty:

+ o a
off ye W dxdy = f(fye"’”dz)dy—af yedy < + o
<z<a
y>0
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tedy konverguje i integril (Lebesgueuv) z f(z,y) pfes tento obor,
& Fubiniova véta dava

a + © +

(122) JU fw. ) ay) dz = ofw(j/(x, y) dz) dy .

Jde jestd o limitni pfechod a - + co. PoloZme

0f/(x» y)dz = F(a, y),
takZe
+ ©
aliTwF(a’ y) = Of H(=, y) dz
(tento — zobecnény — integral konverguje; viz vypodet v (120)).
Mimo to

F(a, y) = %e—w fsin z(y +1) ;};—sin z(y — 1) az,

(1}
takZe podle (119) v pikl. 1 jest

+
|F(a, y)] < Ce™, pii ¢emz [ Ce " dy < + co.
0

Tedy funkce F(a, y) maji spole¢nou ,,integrabilni majorantu‘, takZe
podle véty 106 je

+ o

+
lim [ F(a,y)dy = [
0 0

a—+

@ @

+
([ f(z,y)dz)dy .

0

Limitni pfechod @ - + oo v (122) dédvé tedy ihned — jako v piikl. 1 —
I=K-= 21 e~ 7.

Priklad 3.
<+

]
sin z
I= d:t.
x
0
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Hodnoty tohoto integrilu jsme pouzili v piikladech 1, 2; nyni uka-

»
feme, %e také tento integrdl lze vypodisti ziménou integraéniho
+d7

1
pofadi. Pro z > 0 jest f e dy = - tedy

0 @

+
(/ e sin z dy) dx .%)
0

ogﬁ4- e

PoloZme

4+ +©

+ o
K=f(f e—xvsinxdz)dy:f
0 0 0

Jde o to, zda I = K.

y =
1 +y

Jest |e™® sin z| < xe™* pro z > 0; uzitim Fubiniovy véty na tuto
nezépornou funkei mame pro koneéné a > 0

a + o

I/ xe“’”dxdy~f(f ze ™ dy) do = fdx<+oo
0<z<a

y>0

Tedy pro koneéné a > 0 jest

a + o

+o© a
(123) f(f e@sinzdy)der = [([ e sinzdx)dy
00 0 0

Polozim-li zde

F(a,y) = [e®sinzdz,
0 -
je

lim F(a,y) = | e®sinzdz,

a—>+ o

o +

a dale

1 — e %(ysina + cosa)
F(a) ?/) = 2
¥ +1
“) Tato rovnice platf tehdy a jen tehdy, existuje-li integral v titulu tohoto

ptikladu. My sice vime, Ze konverguje, ale nepotfebujeme to: jeho konvergence
ném vyjde zdmsnou integradniho poradu
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proa > 0. Proa > 0, y > 0 je vSak
e=*cosal <1, |e®ysina| <e “ay <C,

kde C je jista konstanta (nebof funkce ue—* je v <0, 4+ o0) spojitd
ama prou — + oo limitu 0; tedy je tato funkce omezend v (0, + ),
t. j. ue~* < C pro viechna u > 0). Tedy funkce F(a, y) maji spo-
le¢nou integrabilni majorantu 2+0 47) Podle véty 106 je tedy

R+ U

+ o + o +
lim [ Fa,y)dy= [ (f e#sinzdz)dy;
a—++o 0 0 0
t. j. pravd strana v (123) ma limitu K = }x, a touZ limitu mé tedy
i leva strana, t. j. I konverguje a jest I = 4.

Piiklad 4. Fresnelovy integraly

+® dz +® dz
Il=fcos:vl—/:, I,=fsin'zv—_.
0 ® 0 e

Konvergence ndm opét vyjde soutasnd se zaménnosti. Abychom mohli
oba integraly poditat najednou, polozme
+ o
(124) 1=I,+i12=feird—’i.
0 Vx
Vime (Laplacetv integral, viz kap. III, § 7, pfikl. 12), Ze pro z > 0 je

+

(125) f eV dy = E

o
: Ve
47) Pro& politdme tak presnd? ProtoZe hruby odhad

l—e“"’gi
Y y

|F(a, y)| < f o~ dz =
0

by ndém nebyl nic platny: pravé strana nemé konvergentnf integrél podle y od 0
do 4 oo.

361



Proto plati
+ © + ®

(126) I= 172? f (f e(-¥*+iz dy)dx
0 0

(Iépe feteno: (124) je ekvivalentni s (126)). Zim&na integraéniho pofadi

nas vede k integralu
+ o + @

K=V-2;f (.f e(—”'“)zd:c) dy =

2 2 oy
i -],

Jde jedtd o to, zda je I = K. Jest [e("¥'+D7| = ¢¥', g ugit{ Fubiniovy
véty na tuto nezdpornou funkei déva podle (125) pro koneéné a > 0

ffe V"dxdy=f(feV'zdy)dx—f—dx<+oo

0<z<a
y>0
takZe
2 a + + a
(127) th(f e<—v'+'>=dy) dz=~f (fe(‘”'“)" dx) dy .
1:0 J Vn
Polozme

F(a,y) = fae“”'“” dz .
0

Je-li y > 0, mame
+

lim F(a,y) = [ e-v'+z dy .
a—»+ o 0
Vypoéteme proa > 0,y > 0
1 — e-aw'-D
(128) |F(a, y)] = ’ oTeo” l _2_ .
—i Vy4 +_l
nebot e~ *¥ V| = e " < 1.
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Prav4 strana v (128) je spoleénd majoranta k funkoim F(a, ), majici
konvergentni integral od 0 do + 0.48) Proto podle véty 106 je

+ + o + o
im [ Fla,y)dy =] ([ e-v+=dz)dy.
a—++ o 0 0o o

T. j. prava strana v (127) mé vlastnf limitu K, touz limitu mé tedy
i leva strana, t. j. I konverguje a jest

tedy

4) Hruby odhad
- 1 1
— o-—ay*
(129) \F(a,y)| < [o-vadz — ——;—” <4
0

by opét vedl k majorantd y~3, je% nemd konvergentni integrdl od 0 do + oo.
Poznamenejme, Ze pro velké a je e-ay* blizko nuly, takZe ze (129) nedostaneme
Z4dnou lepsi majorantu nezdvislou na a neZ y=3.
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