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KAPITOLA VIII 

NEVLASTNÍ I N T E G R Á L Y 

Čtenář si možná vzpomíná, jak jsme v J I, kap. VIII, zavedli ,.ne
vlastní" integrály, vycházejíce z Riemannova integrálu. Podobné 
zobecnění provedeme v této kapitole, vycházejíce z Lebesgueova 
integrálu v £1# Obsah a cíl této kapitoly je podobný jako v předešlé 
kapitole: získati praxi v počítání integrálů, tentokráte též integrálů 
nevlas tních, mezi nimiž je mnoho integrálů důležitých v klasické 
analyse. Po stránce theoretické nezíská zde čtenář mnoho nového. 
O zaokrouhlené a značně obecné theorii (Perronově), obsahující tyto 
„nevlastní integrály", se čtenář může poučiti v kap. XII. 

§ 1. Definice a podmínka konvergence. Omezíme se v této kapitole 
na integrál v El9 a to na případ, že integračním oborem jest interval. 
Vzpomeňme si, jak jsme definovali Lebesgueův integrál 

(1) //O) dx , 
a 

kde reálná funkce / je měřitelná v (a, b) (definice 10 v kap. III): 
Sestrojili jsme 

(2) I1 = ff+(x)dz9 I2=ff(x)dx 
a a 

a definovali jsme integrál (1) jakožto hodnotu rozdílu I1 —- I2, má-li 
tento rozdíl smysl. To je dosti podstatné omezení; je to asi takové 
omezení (pokud jde o konečnou hodnotu /), jako kdybychom se u kon
vergentních řad omezili na řady absolutně konvergentní, t . j . takové 
řady, kde řada všech členů kladných je konvergentní a rovněž řada 
všech členů záporných. A přeoe víme, že je možno rozumným způso
bem definovati součet některých řad, které nejsou absolutně konver
gentní. Pokusíme se nyní zavésti podobné zobecnění u pojmu Lebes
gueova integrálu. Napřed probereme dva jednoduché případy. 
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Případ I. Budiž — c o < ^ a < 6 < l + oo (takže b je buďto konečné 
nebo + oo). Budeme říkati, že (pro funkci / v intervalu (a, 6)) nastává 
případ I, jestliže pro každé /? e (a, 6) konverguje Lebesgueův integrál 

(3) HP) = Jf(x)áz 
a 

(jistě je tedy / měřitelná v každém takovém intervalu (a, /?) a tedy 
i v (a, 6), ježto lze psáti 

(a, 6) = U (<*, Pn), kde a < fln < 6, Um /Jn = b). 
n = l n-»»oo 

Jestliíe existuje konečná limita 
(4) Um I(P) , 
nazveme tuto Umitu zobecněným integrálem funkce / od a do 6, 

b 

znak //(#) d:r; t. j . klademe 
a 

b fi 

(5) //(z) ds = Um //(s)ds 
a 0-H*b- a 

a říkáme, že zobecněný integrál (1) konverguje. 

Může se státi, že existuje Lebesgueův integrál od a do 6, a potom platí 
ovšem (5) podle pozn. 8 v kap. V, § 5. Tedy: Konverguje-li Lebesgueův 
integrál od a do 6, konverguje také zobecněný integrál a oba integrály 
mají touž hodnotu. Existuje-U však Lebesgueův integrál od a do 6 
a má hodnotu + co nebo — co, je limita v (5) nekonečná a zobecněný 
integrál nekonverguje. Nemůže tedy nastati koUse tím, že jsme pro 
konvergentní zobecněný integrál zavedli totéž označení jako pro 
Lebesgueův integrál. Ovšem může se státi, že Lebesgueův integrál od a 
do b neexistuje a že přes to existuje konečná limita v (5), t. j . že zobec
něný integrál konverguje; zobecněnému integrálu, který není Lebes-
gueovým, říkáme nevlastní. 

Pro početní praxi je často výhodno, jak víme, vyšetřovati též 
integrály komplexní funkce reálné proměnné; to učiníme i zde, a pro
sím proto čtenáře, aby definici zobecněného integrálu — jak ji zde 
podávám — rozuměl tak, že se připouští též komplexní /. Tedy i pro 
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komplexní / = g + ih definujeme zobecněný integrál v „případě I " 
b 

rovnicí (5), takže i nyní konverguje zobecněný integrál f(g(x) + 
a 

+ i h(x)) dx = K tehdy a jen tehdy, konvergují-li oba zobecněné 
b b 

integrály ve výrazu L = fg(x) dx + i fh(x) dx, načež K = L. V dal-
a a 

ším poznamenávám, které výsledky platí pro komplexní funkce. 
Většinou jde (pokud se výsledek nedá přímo dokázati pro komplexní 
funkce) o zcela triviální věci: výsledek odvozený pro reálné funkoe se 
aplikuje zvlášť na reálnou i imaginární část. 

Pro nezáporné (a rovněž pro nekladné) měřitelné funkce existuje 
ovšem (1) vždy jakožto Lebesgueův integrál (ovšem ne nutně konver
gentní); skutečného zobecnění tedy můžeme dosáhnouti pou_$e u in
tegrálů (1), kde / — pokud je reálná — nabývá jak kladných tak zá
porných hodnot. Zároveň je zřejmo (a to i pro komplexní /): konver-
guje-li zobecněný integrál (1), je tento integrál nevlastním tehdy a jen 

b 

tehdy, jestliže f\f(x)\ dx = + co,1) načež v případě reálného / je 
a 

b b 

nutně ff+(x) dx = ff~(x) dx = + co; neboť kdyby jen jeden z nich 
a a 

byl + co, byla by limita v (5) nutně ± co. Slovem „integrál'4 budu 
v této kapitole rozuměti konvergentní zobecněný integrál; jde-li 
o Lebesgueův integrál (konvergentní nebo ne), poznamenám to 
zvláště. 

Před chvílí jsme řekli, že konvergentní integrál (1) je Lebesgueovým 
b 

integrálem tehdy a jen tehdy, když také f\f(x)\ dx konverguje: proto se 
a 

Lebesgueovým konvergentním integrálům říkává také a b s o l u t n ě 
k o n v e r g e n t n í a nevlastním integrálům n e a b s o l u t n ě konver
gentní . 

Aby integrál (1) byl konvergentní, je nutno a stačí, aby funkce 
I(p) z (3) měla vlastní limitu pro /3 ->b —. Použijeme-li Bolzano-
Cauchyovy podmínky (DII, věta 73 (pro konečnéft), obecněji věta 144), 
vidíme, že platí tato 

l) To je totiž právě nutná a postačující podmínka pro to, aby Lebesgueův 
integrál funkce / od a do b nekonvergoval. 
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Věta 110.2) Nechi pro každé pe (a, b) konverguje Lebesgueův integrál 
(3). Potom integrál (5) (zobecněný) konverguje tehdy <* jen tehdy, jestliže 
ke každému e > O existuje B e (a, b) tak, že 

(B < p < p" <b)=> \I(fi") - I((T)\ < e , 
t. j . tak, že 

(6) (B < p < pr < b) => |/ f(x) dx\ < e . 
P 

Poznámka l.2) Věta 110 se týkala konvergence zobeoněného (ať 
Lebesgueova či nevlastního) integrálu. Píši-li v (6) |/| místo /, dostávám 
obdobnou větu pro Lebesgueův integrál: Nechť pro každé p € (a, b) 
konvergjije Lebesgueův integrál (3). Potom integrál (5) je konvergent
ním Lebesgueovým integrálem tehdy a jen tehdy, jestliže ke každému 
e > 0 existuje B c (a, b) tak, že 

(7) (B <P' <P" <b)=>f \f(x)\ dx<e. 
P 

Důkaz. Vyslovená podmínka je nutná a postačující pro to, aby 

existovala konečná limita lim f\f(x)\ dx, t. j . aby konvergoval 
P-+b- a 

b 

f\f(x)\ dx, což je nutně integrál Lebesgueův. 
a 

Příklad 1. Vyšetřeme konvergenci integrálu 
+ co 

(8) I(<x) = í ^^- dx (a reálné). 
o 

Ježto 
sin x 

x 
vidíme toto: pro oc ]> 2 je 

Ä x1-" pro x -> 0 -f ,3) 

7V 

IЛ*) = J ^r- dж = + co (Lebesgueûv integrál), 

f) Platí i pro komplexní /. 
*) Symbol f(x)~.g(x) pro s - * O + značí, že lim (f(x) . g(x)) = 1. Viz kap. 

VII, § 1, pozn. 7. .r-+o+ ^ 
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kdežto pro oc < 2 je Ix(a) konvergentní Lebesgueův. Nerovnost 

sinя <̂  — dále zaručuje, že pro oc > 1 je x 

h( 
+ c 

sin X 
xл dx 

konvergentní Lebesgueův integrál. Tedy: Pro a > 1 existuje I(oc) jako 
Lebesgueův integrál, a to pro 1 < oc < 2 konvergentní, pro oc >̂ 2 má 
hodnotu + co. 

Jde ještě o hodnoty a <1 1. Především ukažme, že v tomto případě 
neexistuje I(pc) jako Lebesgueův integrál. Pro každé celé n > 0 je totiž 
v tomto případě (uvědomte si znamení funkce sin x) 

(П + 1)7Г (П-fl)Tľ 

_i)nj ^ d x ^ J !^d* = 

(n-fl)тr 

-̂  T—r-r\— / l s i n x\ te = ; — r r r > — (n + l)7u J * • ( n + l)7u 

takže 

/ (^Г^^Il^Vi^ 
7Г 

+ 00 

+ oo , 

+ oo 

Ale pro O < oc 5̂  1 je I(a) přes to konvergentní, ovšem jako wc-
vlastni integrál. Neboť funkce x~" je klesající a kladná, takže podle 
2. věty o střední hodnotě ve tvaru (71) (na konci kap. V) je pro O < 
< B < p' < P" < + oo: 

(9) / 

ß" 
sin X 

X* 
áx 

\f ^ / 8 І sin x dx = 0'* < B' ; 
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volím-li B tak, že 2B'a = e, bude levá strana v (9) menší než e; t. j . 
podmínka věty 110 je splněna. (Všimněte si důležité úlohy 2. věty 
o střední hodnotě pro vyšetřování ,,neabsolutně konvergentních4' 
integrálů; budeme se s ní stále setkávat.) 

Pro a ^ 0 nemůže však I(pc) konvergovati ani jakožto nevlastní 
integrál. Neboť pro každé celé n > 0 máme nyní (ježto x~* ̂  1 pro 
x^l) 

(n + l)?r (n + Drc 

/

sin a: , L. f , . , , 
— — dx \}> I (sin z\ áx = 2 , 

takže podmínka věty 110 není splněna: je-li 0 < e <1 2, neexistuje 
příslušné J5. Snadno se dokáže (proveďte to jako cvičení), že pro 
(x ^ 0 neexistuje ani nevlastní limita 

f я lim f dx , 

Případ II.4) Budiž opět — o o ^ a < 6 ^ + oo (takže a je buďto 
konečné číslo nebo — co). Budeme říkati, že nastává případ II (pro 
funkci / a pro interval (a, 6)), jestliže pro každé a e (a, 6) konverguje 
Lebesgueův integrál 

(10) J(a) = //(*) áx . 
a 

Jestliže J(oc) má konečnou limitu pro <x -> a + , nazveme tuto limitu 
opět zobecněným integrálem a značíme ji opět znakem 

(ii) smdx. 
a 

Jestliže konverguje (11) jakožto Lebesgueův integrál, je zobecněný 
integrál roven Lebesgueovu, takže zde rovněž nenastává kolise. Ale 
také mezi definicemi zobecněného integrálu ve smyslu případu I 
a případu II nenastává kolise. Jestliže totiž pro funkci / nastává 
v (a, 6) současně případ I i II, zvolme c e (a, 6), načež jistě konverguje 

*) Stále připouštím komplexní /. 
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integrál Lebesgueův od a do c i od c do b, takže konverguje i Lebes-
gueův integrál od a do b a zobecněný integrál ve smyslu případu I 
i ve smyslu případu II se rovná Lebesgueovu integrálu. (Čtenář se 
možná podivil, že jsme — na rozdíl od Lebesgueova integrálu — neza
vedli zde pojem zobecněného integrálu pro případ, že limita lim I(/}) 
(viz (3)) nebo lim J(<x) (viz (10)) je + co nebo — co;5) důvod najde 
v cvič. 1.) Také v případě II nazveme nevlastním takový zobecněný 
integrál, který není Lebesgueovým. Platí zde ovšem také věta obdobná 
větě 110 (a rovněž poznámka obdobná poznámce 1): 

Věta 111.8) Nechť Lebesgueův integrál (10) je konvergentní pro každé 
oč e (a, b). Potom zobecněný integrál od a do b je konvergentní tehdy a jen 
tehdy, jestliže ke každému e > 0 existuje A € (a, b) tak, ze 

<x" 

a < a' < a" < A =>\ f f(x) dx\ < e . 
a' 

Další poznámky v tomto případě II by byly jistě zbytečné. 

V případech I, II jsme měli v intervalu (a, b) jen jeden ,,nepři jemný" 
bod, a to jeden z krajních bodů. Vezměme nyní o něco obecnější pří
pad (na nějž se omezíme v této kapitole), kde takových bodů je 
v (a, b) konečný počet. 

Definujme: 6) Interval (a,b) (-— co <^ a < b <I + co) nazvu „vhod
ným" pro funkci f, jestliže v něm nastává budto případ I nebo II, t. j . 

jestliže buďto konverguje integrál (Lebesgueův) ff(x) dx pro každé 
a 

b 

ft e (a,b) nebo konverguje integrál (Lebesgueův) ff(x) dx pro každé 

*€(a,b).?) 

Zřejmě každý částečný interval ,,vhodného" intervalu je opět 
„vhodný". 

6) Zde ovšem míním reálné /. 
6) Také pro komplexní /. 
7 ) K o m u se následující v y k l a d zdá příliš rychlý, nechť si p ř e č t e § 2 z k a p . V I I I 

v J I, k d e j sou p r o v e d e n y ú v a h y t é m ě ř t o t o ž n é (pouze m í s t o z Lebesgueova se 
vycház í z R i e m a n n o v a integrálu; u R i e m a n n o v a integrá lu je b o d a = — oo 
n e b o 6 = -f- oo v ž d y „ n e p ř í j e m n ý " , u Lebesgueova integrá lu n e m u s í b ý t ) . 
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1. pomocná věta. Budiž (a, b) „vhodný" interval, a = a0 <n1 < 
b 

< ... <an = b. Potom platí: Zobecněný integrál ff(x) dx konverguje 
a 

tehdy a jen tehdy, konverguji-li všechny zobecněné integrály ff(x) dx 

(i = 1, ..., n), načež 

ff(x) dx = ff(x) dx + ...+ Jf(x) dx . 
a a, On-x 

Důkaz. Nechť v (a, b) nastává na př. případ I (případ I I jest ob
dobný). Pro každé /? e (an_x, an) platí (pro Lebesgueovy integrály) 

ft a x a n_ t 0 

/ = / + •••+ / + /; 
a a, a.,_, a n _ x 

limitní přechod p -> 6 — dává ihned tvrzení. 
Budiž nyní dán interval (a, b); jeho rozdělení a = a0 <ax < . . . < 

< an = b nazvu „vhodným" (pro funkci /), jestliže každý interval 
(a<_i, a{) je „vhodný". Zřejmě každé zjemnění „vhodného" rozdělení 
je „vhodné". 

2. pomocná věta. Budte 

(12) a = a0 < a± < ... < an = b , a = b0 <bt < ... <bm = b 

(n __ 1, m __ 1) dvě „vhodná" rozděleni intervalu (a, b) (pro funkci f). 
Potom platí rovnice 

n CLÍ m bj 

(i3) 2 //(*)<-* = 2 //(*)<=-
i = l a,_.. j = l fy_t 

v forařo smyslu: Konverguji-li všechny zobecněné integrály*) vlevo (resp. 
vpravo), konverguji téz všechny zobecněné integrály vpravo (resp. vlevo) 
a plati rovnice (13). 

Důkaz. Sestrojím společné zjemnění 

a = cQ < cx < ... < c„ = 6 

obou rozdělení (12) (za ck vezmu na př. všechna a< a všeohna bj). 
Použiji-li 1. pomocné věty na každý interval (a{_v at) (jenž je sjedno-

8) Jde o zobecněné integrály ve smyslu definice z případu I nebo II, tedy 
o konečná čísla. 
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cením některých (c*_i, ck)), dostanu, že levá strana v (13) má smysl 
tehdy a jen tehdy, íná-li smysl symbol 

(14) 2 h*)**% 
* = 1 Ck-l 

načež (14) má touž hodnotu jako levá strana v (13). A podobný vztah 
je mezi (14) a mezi pravou stranou v (13). 

A nyní lze definovati : 9 ) 
Budiž —- o o < l a < & < ^ + oo. Budeme říkati, ze zobecněný integrál 

(15) jfix) dx 
a 

konverguje, jestliže existuje rozděleni a = a0 < ax < ... <an = b, které 
je „vhodné" pro funkci f, a jestliže konverguji (ve smyslu připadů I, II) 
zobecněné integrály 

(15a) ft(x)dx ( i = 1, 2, ...,n), 

nacez klademe 

(15b) //(*)<-*-I Jf{x)áx. 
a i = l a^.! 

Definice je v pořádku. Neboť předně nezávisí hodnota pravé strany 
v (15b) na tom, které ,,vhodné'* rozdělení vezmu —- to plyne z 2. pomoc
né věty. A za druhé: Nastává-li v (a, b) případ I nebo II, je již interval 
(a, 6) (t. j . a = a0 < ax = b) ,,vhodným" rozdělením a naše obecná 
definice je ve shodě se speciálními definicemi, podanými v případech 
I, II. Také v obecném případě nazýváme konvergentní zobecněné 
integrály, které nejsou Lebesgueovými (neboli „absolutně konver
gentními'), integrály n e v l a s t n í m i (neboli , ,neabso lutně kon
vergentními") . 

Dalším, obsahem této kapitoly je hlavně početní technika pro zobec
něné integrály. Ovšem naše definice je dosti chudá, i když s ní v praxi 
často vystačíme: týká se jen případu, kdy těch „nepříjemných*' bodů 
je jen konečný počet. Obecnější a zaokrouhlenou theorii najde čtenář, 

•) Též pro komplexní /. 
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kterého to zajímá, v kap. XII. V tomto paragrafu připojím ještě ně
kolik poznámek, týkajících se početní techniky. 

Poznámka 2.10) Jsou-li c19 c2 konečná komplexní čísla, je 
b b b 

f(cx f(x) + c2 g(x)) dx = cxff(x) dx + c2fg(x) dx , 
a a a 

jestliže integrály (zobecněné) vpravo konvergují. Důkaz. Nastává-li 
na př. pro / i pro g případ I, platí rovnice pro Lebesgueovy integrály od a 
do /?, kde P € (a, 6), načež se přejde k limitě /? -> b —. V obecném pří
padě se napřed provede rozdělení intervalu (a, 6), „vhodné" pro / 
i pro g. 

Poznámka 3. Budiž a < b < c. Potom platí (pro zobecněné in
tegrály) 

(16) ff(x) dx = ff(x) dx + ff(x) dx , 
a a b 

jestliže konverguje buďto integrál vlevo nebo oba integrály vpravo. 

Důkaz. Konverguje-li integrál vlevo, provede se „vhodné" roz
dělení intervalu (a, c), k němuž se přidá ještě dělicí bod 6. Konver-
gují-li integrály vpravo, provede se „vhodné" rozdělení intervalu (a, b) 
i intervalu (6, c); tato rozdělení dávají dohromady „vhodné" rozdělení 
intervalu (a, c). V obou případech se pak užije přímo definice. 

Poznámka 4. Je-li a ^ a < /? <Lb a konverguje-li integrál od a 
do by konverguje i integrál od a do j3. To plyne zřejmě z pozn. 3. 

Poznámka 5. Je-li b < a, definujeme opět pro zobecněné integrály 

//(*) dz = - //(*) dx , 
a b 

a 

konverguje-li integrál vpravo; a ovšem ff(x) dx = 0. Podceňoval bych 
a 

čtenáře, kdybych podrobně vykládal vlastnosti integrálu (15) pro 
6 ^ a. Poznamenávám jenom: (16) platí při jakémkoliv pořadí čísel 
a, 6, c podle velikosti, jestliže konverguje buďto integrál, který má 
„největší" integrační interval, nebo oba ostatní integrály. 

1 0) Poznámky 2 — 7 platí i pro komplexní /, g. 
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V dalším u integrálu předpokládám zpravidla mlčky, že dolní mez je 
menší než horní; kde je tomu jinak, pozná se to obyčejně ze souvislosti; 
kde hrozí nedorozumění, upozorním na to zvláště. 

b 

Poznámka 6. Konverguje-H zobecněný integrál ff(x) dx a je-H 
a 

a ._ c <I 6, je funkce 

I(x) = ff(t) dt 
c 

spojitá a omezená v <a, 6) (v případě na př. b = + co rozumím spoji
tostí v tomto bodě, že 

+ 00 

Hm I(x) = I( + oo) = / f(t) dt; 
«->+ oo C 

X 

podobně pro a = — oo).11) Důkaz. Stačí vzíti funkci I0(x) = / = 
a 

x c 

= / + /. Nastává-H v (a, 6) na př. případ I, je I0(x) (jakožto Lebes-
c a 

gueův integrál) spojitý v <a, b);11) spojitost zleva v bodě b plyne pak 
z definice I0(b) = Hm I0(x). V obecném případě rozděHme <a, 6> na 

S 5 - > 6 -

„vhodné" intervaly a vidíme, že I0(x) je spojitá v každém z nich 
(pojímám je ted jako uzavřené), a tedy i v <a, 6>. 

C X 

Také ff(t) dt= — ff(t) dt je tedy spojitá v <a, 6>. 
X c 

Poznámka 7. Praktické výpočty provádíme obyčejně tak, že in
tegrační interval rozdělíme ve ,,vhodné*' intervaly (každý z nich tedy 
obsahuje nejvýše jeden nepříjemný bod, a to na kraji) a vyšetřujeme 
tyto intervaly každý zvlášť. Nejvýše někdy vyšetřujeme najednou 
interval (a, b), ve kterém jsou dva „nepříjemné'' body na obou koncích. 
V tom případě bychom měH vzít bod c e (a, b) a vyšetřovati, zda 
existují vlastní Hmity ve výrazu 

(17) Hm ff(x) dx + Hm ff(x) dx ; 
<x-+a+ <x /*-»•&- c 

n ) Viz kap. V, § 5, pozn. 8. Aby to souhlasilo i pro c = ± oo, je nutno klásti 
+ 00 - 00 
/ = / = 0 . 

+ 00 - 00 
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ale místo toho můžeme vyšetřovati také existenci (a hodnotu) vlastní 
limity 

p 
(18) Um ff(x)dx, 

<x-*a+ ot 

jak by čtenář snadno nahlédl. Ale není třeba o tom mluvit, ježto vždy 
můžeme vyšetřovati (17) a vyhnouti se symbolu (18). Naopak, někdy 
raději nějaký dělicí bod přidáme. Nastává-li na př. v (a, b) případ II, 
zvolíme číslo a' > a „blízko" čísla a a vyšetřujeme zvlášť interval 
(a, a') (ve kterém se někdy charakter funkce v blízkosti bodu a zře
telně projevuje) a zvlášť interval (a', b) (ve kterém jde o Lebesgueův 
integrál). Vezmeme v dalším dva příklady: integraci per partes a sub
stituční methodu. 

Poznámka 8. (Integrace per partes.) Budiž na př. — co < a < 
< b <[ + co; předpokládejme, že jsou dány funkce F, g12) s těmito 
vlastnostmi: Pro každé /$€(a,b) je F absolutně spojitá v (a, £>, 
g e L(a, /?). Zvolme libovolně c e <a, /?) a konečné číslo h a klaďme 

G(x) = fglt) dt+k. 
e 

Podle věty 98 v kap. V je pro každé /? e (a, b) 

(19) fF(x) g(x) dx = [F(x) G(x)t - fF'(x) 0(x) dx , 
a a 

kde integrály jsou konvergentní Lebesgueovy. Jestliže nyní pro dva 
ze tří členů v (19) existuje vlastní limita pro /? -> 6 —, existuje i třetí 
vlastní limita a jest 

b b 

(20) fF{x) g(x) dx = lim ^(^3) G(/3) - F(a) G(a) - fF'(x) G(x) dx , 
a p-+b - a 

kde jde o konvergentní zobecněné integrály. Ostatně se tohoto postupu 
užívá i při Lebesgueových integrálech, nelze-li do (19) přímo dosaditi 
fi = b (viz třeba § 3, příkl. 9). 

12) Obecná komplexní. 

319 



Příklad 2. Pro 0 < a < 6 < + co, 0 < <x < 1 je 
b b 

/

siná; , cos 6 cos a Tcosa , 
dx = r 1 (X I — — r dx . 

xx b* a* J xx+1 

a a 

Ježto a + 1 > 1, dostáváme pro b -> + oo vpravo a tedy i vlevo 
vlastní limity; tedy konverguje zobecněný integrál 

+ 00 +00 

(21) 
/

sm x , cos a ľ cos x , 
dx = (x I — — r dx xx aл J xя + 1 

Zajímavé je dvojí: 1. Nevlastní integrál vlevo byl převeden na Lebes-
gueův integrál vpravo. To se leckdy stává při použití integraoe per 
partes. 2. Konvergenci nevlastního integrálu (21) jsme v příkl. 1 doká
zali užitím 2. věty o střední hodnotě, zde užitím integrace per partes. 
Také toto není ojedinělý případ: tyto dvě methody mohou často za
stupovati jedna druhou. Viz k tomu J I, kap. X, § 4, cvič. 9—10; viz 
též použití integraoe per partes v důkazu věty 101. 

Poznámka 9 (substituční methoda). Zde platí i pro konver
gentní zobecněné integrály věta zcela obdobná větě z kap. VII, § 1, 
pozn. 1 (přitom <p je reálná, / může býti komplexní): 

Budiž <p(t) konečná funkce spojitá a buďto rostoucí nebo klesající 
v (<%,/?) ( — co <L (x < p <̂  + oo), a = Um <p(t), b = lim <p(t). Nechť 

t->« + t^fi-

existuje spočetná množina M c (<x, /?), uzavřená v (<x, jí) a taková, 
že <p má v otevřené množině (<x, /}) — M spojitou, konečnou a od nuly 
různou derivaci. Potom pro zobecněné integrály platí rovnice 

(22) ff(x)dx= ff(<p(t))<p'(t)dt, 
a a 

jakmile jeden z těchto zobeoněných integrálů konverguje. 
Výměnou horní a dolní meze je patrno, že (22) platí za příslušných 

předpokladů i pro a > /?. 

Důkaz.13) I. Nechť konverguje integrál vlevo; sestrojme ,,vhodné" 
rozdělení a = c0 < cx < ... < cv = b, položme y0 = *, yv = (i, a volme 

1S) Důkaz provedeme pro rostoucí q>; u klesajícího <p je a > 6 a některé nerov
nosti se obrátí. 
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yk (O < k < p) tak, že <p(yk) = cki tedy <x = y0 < yx < ... <yp = $. 
Vezměme interval (cki ck+1) a nechť v něm pro funkci / nastává na př. 
případ I (případ II je obdobný). Zvolme d (yk < d < yk+1) a položme 
d = cp(d).1*) Podle pozn. 1 v kap. VII, § 1 je 

(23) //(*) dx = lf(<p(t)) <p'(t) dt 
ck Yk 

(konvergentní Lebesgueovy integrály). Pro d -> yk+1 — je d -> ck+1 — 
Ck + 1 

a podle předpokladů má levá strana v (23) konečnou limitu / , touž 
limitu má tedy i pravá strana, t. j . konverguje c* 

Yk+i Ck+x 

(24) / f(<p(t))<p'(t)& = f f(x)čx 
Yk Ck 

a nyní stačí sečísti přes fc = 0, l , . . .,p— 1, abychom dostali (22). 
II. Nechť konverguje v (22) integrál vpravo; sestrojme „vhodné" 

rozdělení a = y0 < yx < ... < yP = /?, položme c0 = a, cP = 6, ck = 
= <p(yk) pro 0 < k < p, takže a = c0 < cx < ... < cp = b. Vezměme 
interval (yk, yk+1) a nechť v něm pro funkci f(<p(t)) <p'(t) nastává na př. 
případ I. Zvolme d (ck < d < ck+1) a najděme d tak, že <p(ó) = d.15) 
Podle pozn. 1 v kap. VII, § 1 platí opět (23) (s konvergentními Lebes-
gueovými integrály). Pro d -+ck+1— je d -+yk+1— a podle předpo-

Yk+x 

kladu má v (23) pravá strana konečnou limitu / , touž limitu má tedy 
Ck+i Yk 

i levá strana, t. j . / f(x) dx konverguje a platí (24). A nyní sečtu přes 
Ck 

k = Oil)...,p- 1. 
Místo věty z kap. VII, § 1, pozn. 1 jsme ovšem mohli na zobeoněné 

integrály přenésti také obecnější větu 104. 
Příklad 3. Rostoucí funkce e* zobrazuje (— oo, -f oo) na (0, + oo). 

Substituce x = e* dává tedy 
-f-oo +oo 

/

sin X i 
dx = I sin e* dt, 

0 -oo 

ježto integrál vlevo konverguje (viz přiklad 1). 

" ) Tedy ck < d < ck+1. 
») Tedy yk < d < yk+l. 
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P o z n á m k a 10. Nezapomínejme ovšem, že v jednoduchých přípa
dech máme k disposici na př. též větu 55 z J I, ve které se nepožaduje 
monotonie funkce q>. Tato věta by se dala ostatně značně zobecnit. 

Cv ičení 

1. Pro — 1 < c < 1 je (Lebesgueovy integrály) 
e 1 

/

X Г x 

_ _ d a ; = _ o o , Jү^đ*-

+ 00 
1 — X" 

- 1 e 

Kdybychom tedy v případech I, I I připouštěli též nekonečné hodnoty pro in
tegrál i pro jeho limitu, mohli bychom tento příklad považovati za případ I 
i za případ II. Je však 

c i 

lim I dx = — oo , lim I dx = -f- oo , 
c- i - J i " * 2 e — i + J - - * * 

- 1 c 
a naše definice integrálu od — 1 do 1 by selhala. 

§ 2. Vyšetřování konvergence zobecněných integrálů. Pokud jde 
o nevlastní integrály, bývá vyšetřování delikátnější než u Lebesgueo-
vých integrálů. 

P ř í k l a d 1. Vyšetřujme konvergenci integrálu 
+ 00 

/

dx lg^ x . sin x — (<%, /? reálná) . 
2 

Je-li a > 0, je funkce f(x) = x~a\g0 x v jistém intervalu (a, + oo) 
kladná a klesající (ježto pro dosti velká x je f'(x) < 0). Použití 2. věty 
o střední hodnotě dává pro a <b < c < + oo 

c £ 

\ff(x) sin s dx\ = /(&) |/sin * dx\ £ 2/(6) . 
& b 

Ježto lim/(&) = 0, je splněna podmínka věty 110 a tedy (25) pro 
&-++O0 

<x > 0 konverguje. Dokažte, že (25) konverguje také ještě pro oc = 0, 
/J < 0, ale že nekonverguje v žádném ze zbývajících případů. Dokaž-

322 



te, že (25) je konvergentním Lebesgueovým integrálem tehdy a jen 
tehdy, je-li budto oc > 1, nebo <x = 1, /? < — 1. (Postup podobný 
jako v příkl. 1, § 1.) 

Podobnost postupu v příkl. 1, § 1 a v příkl. 1, § 2 vede k otázce, ne-
vězí-li za tím nějaká obecná methoda. Tomu je vskutku tak, jak uka
zuje tato věta: 

Věta 112. Budiž —- co <1 a < 6 <1 + co. Budiž f nezáporná, ome
zená a nerostoucí v (a, 6). Nechť 

(26) fg(x) dx ") 
a 

je konvergentním Lebesgueovým integrálem pro každé V c (a, 6). Potom 

(27) hx)g[x)áx 
a 

konverguje, jestliže je splněna jedna z těchto dvou podmínek: 

I. (26) je omezenou funkci proměnné V v (a, 6) a souiasně je 
lim f(x) = 0. 

b 

II. fg(x) dx konverguje. 
a 

Důkaz stačí provésti pro reálné g. Zkouihejme, zda je splněna pod
mínka věty 110. Pro a < V < b" < b je 

(28) \ff(x)g(x)dx\ = f(b')\fg(x)dx\ (&' = f = 6") . 
b' b' 

V případě I je lim f(b') = 0, a druhý integrál v (28) je menší než jistá 
b'-+b-

konstanta. V případě II je f(b') menší než jistá konstanta, a druhý 
integrál má tuto vlastnost: Ke každému e > 0 existuje B € (a, 6) tak, 
že pro B < V ^ £ < 6 je 

\fg(x)dx\ < e. 

l f) g smí býti komplexní. 
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P ř í k l a d 2. Z věty 112, případ I plyne na př. konvergence integ
rálů 

+ 00 

/

x sin ax 
fea . dx (a reálné, b > 0) , 

o 
+ 00 

T f sin (x + x?) , . . , ^ A X h= I ^—x1—- dz (a > O, A > 0 ) , 
a 

+ oo 

*3 = / f(x) e*lnx s i n 2z dx (a > — oo), 
a 

+ oo 
74 = / /(*) ©cos * sin (sin x) dx (a > - oo); 

a 

přitom v posledních dvou integrálech značí / funkci omezenou a ne
rostoucí v (a, + oo), pro kterou lim f(x) = 0. 

. A) /s i r 

X-»- + CO 

У 

D ů k a z . A) I sinaxdx 
2 

<^ — (a + 0) je omezenou funkcí pro-
a 

měnné y; případ a = 0 je jasný. 
B) Substituce x + a? = z dává pro a < y < + oo 

г 

(29) 

У *• 

/
sin (ж + я2) d# = / , dz , 

^ = = a + a 2 , r = y + y2 

Ale 
+ 00 

s inz Г — 
I V-~ 

dz 
+ 42 

-1 

konverguje podle věty 112, I; tedy integrál v (29) je omezená funkce 
proměnné r v intervalu (A, + oo). 

C) Substituce sin x = t dává podle věty 55 v J I 
y sin y 1 

2/e 8 l n* sin z cos x dx = 2 / tel dt <L 2 f\t\e* dt. 
a sin a - 1 
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D) Funkce g(x) = e c o s * sin (sin x) je lichá, tedy jg(x) dx = 0. Ale 
- 7 C 

* + 2 T T 
g(x) má periodu 2n, a tedy (viz kap. VII, § 1, pozn. 4) / g(x) dx = 

7t 
= / = 0 pro každé a. Konečně je \g(x)\ <* e. Budiž a < b < + co; 

- 7 t 
interval (a, b) rozdělím na interval délky 2fo- (Je celé) plus interval 

b a+2*7C b 
délky menší než 2n. Tedy jg(x) dx = / + / ; zde je první integrál 

a a a-\-2kn 

nula a absolutní hodnota druhého je nejvýše 2ne. Tedy integrál od a 
do b je omezenou funkcí 6. 

P ř í k l a d 3. Budiž 0 < /i <I \; pro velká x je a;/* daleko větší než 
Jsin x\ a proto by se zdálo, že integrál 

+ 00 

C sin a dx17) 
x*1 + sm x 

o 
se bude chovati asi jako 

+ 00 

QÍTÍX 

J Xł* 
0 

dx , 

t. j . že konverguje (viz příkl. 1 v § 1). Ale není tomu tak, neboť pro 
0 < b < + co je 

b b b 

/o^x /* sin a: , f sin x , f sin2 x , 
(30) I •— dx = I ds — I — •— dx . 

J X'u + sin x J xf* J x^(xfi + srn x) 
o o o 

Integrand v posledním integrálu je nejméně roven \x~2fi sin2 x, jestliže 
x > 1 (dokonce, jak snadno zjistíte, pro všechna x > 0). Proto pro 
celé ?i > 2 je 

n-c (A: + 1)7T 

J »/'(»/• + sin a;) - A 2 J a;2/* — 
ÌCҠ 

") Uvažte, že xi* + sin a; > 0 pro x > 0. 
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(Jfc + 1)7T ( * + DTC 

k-n: *TU 

což má pro n -> co limitu + co. V (30) vpravo je tedy limita (pro 
6 -> co) druhého integrálu + co, limita prvního je konečná (§ 1, 
příkl. 1), takže integrál vlevo má limitu — co. 

§ 3. Výpočet zobecněných integrálů: elementární methody. Pro
vedu řadu příkladů; jen jeden z nich (t. zv. Frullaniovy integrály) 
bude obecnějšího rázu. V příkladech se vedle nevlastních vyskytnou 
i konvergentní Lebesgueovy integrály. 

b 

P ř í k l a d 1. Nejjednodušší případ je tento: Máme počítati ff(x) dx 
a 

(a < b). Předpokládejme, že k f(x) existuje v (a, 6) primitivní funkce 
P 

F(x) a že Riemannův integrál ff(x) dx existuje pro každé ot € (a, 6), 
a 

/3c (a, b) (to platí na př., je-li / konečná a spojitá v (a, 6)). Potom 

(věta 39 v J I) ff(x) dx = F(p) - F(<x) pro každé * € (a, 6), p e (a, 6) 

a limitní přechod a -> a + , /?->6—- řeší náš úkol. (V kap. XII 
zjistíme, že slova „Riemannův integrál... existuje" je možno nahra
diti slovy „Lebesgueův integrál ... konverguje"; viz kap. XII, věta 
178.) 

Na př. funkce f(x) = sin cos — je v (0, + co) spojitá 
X X X 

a má tam primitivní funkci x sin —. Tedy 

2^ 
7C 

/
f(x) dx = lim x sin — = — . 

TZ x-+Q+ X 7U 
0 

w ) Je 2^ ^ 1. 
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Příklad 2. Budiž / funkce (komplexní) taková, že / ( - } = - f{x) GH 
pro x > 0. Potom (za předpokladu, že integrál vlevo konverguje) je 

+ 00 + o o 

(31) / / ( * ) ^ = 0, / / ( x ) r ^ _ - o . 
O o 

Důkaz: Vezměme třeba první integrál (u druhého je to obdobné), 
+ 00 1 + oo 1 

rozdělme / = / + / a v posledním integrálu pišme x = —: 
0 0 1 z 

}'-i'm--hr-
1 0 o 

Na př.:19) 

o 

je-li g Ucha funkce a konverguje-li integrál; 

o 
konverguje-li integrál; na př. 

+ oo 

I h(xx + x-«) lg x — = 0 , 

— — = 0 pro reálné <x 4= O . 
xx + x~a x 

o 
Podobně pro druhý integrál v (31). 

Příklad 3.20) Je-li A > O, B > O a konverguje-li integrál vlevo, je 
+ oo + o o 

(32) / / ((.4* - | ) 2 ) dx = i //(»-) dy . 
O o 

l f ) gr, h mohou být komplexní. 
, 0) / smí být komplexní. 
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D ů k a z . Substituce Ax = y dává podle pozn. 9 v § 1 

-f- CO + 0 0 

-7'(h-f)>W<(Kf)')"' 
(33) 

o o 
konvergují-li integrály vpravo. Ale první z nich konverguje a kon-

vergence druhého se dokáže podle pozn. 9 v § 1 substitucí x = — : 
At 

**> 'f>h-m-'Ř-"+$)*-
o o 

což je totéž jako první integrál v (33) vpravo. Ježto /(y2) je sudá 
funkce, plyne (32), dosadíme-li do (33) podle (34). 

P ř í k l a d 4. Pro a > 0, b > 0 plyne z příkl. 3 ihned 

j>'4 ix _ .-*• jve*~*-^)'d*=±|?. v| 
0 0 " 

(podle kap. III, § 7, příkl. 12) . 

P ř í k l a d 5.*°) Nechť v (a, b) nastává pro funkci / případ I z § 1. 
Nechť konverguje 

b p 

(35) ff(x) dx = lim ff(x) dx . 
a #-•&- a 

Zvolíme-li jakoukoliv posloupnost blf b2, . . . takovou, že a < 6 n < 6, 
lim 6 n = 6, plyne z (35) ovšem, že 

n-*oo 

(36) //(«) dx = lim / /(*) dx . 
a n--* oo a 

(Avšak z existence limity v (36) neplyne existence limity v (35); na př. 
p nn 

/cos x dx = sin fí nemá limitu pro f} -> + co, kdežto / cos a; dse = 0 
o o 
(n celé) má limitu 0 pro n -> co.) 
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Vypočtěme podle této poznámky 
+ 00 

0 

konvergenci jsme zjistili již v § 1, příkl. 1. Volíme bm = (m + ^)nf 

takže 
(m + £)7C 7̂C (n + *)7C 

/ = lim f = lim ( f + I f ) = 
(37) O O (n-l)TC 

Í7C (n + )̂7C 

/

sin a; , ^ T sin x , 

— ^ á J —d*-
O (n-i)TC 

Substituce a; = nn — J resp. x = nn + t dává 

n7C (n + J)7C 

/

. f siná; , + j — d* = 
- Í ) T C n7C 

( n - i ) T C n7C 

Í7C ÍTC 

aíir\ i. 
át 

nn + % 
o ó 

Podle (37) je tedy 

Í7C Í7C 

(38) 

O 

Řada 

,«.-*v , x s i n á ; - o , / 1 1 i (39) s(x) = + Z ( - 1 n sm x —- + y x n = i \x + nn x — nn] 

má v (0, \n) konvergentní majorantu 
00 

i + y * 

$7C $7C 

/ = f i*** d« + | / \ - l ) - r i n * ( — ^ + - J _ )d*. J z n = i J \a; + riTC x — nn] 
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takže ji lze integrovat člen po členu. Podle (38), (39) je tedy / s(x) . 
o 

. dx = I. Ale v kap. XIII, § 6, příkl. 3, vzorec (97) vypočteme, že 
je s(x) = 1 v (0, |7c), takže dostáváme 

+ oo 

/.̂ v r siná; , 
(40) J ——dx=ln. 

o 
Odtud ihned pro reálné a 

+ 00 

(41) I -------— dx = \TZ sgn a 
/

siná 
~~aT 

o 
(Pro a > O substituce a; = oč v (40), při změně znamení čísla a změní 
(41) také znamení, a pro a = 0 je zřejmě (41) rovno nule.) 

Výpočet byl jednoduchý, ale poněkud umělý. Také vyžadoval hlubší 
pomůcky — jednoho výsledku z theorie Fourierových řad (kap. XIII). 
V §§ 4, 6, 8 vypočteme I ještě jinak. 

P ř í k l a d 6. Vyšetřujme (a, b reálná) 

+ 00 

cos ax — cos bx -f õ 

dx 

(bod x = 0 zde nevadí, ježto cos ax — cos bx £s4 K&2 — a2) & P r o 

x -> 0). Počítejme pro 0<e<r< + co per partes 
r 
"cos aa; — cos bx P- 7? 

Г 

dx 

[—- cos ax + cos bx\r í, , . , v dx 
— I (a sin ax — b sin ox) — . 

e 

Limitní přechod e - > 0 + , P - ^ + oo dává v prvním členu vpravo 
nulu, v druhém integrály, známé z příkl. 5. Vychází 

/ = |7t( |6 | - |a|) . 
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Všimněme si, že jsme výpočet konvergentního Lebesgueova integrálu I 
převedli na výpočet nevlastního integrálu. 

P ř í k l a d 7.20) Pro libovolná konečná kladná e, T (e < r) budiž 
/ € L(e, r) (prozatím budiž / reálné); tedy také 

r 

/(£, n a JVfr-o - /(»*) ̂  
e 

je konvergentní Lebesgueův integrál, jsou-li a, b kladná. Vyšetřujme 
+ 00 

/ 

+ 00 

(42) 1 = I t{ax) ~ Hbx) d* 
f X 

o 
Substitucí ax = t resp. bx = t dostáváme 

ar br 

ъn-ftbø-fiЏ*-
ae be 

be ЬГ 

-fшл.fш 
(43) a< b* 
X ' be ЬГ 

/(0 dí 
ř 

ar 

Jestliže existuje vlastní limita 

(44) lim f(t) = Z+co , 
t-->+oo 

potom podle 1. věty o střední hodnotě (viz pozn. 13 k větě 66 v kap. 
I I I —- t a platí ovšem jen pro reálné / — ale viz konec tohoto příkladu) 

br br 

(«, /ff i> d (_,/^^A, 
ar ar 

inf f(t) <Lfi<L sup f(t) , 
t€(ar,bn t€(ar,br) 

a limita výrazu (45) pro F -> oo je podle (44) /+« lg — . Jestliže však 
a 

+ 00 

(46) I '-j- dt konverguje , 
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potom limita posledního integrálu v (43) pro F -> + co j© zřejmě 
rovna nule. Podobně: Limita předposledního integrálu v (43) 

pro e -> 0 + je rovna /0 lg — , jestliže existuje vlastní 
a 

(47) lim f(t) - /0 , 
f-*0 + 

a je rovna nule, jestliže 

(48) I —r~ konverguje . 
o 

Tedy celkem: Nechť f t L(e, T) pro libovolná konečná kladná e, r 
(e < r). Potom platí při označeni (42), kde a > 0, b > 0: 

I. Existuji-li vlastni limity (44), (47), je I = (/0 — /+<x>)-g —. 
a 

II. Existuje-li vlastni limita (47) a platí-li (46), je I = /0 lg—. 
a 

III. Existuje-li vlastní limita (44) a platí-li (48), je 

/ - - / + . i g £ . 
77. PZató-K (46), (48), je 1 = 0. 

Poslední případ je ostatně samozřejmý (proč?). 
Integrály tohoto typu se nazývají Fru l laniovy . 
Podaný důkaz platil jen pro reálné /; ale výsledek platí i pro kom

plexní / (stačí aplikovat nalezený výsledek na reálnou a imaginární 
část /). 

P ř í k l a d 8. Příklady Frullaniových integrálů (a > 0, b > 0) — 
některé z nich jsou Lebesgueovy, některé nevlastní. 

K případu I. 
+ 00 

/ ( : 
e«* + i e6* + l\ dx l b 

Xe** + 2 ebx + 2} x 3 ô a 
o 

(/(*) - ( - + 1): ( - + 2) , U = I , Z+co = 1) 
+ oo 

/ 
. v v da; , Ь 
( в-« _ - t e ) lg 

л a 
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Zde f(x) = e x, /0 = 1, /+ 0 0 = 0; ale také to lze pojímat jako případ II. 
+ 00 

/

dx 1 a 

(arctg ax — arctg bx) — = — 7c lg -j- . 
o 

Zde f(x) = arctg a;, f0 = O, f+a0 = ±n; ale také to lze pojímati jako 
případ III. 

K případu II. 
+ 00 

I (cos ax — cos bx) — = lg — . 
o 

+ oo 

/

cos X da; konverguje podle věty 112, I. 

i 
Vezměme ještě tento složitější příklad21) (6, =# 0 pro i = 1, ..., n): 

+ 00 

/ = f a i c o s b±x + ... +an cos bnx ^ ( n > i) 
o 

Je-li ax + ... + o n + 0> nekonverguje integrál (vadí dolní mez — 
proč?). Je-li však an = — ax — ... — an_l9 je 

+ 00 

T *v í c o s biX — cos 6n# , A . .. . 
/ = 2 «- / — — ds = - 2, a, lg |MW) 

i = l J X i = \ 

o 
(součet Prullaniových integrálů). Speciální případ:23) 

+ 00 
/ ( l — cos ax) cos bx — = 

0 
+ 00 

/
ds (cos Ъx — \ cos ( o + ò ) ж - } cos (a — Ъ)x) — = 

0 

= Ig ̂ щ ^ 1 pro 6 * 0, |a| Ф |ò| . 

") bi reálná. 
M) Místo cos cxx lze psáti cos \a\x. 
") a, b reálná. 
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P ř í k l a d 9. Předkládám ještě —- spíše jako cvičení se stručným 
návodem — příklady na integrály, jež lze substitucí nebo integrací per 
partes převésti na Frullaniovy. 

i 

/ * ° V / ~ l d a : = i g f <«><>.*><»• 
o 

Návod: Substituce x = e~ř. 
+ 00 

/

b sin ax — a sin bx . 7 . b . . , -x - dx = ob lg - (a > O, b > 0) . 

o 

Návod: Integrace per partes. Poslední příklad (a > O, b > 0): 
+ 00 

/

da; (©-ax. _ e - 6 x + 3.(3 _ ft) e-&*) # 

O 

Provedeme integraci per partes, napřed v mezích e, r; dostaneme 

— — (e-°* — e~bx + *(« ~ 6) e"6 x) + 
r r 

+ / a(e-b* - e-M) 6(a — 6) I e"6* dx . 
e e 

Limitní přechod £ - * 0 + , P - ^ + co dává I = alg-j- + 6 — a. 

§4. Zobecněné integrály funkcí závislých na parametru. Limita 
a spojitost. Vezměme napřed příklad. 

P ř í k l a d 1. Položme 
+ 00 

0 

Pro a > 0 je to konvergentní Lebesgueův integrál;24) pro a = 0 je 

, 4) Ježto |sin/te| ^ |/te|, nevadí dolní mez. 
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to, jak víme z § 1, příkl. 1, rovněž konvergentní integrál, který ovšem 
pro p =j= 0 je nevlastní. Vezměme napřed oc > 0 (oc bude ted na ohvíli 
pevné) a počítejme (49) derivováním podle parametru /?. Formální 
derivování dává 

+ oo 

(50) * % £ > - = f e— cos fix dx = -±— . v dp J H oc2 + P2 

o 

Ježto |e-** cos fix\ <L e~*x a ježto e~*x je funkce nezávislá na para
metru P, jež má konvergentní Lebesgueův integrál od 0 do + co, je 
podle věty 108 vzorec (50) vskutku správný. Z něho plyne 

/(*,/?) = arc tg | - +C 

v intervalu — co < fi < + co, kde C je konstanta (t. j . číslo nezá
vislé na p — nevíme však ještě, zda závisí na oc). Konstantu určím dosa
zením p = 0; ježto zřejmě I(oc, 0) = 0, vyjde C = 0, tedy 

(51) I(oc, P) = arctg--- pro oc > 0, p reálné . 

Zajímá nás nyní hodnota 
+ 00 

mß)= / ^ d x 
o 

Zde již nemůžeme užíti vzorce (50) (ostatně integrál v (50) vůbec nemá 
smyslu pro oc = 0). Kdybychom mohli tvrdit, že 

(52) Kml(«,j9) = J(0,j8) f 

«-->o+ 
dostali bychom z (51) ihned 

+ 00 

/-„v C sin Px , , „ 
(53) I — dx = |TC sgn p . 

o 
Ale vět 106, 107 o limitě a spojitosti nelze užíti, ježto jde pro oc = 0 
o nevlastní integrál. Je tedy nutno ještě studovati otázku spojitosti, po 
příp. limity integrálu z funkce závislé na parametru v tom případě, že 
neexistuje „integrabilní majoranta<ť, a to dokonce i v případě ne-
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vlastních integrálů. To provedeme v následující větě a teprve potom 
dokončíme příklad 1. 

P o z n á m k a 1. Integrál (49) jsme mohli také počítat při pevném /? 
derivováním podle a; vyjde ovšem opět (51). Integrační konstantu 
teď však nelze počítat dosazením vhodné hodnoty za a, nýbrž limitním 
přechodem pro a -> + co (podle věty 106). Doporučuji, aby si čtenář 
také tento výpočet provedl (je to o něco složitější než při derivování 
podle 0). 

Věta 113. Budiž —- o o < ^ a < & í ^ + oo; budiž (P, Q) metrický 
prostor, A c P, a0€ A' (derivace v P). Budiž f komplexní funkce (její 
hodnoty budeme značit f(x,a), kde xeE1, aeP). Budiž F komplexní 
funkce jedné reálné proměnné. Předpokládejme toto: 

I. Pro každé b' e (a, b) je 
b' b' 

(54) Um ff(x, a) dx = fF(x) dx 
<X-KX% a a 
a (A 

(kde všechny integrály znáči konvergentní Lebesgueovy integrály). 

II. Jest 
V b 

(55) Um ff(x, a) dx = ff(x, a) dx 
6'->6- a a 

stejnoměrně v A25) (kde vlevo jde o konvergentní Lebesgueovy integrály — 
integrál vpravo múze být zobecněný). 

Potom jest 
b b 

(56) Um ff(x, a) dx = fF(x) dx 
«->«, a a 
atA 

(kde jde o konvergentní zobecněné integrály). 
P o z n á m k a 2. O tom, zda je splněna podmínka I, se často mů

žeme přesvědčit podle věty 106. Na př. je I splněna, jestUže f(x, a) 
(při každém a € A) je měřitelnou funkcí x v (a, b), jestUže dále 
Um f(x, a) = F(x) pro skoro všechna x € (a, b) a jestUže dále ke kaž-
atA 

u) Místo A mohu psát A — (<x0), poněvadž při tvoření limity si nevšímáme 
hodnot v bodě a0. 
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dému b' € (a, 6) existuje „integrabilní majoranta" <pv e L(a, b') — to 
znamená, že pro každé oc € A je \f(x, oc)\ _\ (pv(x) skoro všude v (a, 6'). 
Existuje-li taková majoranta i pro 6' = 6, plyne (56) přímo z věty 
106. Neexistuje-li, musíme přidat na př. ještě podmínku II. 

Poznámka 3. Podmínku II lze podle Bolzano-Cauchyovy podmín
ky pro stejnoměrnou konvergenci vysloviti také takto: „Ke každému 
e > 0 existuje B € (a, 6) tak, že 

(57) (oc€A,B <b' <b" <b)=>\ff(x,oc)dx\ <e, 
b' 

kde integrál jest Lebesgueův" 26). 

Proto budeme tuto podmínku také výrazněji vyjadřovati slovy: 
b* 

Pro 6' -> 6 —, 6"->6— konverguje Lebesgueův integrál ff(x, oc)dx 
b' 

k nule stejnoměrné v A. 
Poznámka 4. Formulace věty je přistřižena na případ I z § 1. 

Případu II odpovídá obdobná věta, kde ovšem v podmínce I jde 
o integrály od a' do 6, a v podmínce II o stejnoměrnou konvergenci 

a" 

integrálu ff(x, oc) dx pro a' -> a +, a" -> a + k nule (čtenář mně jistě 
a' 

dokonale rozumí bez dalších výkladů). 
Důkaz věty 113 je velmi jednoduchý. Položme pro b'e(a, 6), 

oc € A: 

ff(x,oc)dx = 0(b',oc), fF(x)dx = W(b'), 
a a 

b 

ff(x, oc) dx = 0(oc). 
a 

Podle podmínek I, II jest 

Um 0(b', oc) = V(V) pro V € (a, b), 

lim 0(b', oc) = 6(oc) stejnoměrně v A . 
b'-+b-

u) Tato podmínka jest ekvivalentní s podmínkou II ovšem jen tehdy, je-li 
zaručena konvergence Lebesgueova integrálu od a do b' — ale ta je zaručena 
podmínkou I. 
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Podle věty 174, I I v D II o záměnnosti limit platí tedy 

lim ©O) = Um W(b'), 
a-xx, b'—>b — 
atA 

kde limity jsou vlastní.27) Ale to je právě rovnice (56). 

Poznámka 5. Věta 113 tedy vlastně není větou integrálního poetu; 
jde v ní pouze o záměnnost dvou limitních přechodů: jednak b' -> 
->6 —-, jednak a ->a0> oce A. Aby tato záměnnost byla zaručena, 
předpokládali jsme v (55) stejnoměrnou konvergenci. Víme však (viz 
D II, Dodatek, § 3), že ve větách o záměnnosti limitních přechodů lze 
nahraditi stejnoměrnou konvergenci slabšími podmínkami. Tímto 
způsobem by se dala věta 113 ještě trochu zobecnit. 

V praxi je často výhodnější tento tvar věty 113: 

Věta 114. Budiž — c o ^ a < 6 ^ + cx>; budií (P, Q) metrický 
prostor, A c P. Budiž f komplexni funkce (její hodnoty budeme značit 
f(x, a), kde X€ £1? ae P). 

Prvni část včty: 

Předpokládejme 

I. Že konvergentní Lebesgueův integrál 
b' 

(58) 0(b', a) = ff(x, a) dx 
a 

je pro každé 6' € (a, 6) spojitou funkci a v bode a0 vzhledem k A. 

bm 

II. Že pro 6' -> 6 --, b" -> 6 — Lebesgueův integrál ff(x, a) dx kon-
v 

verguje k nule stejnoměrné v A. 

Potom zobecněný integrál 
b 

(59) 0(a) = ff(x, a) dx 
a 

je funkcí spojitou v bodě a0 vzhledem k A. 

2 7 ) Úplný prostor (Q, a) z v8ty 174, I I (D II), v nSmž leží limity, je zde totiž 
K (konečná komplexní čísla). 
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Druhá část věty: 
Jestliže místo I předpokládáme, ze konvergentní Lebesgueův integrál 

<W> «) j& pro každé b' e (a, b) spojitý v A, potom dostáváme, íe zobecněný 
integrál 0(a) je spojitý v A. 

Důkaz první části: Budiž předně a0c AA'. Z I plyne 
b' b' 

lim ff{x, a) dx = ff(x, a0) dx , 
<x-*-a% a a 
»€Á 

takže předpoklady věty 113 jsou splněny pro F(x) = f(x, a0). Věta 113 
tedy dává 

b b 

lim 0(a) = lim ff(x, a) dx = ff(x, a0) dx = 0(ao) , 
*-->«, «-•«, a a 
«e_ *c„ 

což je naše tvrzení. Je-li však a0€ A -- A' (t. j . a0 je isolovaným 
bodem _l), je &(a) spojitá vzhledem k A v bodě <%0, jakmile 0(ao) 
existuje. .Ale tato existence (ve smyslu konvergentního zobeoněného 
integrálu od a do b) je zaručena, ježto jsou splněny podmínky I a II. 

Druhá část věty plyne pak okamžitě, užijeme-li první části na každý 
bod a0 množiny A. 

Dokončení příkladu 1. Vezměme pevně /? 4= 0 a vyšetřujme 
funkci parametru a 

+ 00 

(60) /(«,/?) = J e — 8 - ^ _ 
0 

pro a I> 0. Ve větě 114 (druhá část) klademe tedy a = 0, b = + oo, 
„1 = <0, + oo). Integrál od 0 do b' (0 < b' < + oo) je spojitou 

funkci a v A podle věty 107, neboť e-** — - — má v (0, 6') „integra-
x 

bilní majorantu" |/S|. Podmínka II je též splněna, neboť pro a ._ 0, 
0 < V < b" < + oo je 

b" * 

I C sin ftc , e-«*' I f . fl , ^ 2 
| j . - _ _ £ . _ _ - _ - | jmt/ted. ^ ^ ^ j , 

6' b' 

což je odhad nezávislý na a. Tedy je (60) spojitou funkcí a v intervalu 
<0, + oo), a tedy platí (52), a tedy i (53) (případ p = 0 je zřejmý). 
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Příklad 2. Pro a 2> 0, /? reálné vyšetřujme 

/iC*, P) = / V - * oos ^ 2 dx } j 2 ( o C i p)= f e-"* sin px* dx . 
o o 

Abyohom mohli vyšetřovati oba integrály najednou, pišme 

(61) /(«, p) = Ix~ ih = / V<" w dx . 
o 

Vyšetřujme napřed I(oc, P) jako funkci proměnné p při pevně daném 
a > 0; /(«, /?) je spojitou funkcí p v (— oo, + oo) (integrabilní ma-
joranta exp (— ax2)). Dále máme 

+ oo 

dl 
sp 

(62) ^ = - i í я̂ в-̂ +W-* da; .«•) 

0 

Integrace per partes, provedená na integrál v (62), dává ihned 
+ 00 

0 

Tedy máme29) 

2(a +ip)I.<*+iP = 0, t.j. ^ (/».(« +ip)) = 0. 

Funkce (proměnné P) P(a, P) . (a + i/J) má tedy v intervalu 
— oo < p < + oo derivaci rovnou nule a je tam tedy konstantní. 
Ježto pak pro p = 0 dostáváme (Laplaoeův integrál) 

(63) I(a, 0) = i | / j pro a > 0 , 

dovedeme stanoviti hodnotu této konstanty: 

(64) P(a, P).(a + i/5) = \n pro a > 0 . 

-8) Integrabilní majorantou je x1 exp (— <xx2). 

'•) Formálně bychom byli hotovi psát (přihlížejíce jen k proměnné fi) 

^f = - 2[1 +i{))' lgí = - i l g ( * + W + lgí7. t. j. I.VT+ifi-0 
(C značí konstantu vzhledem k P); ale je zde mnoho pochybných výkonů — než 
bych je podrobně rozebíral, raději je obejdu jednoduchým obratem. 
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Odtud vypočteme /, ale musíme dáti pozor, kterou z obou hodnot, 
vyhovujíoíoh rovnici (64), máme zvolit. Násobme (64) číslem a — ifi; 
vyjde 

< 6 6 ) ^fl-^+^fr-w-
Definujme reálná čísla A, B rovnicí 

podle (65) vyhovují A, B rovnici (A — iB)* = a — ij8, t. j . 

(67) .4* - & = ft , 2AB = 0 . 

Ježto ft > 0, je jistě .4+0 (podle první rovnioe); vypočtu-li z druhé 
B = \fiA-1, dostanu, že platí 

(68) .4* - ft.41 - \(S* = 0 . 

Ježto -4 =t= 0 je reálné, je A1 > 0 a z (68) plyne tedy 

(69) A1 = i(ft + ]/^~+7*) 

(kdybyoh totiž vzal u odmocniny znamení minus, nedostal bych 
kladné číslo). Z první rovnice (67) plyne pak 

(70) & = « - « + y^+T2) • 
Nyní musím odmoonit: ale které znamení zvolit ? Ježto I(a, fí) je 
(při pevném a > 0) spojitá funkce /? v (— oo, + oo), je také A (podle 
(66)) spojitou funkcí. Ale současně je -4 + 0; tedy má 4(ft, /?) pro 
všechna /ř31) totéž znamení; podle (63), (66) je váak 4(ft, 0) > 0, tedy 
je vždy A(a, /?) > 0 (pro a > 0). Z druhé rovnioe (67) plyne pak 
sgn B = sgn /?, takže v (70) dovedeme vzíti náležitou odmocninu 
a dosazením do (66) obdržíme pro a > 0 

(7i) /,(«, P) = J V - cos p* dx =-. l y ^ ; ^ . y « + y ^ - + ^ i t 
o 

*°) To jsou ovšem funkce: A(oc, f}), £(«, /?). 
81) Při pevném a > 0. 
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/ . ( " . f l = / e - - - ^ ^ 
(72) ° 

Až posud jsme postupovali podle vět 107, 108. Zkoumejme nyní integ
rály (71), (72) pro oc = 0. Ježto případ <x = /? = 0 je triviální, zvolme 
pevně !3 + 0 a vyšetřujme integrál I^a, /?) jako funkci a v intervalu 

v 
<0, + oo).32) Integrál fe~*x* cos /te2 dx je zřejmě spojitou funkoí a pro 

o 
každé konečné b' > 0, takže podmínka I věty 114 (druhá část) je 
splněna. Dále je pro 0 < V < 6" < + co, oc >̂ 0 

i r l i c i 
/ o-**" cos fix* dx = I — e"*1 cos /te2. 2x dx 

= «-т7 в"ftò" / cos /fø2. 2a; dx < - m* 
neboť poslední integrand má primitivní funkci /?_1 sin fix2. Tedy také 
podmínka II věty 114 je splněna. 

Tedy: při pevném /S 4= 0 jsou Il912 spojitými funkcemi a v intervalu 
<0, + oo) a limitní přechod a -> 0 + v (71), (72) dává 

+ » 

(73) f cos ^x-dx = ± ] / ^ j - , 
0 

+ oo 

(74) J s i n ^ d x ^ i j / ^ L - s g n / ? . 
0 

Substituce x = ^t dává rovnicím (73), (74) tvar 
-f oo + co 

(75) fcosPt^ = s^.fsin^^=]j^, 

" ) Čtenář nechť sleduje, že tytéž úvahy platí pro I3. 
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při čemž (73), (74), (75) platí pro všechna reálná /J * 0. Integrálům 
(73), (74), (75) se říká Fresnelovy integrály. 

+ 00 
Přík lad 3. Jestliže do T(s) = f e-H8'1 dt zavedeme novou integrační 

ó 
proměnnou x rovnicí t = cx (c > 0), dostaneme ihned 

+ 00 , 

(76) / e-*"*'-1 dx = T(s) — 
o c 

pro c > O, 8 > 0. Ukážeme, že vzorec (76) platí i pro komplexní c, je4i 
9tc > O, 8 > O;33) v případe O < 8 < l platí (76) i pn> rŷ e imaginární 
c #= 0. Substituoi * = ca? nelze zde provést, ježto kladným t neodpo
vídají reálná x. 

Důkaz. Budiž a > 0, 6 reálné, 8 > 0 a vyšetřujme 

(77) /(&) = / V ^ + ^ V - 1 dz . 
o 

Derivováním dostaneme 

/'(&)= - i /V<B + l wVd* 
o 

(integrabilní majoranta e~axxs). 

Integrací per partes obdržíme 

(78) //<6)=-íTÍ6/í6)-

Násobme (a + ib)8; dostaneme34) (a + ib)81'(b) + is(a + ib)- ^(b) = 0, 

neboli -rr ((a + ib)91(b)) = 0, t. j . I(b) = k(a + i6)-«, kde k nezávisí 

na 6; dosazením 6 = 0 dostaneme (76). 
Zbývá případ a = 0. Budiž v (77) 6 + 0 pevné, 0 < 8 < 1 a vy

šetřujme tento integrál jako funkci a pro a ̂  0; dokážeme spojitost 
této funkce v <0, + oo). V každém omezeném intervalu 0 < x < A 
máme integrabilní majorantu «•--. Jde ještě o podmínku II z věty 114. 

w ) Při počítání s mocninami o imaginárním základu nebo mocniteli dbejte 
toho, co bylo řečeno v kap. VII, § 1, pozn. 5. 

*4) Také bychom mohli rovnici (78) integrovati podle návodu z kap. VII, § 7. 
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Užijme 2. věty o střední hodnotě na integrál reálné a imaginární části* 
Ježto 0 < s < 1, je e~axx*-Y klesající v intervalu 0 < x < + oo. X>ro 
0 < xx < x2 je tedy pro a >̂ 0 

\f e~ax cos bx . x'-1 dx\ = 
Si 

= e~ax^xx
8-1 | /cos Ďx da:| ^ 

* i |d|.V-
což konverguje k nule stejnoměrně v intervalu 0 _; a < + oo (pr^vá 

2 
strana je menší než e (e > 0) pro xx > B, kde B > 0, .,. ^ l t = g). 

Tedy integrál (77) je vskutku při pevném 6 = t = 0 a 0 < s < l spojitou 
funkcí a v <0, + oo). Limitním přechodem a -> 0 + v (76) (kde c = 
= a + i6) dostaneme, že (76) platí i pro a = 0 (neboť funkoe /(c) = cs 

je spojitá, mají o podle komplexní proměnné c dokonce derivaci se*-1, 
pokud není c <̂  0). 

Rozepišme ještě (76) na reálnou a imaginární část. Pišme (pro 

a > 0 ) c = a + 6i = rei(p, kde r = ]/a2 + Ď2, 9? = aretg —. Potom 
a 

c~* = r-*e_i*v, takže pro s > 0, a > 0 máme 

(79) / e-ax cos 6s . x8-1 dx = T(8) (a2 + 62)"*' cos is aretg —I , 

+ 0° / 6\ 
(80) / e~ax sin bx . s*-1 dz = T(s) (a2 + Ď2)" *' sin [s aretg --1 
a konečně pro a = 0, 6 > 0 , 0 < s < 1 máme c~8 = (6i)"* = 6"*e-l«*!, 
takže 

+ 00 
(81) / cos bx . z*"1 d# = T(«) b~8 cos (^7i8), 

o 
+ 00 

(82) / sin bx . re*"1 da = T(«) b~8 sin (^8) , 
o 

+ » 
(83) / e ^ V 1 dx = T(s) b~8e^9. 

o 
Poznámka 6. Integrály (79) až (83), které jsme tak snadno vy-

poěetli, obsahují řadu integrálů, které jsme již dříve vypočetli s větší 
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námahou. Především z (81), (82) pro s = £ obdržíme ihned Presnelovy 
integrály (75). Za druhé: z (76) pro 8 = \ plyne (pro a > 0) 

+ «> i /—~— 
/ e_aa;(co8 6a; — i sin 6a;) x~ * da? = 1/ ——-.-: , 
o K a + 16 ' 

načež substitucí x = t2 dostanete snadno (71), (72). Za třetí: Dokážeme, 
že integrál 

+ 00 

f(s) = / sin 6a;. af'1 da; 
o 

je při pevném 6 > 0 spojitou funkcí 8 v intervalu <0, £>. Neboť pro 
tato 8 je 

|sin 6a;. x*-^ _̂  |sin 6a;. x~x\ <1 6 pro 0 < x <̂  1 , 
|sin 6a;. a;5-1) <̂  1 pro a; > 1 , 

takže máme „majorantu" (nezávislou na s) 1 + 6. Podle věty 107 je 
A 

tedy /sin 6a;. x9'1 áx při konečném A > 0 spojitou funkcí 5 v <0, •£>. 
o 

Stačí ještě dokázati stejnoměrnou konvergenci k nule. Jest pro 1 < 
< A' < An < + co 

A" * 2 
/ 8Іn bx . x8-1 dx\ = .4''-1! /sin 6a; da;| ^ 

A' A' ЬУT 

pro 0 = 5 :_ £. Z věty 114 plyne tedy spojitost funkce /(*) v <0, J>. 
Ještě snáze plyne (přímo z věty 107) spojitost funkce 

+ CO 

g(s) = / e- 0* sin 6a;. x*-1 dx 
o 

(a > 0, 6 > 0) v intervalu <0, £>, neboť „majoranta" (1 + 6) e-** 
má konvergentní integrál od 0 do + co. Lze tedy v (82), (80) přejíti 
k limitě s -• 0 +; užijeme-li ještě spojitosti funkoe T (kap. VII, § 4, 
příkl. 1), dostáváme pro a > 0, 6 > 0 vzorce (53), (51): 

+ oo 

/
sin 6a; — = lim F(s) 6-* sin (J7w) = lim — sin (%n8) = x «-*o+ *-»o+ * 

o 
r / l v 1 . sin (ITZS) . = Г(1) hm ---—-' = £тг, 

.-*o+ 
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+ 00 

J e-"* sin bx — = lim T(«) (a* + b2)~ *f sin (« arctg —) = 

o 

sin (8 arctg —I , 
= lim T(l + a) * -l = arctg — . 

«-->o + 8 a 

Vidíte, kolik výsledků je obsazeno v nenápadném vzorci (76). 
S důležitostí funkce F(s) se v klasické analyse setkáváme na každém 
kroku. 

Jako cvičení ukažte, že rovnice (82), (80) platí i pro — 1 < s < 0; 
přitom definujeme T(s) rovnicí T(s) = F(s + 1): 8 (dosud jsme totiž 
nedefinovali T(s) pro s < 0 — to učiníme obecně až v kap. XVIII). 
Návod: integrujte per partes. 

Cv ičení 

V příkl. 3 jsme pro jednoduchost předpokládali, že a bylo reálné; nyní uká
žeme, že (76) platí za příslušných předpokladů i pro komplexní a. Čísla a, b, a, t 
jsou v následujících cvičeních reálná. 

1. Je-li o > 0, a > 0, je 

Ka, b, a, t) = fe-(a+mxxo+it-i d x _ *> +--0 # 
o ( o + i 6 ) a + " 

Návod: Uvažte, že xu = exp (it lg x) má absolutní hodnotu 1. Důkaz probíhá 
jako v příkl. 3 (v integrabilní majorán tě hraje a roli dřívějšího a). 

2. Pro 64=0 , 0 < ( T < l j e 

7(0, b, a, t) = fe-»*x •+«-- d* = Tl^ + ® . 

Návod: Při pevně zvolených b, a, t (6 #. 0, 0 < a < l) jde o spojitost I(a, b, 
a, t) jakožto funkce a v intervalu 0 _ a < + oo. 

Při konečné horní integrační mezi by nebylo obtíží, jde tedy jen o stejno
měrnou (vzhledem k proměnné a) konvergenci integrálu 

xt
 xt 

f e-(a + ib)xxo+\t-\ d x = f e-ax ei(-bx+tlgx) xo-l d x 

Xx *\ 
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k nule (pro xx -• -f- oo, xt -> -f- oo). Vezměme třeba reálnou ěást: 

K = / Q-**X°-

*• 

I-

-i cos (Ьx — t lg я?) dя — 

r c r - l æ1' 
_ | e-aж --— вin (bx — í lg a?) áx . 

b 
x 

x° . sgn 6 
Zde e~a* je nerostoucí (a _ 0), — je (derivujte!) klesající pro všechna 

bx — t 
x > x0, kde x0 nezávisí na a. Pro x9 < xx < xt < -\~ oo najdeme potom snadno 
z 2. věty o střední hodnotě 

2x1
(r 

Щй \bxl — t 

z čehož vzhledem k 6 •# 0, a < 1 plyne hledaná stejnoměrná konvergence. 

§ 5. Integrace posloupností a řad. Velmi důležitý speciální případ 
věty 113 je ten, že parametr <x probíhá jen oelé kladné hodnoty a že 
a0 = + oo; místo <x potom obyčejně píšeme n, místo f(x, n) píšeme 
fn(x), takže jde o posloupnost funkcí. Za prostor (P, Q) ve větě 113 
bereme tedy £f (s „redukovanou metrikou" Q*, viz D II, kap. VI, § 4).85) 
Věta 113 nabude tedy tohoto tvaru: 

Věta 115. Budií - o o ^ a < 6 ^ + oo; budte F, fn (n = 1, 2, ...) 
komplexní funkce jedné reálné proménné. Předpokládejme: 

I. Pro kaídé V € (a, b) je 
b' b' 

(84) lim ffn(x) dx = f F(x) dx . 
n-+<o a a 

b" 

II. Integrál ffn(x) dx konverguje pro V -+b —, &"->& — k nule 
b' 

stejnoměrné vzhledem k n. T. j . ke kaídému e > 0 existuje B c (a, 6) 
tak, íe 

b* 
(85) (n oelé, n > 0, B < V < b" < b) => \ffn(x) dx\ < e . 

••) Kdo se na to už dobře nepamatuje, může místo fn(x) psáti fix, —j, 

vzíti za A množinu všech Sísel — (n = 1, 2, ...) a psáti a ->» 0, a«-t4. 
n 
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Při tom integrály v 7, II značí konvergentní Lebesgueovy integrály. Potom 
platí (s konvergentními zobecněnými integrály) 

b b 

(86) lim ffn(x) dx = fF(x) dx . 
n-»oo a a 

P o z n á m k a 1. Nejčastější případ je ten, že F(x) = lim/n(a;) skoro 
všude v (a, b) a že se podmínka I ověřuje podle věty 65 (existence 
integrabilní majoranty pro interval (a, 6')). 

P ř í k l a d 1. Dokažme rovnici 
-l-oo + o o 

(87) Km f-^X—dx = [™^dx 
— Jo x+^Mx i X 

(víme, že pravá strana je \TZ). Funkce fn(x) = sin x : \x -\ ]fx I má 

pro x > O za „majorantu" číslo 1 a za limitu funkci F(x) = sin x : x. 
Podmínka I je tedy splněna (O < 6' < + co). Dále je pro n = 1, 2, 
3,...; O <V <b" < + co 

b" £ 

/

sinz 1 I f . , 
dx = I sin a: da; 

> *+^V* b' +\W^ 
<v 

Tedy i podmínka II je splněna, a (87) platí. 
P o z n á m k a 2. Věta 115 se ovšem ihned přenáší na nekonečné řady 

vi(x) + ^2^) + • • -5 z a fn(x) s e prostě vezme n-tý částečný součet. 
Rovnice (86) má potom tvar 

b n b 

(88) lim / 2 vk(x) dx = fF(x) dx 
n-*co a k = l a 

(předpokládám splnění podmínek I, II). Ježto konvergují integrály 
funkcí /„_!, /n, konverguje i integrál funkce vn = fn — /„__! a tedy lze 
(88) psáti v obvyklém tvaru („integrace člen po členu*() 

b n b co b 

fF(x) dx = lim 2 fvk(x) dx = 2 fvk(x) dx . 
a n-*-oo k = l a k = l a 

Nejčastější případ je ovšem ten, že je (aspoň pro skoro všechna 
x e (a, b)) F(x) = vx(x) + v2(x) + ... 
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§6. Derivováni zobecněných integrálů podle parametru. Věta 116. 
Budiž — c © 5 ^ a < 6 < l + oo; budiž I interval (nezvrhlý) v Ev Budiž f 
komplexní funkce dvou reálných proměnných. Nechť dále -platí: 

I. Pro každé V € (a, b) a každé <xel konvergují Lebesgueovy integrály 
b' b' 

(89) F(V, <x) = ff(x, a) dx , f ^ ^ d*36) 
a a 

a jest 

(90) ffcfL) d* _ < ^ > .», 
J c<x d<x 
a 

II. Pro V -> 6 —, b" -> 6 — konverguje integrál 

b* 

(91) f % £ L > d* 3.) 

fc rwře stejnoměrní v I. 

III. Aspoň pro jedno <x€l konverguje zobecněný integrál 
b 

(92) 0(<x) = ff(x} <x) dx . 
a 

Potom zobecněný integrál (92) konverguje pro všechna oce I a pro všechna 
oce I /e36) 

a 

(V (90) píši d a nikoliv d, dívaje se na V jako na konstantu.) 

Důkaz. Integrál (91) je roven 

dF(b", <x) dF(V, <x) 
d<x d<x 

*•) V krajních bodech intervalu I (pokud patří k I) míním příslušnou jedno
strannou derivaci. Pro další aplikace stačí ostatně případ omezeného otevře
ného I. 

m) Zda tato podmínka je splněna, pozná se často podle vety 108. 
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(podle I). Podle II 3 8 ) existuje tedy vlastni l imita 

a to stejnoměrně v /. Podle I I I existuje vlastní l imita 

(95) Um F(b't a) = 0(<x) 

aspoň pro jedno <x e I. Podle pozn. 3 v kap. I, § 1 (viz t a m ž e též 
pozn. 1 4)) existuje t e d y vlastní l imita (95) všude v / a všude v I jest 

d0(<x) 
d<x 

t. j . (podle (94), (90)) 
b' 

d0(< 

= V(*), 

f L ) = l i m fej^)dx== CM^^. 
Q<X b'_*fc_ J d<x J c<x 

a a 

P ř í k l a d 1. Pro reálné <x a pro (i > 0 položme 

0 0 

((t si budu myslit pevně -zvoleno; <x bude „parametrem"). Ježto integ-
rand v K má konvergentní majorantu (fP + a?)-1, je K spojitá 
v (—- oo, + oo) a je 

(96) |Jř(*)| £ K(0) = ± . 

Pro 0 < b' < + oo lze provésti derivování podle věty 108: 

/

cos (xx , T— x sin <xx , 

rr***-] r+* dx' 

V 

ţ_ 
o 

7* h' 

ježto integrand vpravo má majorantu -^ — < -----

, 8) Což je Bolzano-Cauchyova podmínka pro stejnoměrnou konvergenci 
(v I) výrazu (90). 

350 



Tedy je splněna podmínka I z věty 116 (pro integrál K(a))t a ovšem 
též podmínka III. Podmínka II plyne takto: Funkce x: (p1 + 7?) je 
klesající pro x^>fi; pro fi < V < b" < + 00, |*| > 6 > 0 je tedy 

6" i 

/

x sin ax , 6' I T . , 

JF+*** =W+^\jamaxdx 

(97) »' »' 
26' _1_ 26' 

^ /9- + &'» ' |«| < Ó(/i- + 6'-) ' 
Podmínka II je tedy splněna pro I = (<$, + oo), kde á může být libo
volné kladné číslo. Tedy je 

+ « 
(98) #'(«) =- - J ^ ^ d* = - £(«) pro « > 0 . 

0 

Pro integrál L(a)t který — jak ihned uvidíme —- je nevlastní, nelze 
již užíti věty 116.39) Ale funkce x : (JP + z2) se pro velká x chová při
bližně jako 1: x. Zkusme to tedy s výrazem (<x > 0) 

+ 00 +00 +00 

r t v . f x sin ax , f sin ax , ^ T sin aa da: 
*(«)-** = J ^ r + ^ d x - J — d*=-/?-J í p r T ^ - ) . 

0 0 0 

Zde můžeme derivovat přímo podle věty 108: 

(99) 
0 

neboť integrand má majorantu (/J1 + a1)-1. Podle (98), (99) je tedy 

K"(a) = FK(a) pro a > 0 . 

Podle známé věty o diferenciálních rovnicích (viz větu B) v kap. VII, 
§ 7) je tedy jistě 
(100) K(a) = Cxe

aft + Cte~afí pro a > 0 , 
8 9) Kdybychom formálně derivovali Ha), dostali bychom formálně 

+ 00 +00 + 00 

/
x% cos (xx , r , />, r c o s <*£ j 

0 0 0 
ale integrál vlevo vůbec nemá smyslu (ježto druhý integrál vpravo má a první 
nemá smysl). 

351 



kde Cl9 O2 Í
s o u dvě konstanty (vzhledem k cx; mohou záviseti na /?). 

Kdyby bylo Cx =j= 0, mělo by |J-T(«)| pro <x -> + oo limitu + oo, ale to 
není možno podle (96). Tedy Cx = 0, 

(101) K(oc) = Cp"* pro <x > 0 . 

Ale K(oc) je spojitá v (— oo, + oo) a K(0) = -̂r, takže limitní pře-
zp 

chod <x -> 0 + v (101) dává C2 = -—, ježto K je sudá funkce <x, /?, 
2p 

vychází 
(102) K(oc) = - ^ e-M pro reálná <%, /? (jS * 0). 

Podle (98) a s přihlédnutím k tomu, že L je lichá funkce oc a sudá funkce 
/?, vychází 

(103) L(a) = -J e-M . sgn a 

pro reálná a # 0, j8 -# 0. 

Poznámka 1. Integrál v (97) je v absolutní hodnotě nejvýše 
2 

roven -—TT- , jestliže /} < b' < bn < + co. Tedy při pevném « + 0 

a proměnném /J konverguje tento integrál stejnoměrně k nule v in
tervalu 0 <I /? ^ 1 (neboť potom hoření odhad platí pro 6' > 1, 

x sin ocx 
&'<&"< + co).40) Mimo to má integrand ^ majorantu \<x\. 

Podle věty 114 je tedy L(oc) při pevném <x 4= 0 spojitou funkci /3 
v intervalu <0, 1>, takže ze (103) plyne pro /S -> 0 +, <x + 0 

+ 00 

/
sin as dz = 7̂t sgn a ; 

o 

tím je dán další (již čtvrtý) výpočet tohoto integrálu. 
4 0 ) Podrobně: Integrál v (97) je v absolutní hodnotě* menší než e (e > 0), je-li 

60 < b' < b" < + oo, kde b0 = Max 11, — I. 
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§ 7. Integrace integrálů podle parametru (záměnnost integračního 
pořadí). Budiž / funkce dvou proměnnýoh.41) Píšeme-li 

b 

(104) F(a) = ff(x, a) dx 
a 

(zobecněný integrál), můžeme si položiti otázku, zda konverguje (zobec
něný) integrál 

d db 
(105) fF(a) da = f(ff(x, a) dx) da , 

c c a 

^ jak tento integrál vypocísti, po případě jak studovati jeho vlastnosti. 
Víme již z kap. VII, § 11, že při tomto vyšetřování může býti velmi 
důležitá rovnioe 

(106) /(//(*, y) dy) dx = /(//(*, y) dx) dy 
a c ca 

(že jsem místo a psal y, je ovšem lhostejné). Budeme se proto zabývati 
otázkou, kdy tato rovnice platí. Z Fubiniovy věty 74 víme toto: Jest
liže existuje Lebesgueův integrál (nemusí ani býti konvergentní) 

(107) / / f(x, y) dx dy (a < b, c < d), 
a<x<b 
c<y<d 

potom platí (106) a integrál (107) se rovná integrálům (106). Ale jest
liže neexistuje integrál (107), nemusí rovnioe (106) platit, jak ukazuje 
příklad 7 v kap. VII, § 3. 

Naším cílem v následujícím paragrafu bude vyšetřovati platnost 
rovnioe (106), a to i pro zobecněné integrály (konvergentní) — bez 
ohledu na to, zda integrál (107) existuje. Půjde nám přitom spíše 
o praktický návod42) než o odvozování obecných vět. 

Poznámka 1. Pro a <ď <b platí rovnice 

(108) /(//(*, y) dy) dx = /(/ . . . ) + / ( / . . . ) , 
a c a c a' c 

(109) /(//(*, y) dx) dy = / ( / ...) + / ( / . . .) . 
ca ca ca' 

41) / smí být komplexní v celém tomto paragrafu. 
4 í ) Ovšem bez újmy presnostil 
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pokud pravé strany mají konečnou hodnotu.43) To nám umožňuje 
v případě zobecněných integrálů rozdělit při vyšetřování integrační 
interval (ať už jde o „vnější" nebo „vnitřní" integraci) na „vhodné" 
intervaly ve smyslu § 1, t. j . na intervaly, v nichž nastává případ I nebo 
II z § 1. 

Poznámka 2. Rovněž je zřejmo (viz pozn. 4 v § 1): Koriverguje-li 
b d V d 

f(ff(x, y) dy) dx a je-li a <1 a' < b' ^ 6, konverguje též f(ff(xy y) . 
a c a' c 

d b 

. dy) dx. Ale pozor! Konverguje-li f(ff(x} y) dx) dy} nemusí konver-
c a 

d b' 

govati f(ff(x, y) dx) dy. 
c a' 

-f 00 1 -f 00 

Příklad: / ( fy dy) dx = f 0 . dx = 0 (obě integrace jsou dokon-
o -i o 

+ oo 1 +00 + o o 0 
ce lebesgueovské), ale f (fy dy) dx = f \dx = + co, / ( fy dy) dx = 

o o o o -i 
= —- co. V tomto příkladě levá strana v (109) má smysl, pravá nikoliv. 
Vidíme, že při „vnitřní" integraci je nutno dát pozor. 

§ 8. Příklady na výpočet integrálů užitím ziměnností integračního 
pořadí. Pro případ, že lze užíti Fubiniovy věty, jsme již v kap. VII, 
§ 11 ukázali, jak lze jednoduché integrály (Lebesgueovy) počítati 
užitím rovnice (106). Nyní tento postup zobecníme. Naznačím obeoný 
princip a provedu jej na příkladech. Ve smyslu pozn. 1 v § 7 se omezím 
na „případ I" a „případ II", při čemž „případ II" mohu vzhledem 
k symetričnosti nechati stranou. 

Budiž tedy —- o o ^ a < 6 ^ + co, — o o ^ c < e ř ^ + coa nechť 
pro každé /3 € (a, b) platí rovnice44) 

(110) /(//(*, y) dy) dx = /(//(*, y) dx) dy , 

43) V (108) j de o integrál přes s jednocení d v o u interva lů, v (109) o integrál 
součtu; viz § 1, pozn. 2 a 3. 

4 4 ) / smí b ý t komplexní . 
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při čemž tato hodnota budiž konečná a integraoe v mezích a, /} (t. j . 
,,vnější" integrace vlevo a ,,vnitřní" vpravo) nechť jsou lebesgueovské; 
druhé dvě mohou býti zobecněné. Ptáme se, zda platí (106), t. j . zda 
(110) platí i pro p = 6. Položme 

(111) }f(x,y)dx = F(t/,p) 
a 

a předpokládejme, že pro skoro všechna y e (c, d) konverguje zobecněný 
integrál 

(112) }f(x,y)dx = F(y), 
a 

t. j . že existuje vlastní limita 
(113) Um F(y,fi) = F(y). 

p-+b-

Dokážeme-li nyní, že platí rovnice 
d d 

(114) fF(y) dy = lim fF(y, p) dy 
c 0-»6- c 

s vlastní limitou vpravo (k tomu máme řadu kriterií, na př. věty 106, 
113), bude tím dokázáno, že pravá strana v (110) má vlastní limitu 
(pro /?->&—) 

(115) f(ff(z,y)dz)dy; 
e a 

touž limitu má tedy i levá strana v (110), ale tato limita podle definice 
zobecněného integrálu je právě 

(116) }(}f(z,y)dy)dz. 
a c 

Tím je konvergence a rovnost integrálů (115), (116) dokázána. 
Provedeme nyní několik závažných příkladů. 

Příklad l.4*) 

/ == I (cos bxx — cos 6^) —j- • 
o 

" ) V příkladech 1, 2, 3 je vSe reálné. 
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Bod 0 zde nevadí, ježto cos 6 ^ —- cos bjc = \(b\ — 6?) x2 + ...; I je 
Lebesgueův integrál. Ježto 

/

sin xy , cos bгx — cos b2x 
X* 

Je 

+ oo bt 

./(/-ŞЯo.)*,. 
O bx 

Výměnou integračního pořadí dospějeme k integrálu (viz § 4, (53)) 
bt +00 

x-ДҐ-ţa*)*-
&! O 

( 1 1 7 ) »• J- »-
= J JTC sgn i/ dt/ = JTC J sgn y dy — JTC J sgn y dy = 

6 X 0 0 

= l«(|6il - M) • 
Jde o to, zda je I = K. Ježto pro a; 4= O je 

sirixy 
£\v\, 

lze zřejmě pro konečná c > O, bl9 62 užíti Fubiniovy věty: 

(118) /(/^^-/(/í?*)* 
O bi bt O 

(|y| je ,,integrabilní majorantací v oboru (O, c) X (61? 62)). Předpoklá
dejme 6X < 62 (pro 6j > 62 stačí změnit znamení v / a vyměnit bx s 62). 
Položme 

e 

"sin xy F(c, y) = J"? dx = 

c|i/| 

_±f4*Móx-± f^áz. 
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/

gin z 
—~ dz je spojitá v (—- oo, + oo) a má pro 

o 
oc -> + oo konečnou limitu \n (a pro <x -> — oo ovšem limitu — \n)t 

je g(oc) omezená v (— oo, + oo), a tedy existuje konečné číslo G tak, 
ze pro všechna reálná c, y jest 

(119) \r{c,y)\~\f*±3Lte 
X 

ö 

<G 

To si zapamatujme i pro příště. Funkce F(c, y) mají tedy v intervalu 
(bl9 b2) společnou „integrabilní majorantu" G; mimo to je ovšem pro 
každé y 

+ 00 

Km-f(e,y)= f *™^ áx 
C-» + 00 J # 

Podle věty 106 je tedy 
bt 6 t - l - o o 

Jirn^ fwip, y) dy = f(f ^ dx) dy = K . 
h 4, O 

T. j . pravá strana v (118) má limitu K; a ovšem levá strana má limitu I. 
Tedy podle (117) 

/ =- K = Mh\ ~ h\) • 
Odtud plyne ještě na př. vzorec 

-foo +oo 

/

sin px 8\nqx __ 1 f cos (p + q) x — cos (p — q) x , __ 
š* * - ~ Y J š2 * ~ 

o o 
= MP + íl - IP - íl) • 

Příklad 2. 

/ = / _ ^ d * ( y > 0 > 
y2 + *2 

0 
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Je to konvergentní Lebesgueův integrál. Jest 

+ < 

/ 
Q-yv sin xy dy = X 

y2 + x2 ' 
ó 

Tedy 

I = Y(Tf(x,y)dy)dx, 
o o 

kde 

. cos x sin xy 
f(x,y) = ^ e - r * . 

Ju 

Záměna integračního pořadí nás vede k integrálu 
+ 00 +00 

* = / ( / / ( * , tfdasjdj/--
0 0 

+ 00 +00 

(120) = 1 / e-rv ( / -Jn-fr + n + t t o s f r - l ) ^ d y = 

0 o 
+ 00 

= ÍTU I e-r^sgn (y + 1) + sgn (y - 1)) dy 
o 

(viz § 4, (53)). Pro y > 1 je poslední integrand roven 2e~YV, pro 
O < Í/ < 1 je roven nule, takže 

+ oo 

(121) 

+ oo 

K = j * f e-y»dy = ^e-r 
1 

Jde o to, zda I = K. V omezeném integračním oboru by se dalo jistě 
užíti Fubiniovy věty. Ale dá se jí dokonce použíti pro obor y > O, 
O < x < a při libovolném konečném a > 0. Neboť \f(x, y)\ 5j ye~yy pro 
x 4= O, y > O, a pro tuto nezápornou „majorantu" lze užíti Fubinio
vy věty: 

+ oo a +oo 
/ / ye~yy dx dy = f (fye'yy dx) dy = af ye~yy dy < + oo ; 

0 < s < a Ò 0 0 
! />0 
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tedy konverguje i integrál (Lebesgueův) z f(x, y) přes tento obor, 
a Fubiniova veta dává 

(122) /(/"/(*, y) dy) dx = /"(//(*, y) dx) dy . 
o o o o 

Jde ještě o limitní přechod a -> + co. Položme 

//(*, y) dx = F(a, y) , 

takže 
+ 00 

lim F(at y) = / f(x, y) dx 
a-»+oo 0 

(tento — zobecněný —- integrál konverguje; viz výpočet v (120)). 
Mimo to 

a 

n/ v 1 Tsín x(y + 1) + sin x(y — 1) , F(at y) = - e-r* J Z ' 
o 

takže podle (119) v příkl. 1 jest 

\F(a, y)\ < Ce~yv, při čemž fce~vy dy < + oo. 
o 

Tedy fxmkce F(a, y) mají společnou „integrabilní majorantuťť, takže 
podle věty 106 je 

+ oo + 0 0 + 0 0 

Um / F(a, y) dy = / (/ f(x, y) dx) dy . 
a-* + oo O O 0 

Limitní přechod a -> + oo v (122) dává tedy ihned — jako v příkl. 1 — 

/-lí-fe-r. -V 
Příklad 3. 

+ 00 
f cnn 'k* 

dx. 
- / -

Õ 
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Hodnoty tohoto integrálu jSII le použili v příkladech 1, 2; nyní uká
žeme, že také tento integ r á l lze vypočísti záměnou integračního 

+ °° 
pořadí. Pro x > 0 jest / e~*y dy = —, a tedy 

o 
+ 00 +°o 

I = f (f e~xv sin a; dy) dz ,46) 
o o 

Položme 
+ 0 0 + 0 0 4-00 

K = J l J e~*v sin x dzj dy = J ^ j 2 = i * . 
0 0 o 

Jde o to, zda I = K. 
Jest \e~xv sin x\ á xe~xv pro x > 0; užitím Fubiniovy věty na tuto 

nezápornou funkci máme pro konečné a > 0 
a + oo a 

// ze-** ár dy =-= /(/ xe~xy dy) dx = fdx < + oo . 
0<.t<a 0 0 0 

l/>0 

Tedy pro konečné a > 0 jest 

(123) / ( / e~xv sin x dy) dx = / (/ e ^ sin x dx) dy . 
0 0 0 0 

Položím-li zde 
a 

F(a> V) = fe~xv s i n x dx , 
o, 

+ 00 

lim -P(a, y) == $ e~xy sin x da;, 
a-^+oo 0 

a dále 
._, . 1 — e~ay(y sin a + cos a) 
*<* *> = 7 + 1 • 

u) Tato rovnice platí tehdy a jen tehdy, exiatuje-li integrál v titulu tohoto 
příkladu. My sice víme, Že konverguje, ale nepotřebujeme to: jeho konvergence 
nám vyjde záměnou integračního pořadu. 
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pro a > 0. Pro a > 0, y > 0 je však 

\e~av cos a\ < 1 , |e-ay2/ sin a| < e~a!/ay < C , 

kde C je jistá konstanta (neboť funkce ue~u je v <0, + oo) spojitá 
amáprou-> + oo limitu 0; tedy je tato funkce omezená v <0, + oo), 
t. j . ue~u < C pro všechna u ^ 0). Tedy funkce F(a, y) mají spo-

2 + C 
léčnou integrabilní majorantu 2 ,47) Podle věty 106 je tedy 

-f-oo + oo + oo 

lim / F(a, y) dy = f (f e~xy sin x dx) dy ; 
a-* + oo 0 0 0 

t. j . pravá strana v (123) má limitu K -= \TZ, a touž limitu má tedy 
i levá strana, t. j . / konverguje a jest / = hz. 

Příklad 4. Fresnelovy integrály 
+ 00 +00 

T f dx T r . dx 
J1 = l cos x —=. , 12 = I sm x —= . 

J yx J ]/x 
o o 

Konvergenoe nám opět vyjde současně se záměnností. Abychom mohli 
oba integrály počítat najednou, položme 

+ 00 

(124) / = /. + i/2 = í e" ̂  . 
0 

Víme (Laplaceův integrál, viz kap. III, § 7, příkl. 12), že pro x > 0 je 

+ » 
(125) / e~y%xdy 

o 

j l ^ 

4 7) Pro6 počítáme tak přesně' ? Protože hrubý odhad 
a 

\F(a, y)\ ^ fe-*v dx = -
a 

У ~ У 

by nám nebyl nic platný: pravá strana nemá konvergentní integrál podle y od 0 
do -f- oo. 
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+ oo +co 

Proto platí 

(126) / = ~ f l í e^+i)* dy\ dx 
o o 

(lépe řečeno: (124) je ekvivalentní s (126)). Záměna integračního pořadí 
nás vede k integrálu 

+ 00 +00 

K = p f l i 4-v'+»* d.r) dy = 
o o 

r o 
Jde ještě o to, zda je I = K. Jest |e (- y , + , )*| = e~v%x

y a užití Fubiniovy 
věty na tuto nezápornou funkci dává podle (125) pro konečné a > O 

a + oo a 

/ / e-y*xdx dy = j í l e~vtx dy\ dx = / - ^ L da; < + oo , 
0<z<a 

V>0 
0 0 

takže 

<m) w / ( / e,""+"'dy)** - w f(f""*'* H * • 
0 0 0 0 

Položme 

Je-li y > O, máme 

F(a,y) = fe<-"•+'>* dx 
o 

lim .F(a, y) = / e ^ ^ 1 ) * da;. 
a->+co 6 

Vypočteme pro a> 0,y > O 
1 — e-a(y'-|) (128) \F(a, y)\ = 

neboť [e-^'^1 = e~ayt < 1 
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Pravá strana v (128) je společná majoranta k funkoím F(a, y), mající 
konvergentní integrál od 0 do + oo.48) Proto podle věty 106 je 

+ 00 + 0 0 + 0 0 

lim / F(a, y)dy = J (/ &-*+-» dx) dy . 
a-* + oo O 0 0 

T. j . pravá strana v (127) má vlastní limitu K, touž limitu má tedy 
i levá strana, t. j . J konverguje a jest 

tedy 
---Vł 
'. -'. -У! 

(1 + i), 

4 i ) Hrubý odhad 
a 

(129) \F(a, y)\ ^ fe-v^áx 
1 _ Q-ay- 1 

by opšt vedl k majoranté* y~*9 jež nemá konvergentní integrál od 0 do -f- oo. 
Poznamenejme, že pro velká a je e-av* blízko nuly, takže ze (129) nedostaneme 
Žádnou lepší majorantu nezávislou na a než y~*. 
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